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Въведение

В средата на XX век възниква интересът към разглеждането на разрешимостта на
теорията на линейните наредби. Класът на линейните наредби дефинираме чрез
следнатааксиоматизацияотпървиреднадезикасединдвуместенпредикатенсим-
волL FO(≤A):

1. ∀x(x≤A x) - рефлексивност

2. ∀x∀y(x≤A y&y≤A x→ x = y) - антисиметричност

3. ∀x∀y∀z(x≤A y&y≤A z→ x≤A z) - транзитивност

4. ∀x∀y(x≤A y∨ y≤A x) - линейност

През 1959 г. А. Еренфойт (A. Ehrenfeucht, [1]) публикува своя резултат:

Твърдение0.1. Теориятанад езикаотпървиредL FO(≤A) с единдвуместенпреди-
катен символ на класа от най-много изброимите линейни наредби е разрешима.

Няколко години по-късно Х. Лехли заедно с Дж. Ленард (H. Läuchli, J. Leonard,
[2])повтарятозирезултат,използвайкиразличенметод.Двегодинипо-късно (1969,
[3]), Лехли усилва този резултат, разглеждайки теорията над слабия монадичен
език от втори ред -L WSO(≤A), с един двуместен предикатен символ.

Твърдение 0.2. Теорията над слабия монадичен език от втори ред L WSO(≤A) с
един двуместен предикатен символ на класа от най-много изброимите линейни
наредби е разрешима.

В своята статия от 1969 г.М. Рабин (M. Rabin, [4]) доказва ощепо-силен вариант,
обобщавайки резултата за монадичния език то втори ред.

Твърдение 0.3. Теориятанадмонадичния език от втори редL MSO(≤A) с един дву-
местен предикатен символ на класа от най-много изброимите линейни наредби
е разрешима.

Тойизползва доказаната отнегоразрешимостнамонадичната теорияот втори
реднадвефункции-наследник - S2S (second-order theory of two successor functions).

Интерес за нас ще бъде да разгледаме теории, подобни на линейните наредби,
като се отказваме от свойството антисиметричност. Такива структури наричаме
квазилинейни наредби. В следващите редове ще разгледаме проблема за разре-
шимост на следните теории над езика от първи ред L FO(≤A), слабия монадичен
език от втори редL WSO(≤A) и монадичния език от втори редL MSO(≤A):

1. Теорията на крайните квазилинейни наредби

2. Теорията на най-много изброимите квазилинейни наредби
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3. Теорията на най-много изброимите чужди обединения на квазилинейни на-
редби

4. Конкретнитеориинадървовидниструктури,подобнинаквазилинейнитена-
редби.

Главно,щеизползваме теоремитенаРабин, че теориите S2Sи SωSнадмонадичния
език от втори ред са разрешими. Ще се стремим за всяка теория да докажем, че
всяко свойство в теорията, която разглеждаме, може да се представи в езика на
теорията S2S или SωS.
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1 Нотация и терминология

1.1 Квазилинейни наредби

Дефиниция 1.1. Нека А е множество ≤A е бинарна релация над множеството A,
която е рефлексивна итранзитивна, т.е. за нея са изпълнени:

1. ∀x(x≤A x)

2. ∀x∀y∀z(x≤A y&y≤A z→ x≤A z)

Ако е изпълнено, че
∀x∀y(x≤A y∨ y≤A x∨ x = y),

множеството< A,≤A> наричаме квазилинейна наредба.

Въвеждаме следнатабинарнарелация∼вквазилинейнатанаредба< A,≤A>по
следния начин:

x∼ y↔ x≤A y&y≤A x

След непосредствена проверка получаваме, че∼⊆ A×A е релация на еквивалент-
ност.Класоветенаеквивалентностотносно∼наричамеклъстери, т.е. вединклъс-
тер всеки два елемента са сравними относно ∼ или ако x и y са елементи в един и
същи клъстер X , то x≤A y y≤A x.

Дефинираме бинарната релация ⪯A⊆ A/∼ × A/∼ над фактормножеството A/∼,
като:

[a]⪯A [b]↔ a≤A b,

Тогава множеството< A/∼,⪯A> е линейна наредба над фактормножеството A/∼.
Разглеждайки подобно разбиване на универсума на квазилинейните наредби

чрез релацията∼, забелязваме връзката между линейните и квазилинейните на-
редби. Чрез тази връзка ще можем лесно да се справим с проблема за разреши-
мостта, използвайкифактите, разгледани от Рабин [4].

1.2 Теорията S2S

ЗапроизволномножествоA, сA∗ означавамемножествотоот всичкикрайниреди-
ци от елементи на А.

Нека А е множество. С A∗ означавамемножеството от всички крайни редици от
елементи на А. С l(x) означаваме дължината на редицата x за x ∈ A∗. Единствената
редица x ∈ A∗, чиято дължина е 0, т.е. l(x) = 0, ще означаваме с Λ. Ако x ∈ A∗ и y ∈ A∗,
с xy означаваме конкатенацията на редиците x и y.

Дефинираме частична наредба≤ над A∗ като

x≤ y↔ (∃z ∈ A∗)(y = xz)

Ако x≤ y и x ̸= y, ще пишем x < y.
За a ∈ A дефинираме функция ra : A∗→ A∗ като ra(x) = xa.
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Дефиниция 1.2. Нека T2 = 2∗ = {i | i < 2}∗. Разглеждаме структурата

T2 =< T2,r0,r1,≤,≤lex>,

където ≤lex е лексикографската наредба, индуцирана от естествената наредба
над естествените числа. Теорията натази структура, T h2(T2), над монадичния
език от втори ред L MSO(r0,r1) с два едноместни функционални символа ще беле-
жим с S2S.

Следователно, получаваме, че за произволна затворена формула ϕ над езика
L MSO(r0,r1)

ϕ ∈ S2S↔ T2 ⊨ ϕ

Щеизползваме следния резултат на Рабин (от [4])

Твърдение 1.1. Теорията S2S над езикаL MSO(r0,r1) е разрешима.

1.3 Безкрайно двоично дърво

Дефиниция1.3. Безкрайно двоично дървонаричамемножеството T = T2 = {0, 1}∗
от всички крайни редици, съставени от нули и единици.
Елементите x ∈ T наричаме върхове на T .
Върховете x0 и x1 за x ∈ T се наричат непосредствени наследници на x. Празната
редица Λ наричаме корен на дървото T .

Безкрайното двоично дърво стои в основата на дефиницията за теорията S2S.
Затова ище работим с него в следващите редове в решаване на проблема с разре-
шимостта на разглежданите теории.

1.4 Свойства, изразени в езика на S2S

За улеснение в изразяването по-напред, ще въведем няколко формули над езика
L MSO(r0,r1):

1. Pre f [P, x] - множеството P е съвкупността от всички префикси на върха x ∈ T .
Pre f [P, x] : P(x)&¬P(r0(x))&¬P(r1(x))&∀z(P(z)&x ̸= z→ (P(r0(z))∨P(r1(z)))&¬(P(r0(z))&P(r1(z))))
&∀z(P(r0(z))∨P(r1(z))→ P(z))

2. NonEmpty[P] - множеството P не е празно
NonEmpty[P] : ∃x(P(x))

3. Лексикографска наредба
x≤lex y : ∃P∃Q(Pre f [P, x]&Pre f [Q, y]&(∃z(P(z)&Q(z)&P(r0(z))&Q(r1(z)))∨Q(x)))

4. X ⊆ Y - X е подмножество наY
X ⊆ Y : ∀x(X(x)→ Y (x))
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5. MaxElement[P] - множеството Pима най-голям елемент относно лексикограф-
ската наредба≤lex

MaxElement[P] : ∃x(P(x)&∀y(P(y)→ y≤lex x))

6. MinElement[P] - множеството Pима най-малък елемент относно лексикограф-
ската наредба≤lex

MinElement[P] : ∃x(P(x)&∀y(P(y)→ x≤lex y))

7. Fin[P] - множеството P е крайно
Fin[P] : ∀Q(Q⊆ P&NonEmpty[Q]→MaxElement[Q]&MinElement[Q])

8. In f [P] - множеството P е безкрайно
In f [P] : ¬Fin[P]
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2 Крайни квазилинейни наредби

В предишната точка разгледахме дефиницията на квазилинейните наредби. Нека
K f in е класът на всички крайни квазилинейни наредби. С FQLOщеозначаваме те-
орията от първи ред над езикаL FO(≤A)на класаK f in, т.е. FQLO = T h(K f in). Искаме
да докажем следното

Твърдение 2.1. Теорията FQLO над езика от първи редL FO(≤A) е разрешима.

Нашатацелщебъдедапостроимфункция tr, коятонавсяказатворенаформула
ϕ от разглеждания език съпоставя затворенаформула tr(ϕ) отL MSO(r0,r1), така че
ϕ е вярна в разглеждания клас структури тогава и само тогава, когато tr(ϕ) ∈ S2S.
Затоваще разгледаме две посоки.

От една страна, ако имаме моделA , ще се стремим да го изобразим инективно
в безкрайното двоично дърво, посредством две функции - τ и σ . Първата функ-
ция τ ще изобразява клъстерите на модела, като множеството от образите им ще
означаваме с P. Ще се стремим тя да прехвърля наредбата≤A в лексикографската
наредба≤lex в двоичното дърво. Втората функция σ ще изобразява елементите на
модела, като множеството от образите имще означаваме с Q.

Отдругастрана,щедефинирамеформулаFFQLO[P,Q]везикаотвториредL MSO(r0,r1)
наS2S, коятоопределядалимножестватаPиQописватмоделнаквазилинейнана-
редба, получен по горния начин.

С помощта на тази двупосочна връзка ние ще можем по дадена формула ϕ да
дефинирамеформулаFϕ [P,Q], релативизиращасвойствотов езиканаS2S. Така,ще
докажем, че за затворенаформула ϕ надL FO(≤A) следните две условия са еквива-
лентни:

1. За всеки моделA на FQLO,A ⊨ ϕ

2. T2 ⊨ ∀P∀Q(FFQLO[P,Q]→ Fϕ [P,Q])

Тогава получаваме следната зависимост:

ϕ ∈ FQLO↔∀P∀Q(FFQLO[P,Q]→ Fϕ [P,Q]) ∈ S2S,

откъдето от Твърдение 1.1. получаваме Твърдение 2.1.

2.1 Изобразяване в безкрайното двоично дърво

Дефинираме функцията τ : A/∼→ T . Нека A/∼ = {X1, X2, ..., Xn} и Xi ⪯A Xi+1 за 1 ≤ i ≤
n− 1. Тогава τ(X1) = Λ и τ(Xi) = r1(τ(Xi−1)). Тоест най-малкия относно ⪯A клъстер
изобразяваме в корена на безкрайното двоично дърво, а всеки следващ клъстер -
по клона на единицата.

Дефинираме изображението σ : A→ T .
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Във всеки клъстер (клас на еквивалентност) имаме поне един и общо краен
брой елементи, т.е. за всяко 1 ≤ i ≤ n, ¯̄Xi = mi за някое mi < ω . Също така всеки еле-
мент на множеството A принадлежи на някой клъстер. Затова за елементите на
наредбата ще използваме означението x i

j за j-тия елемент в i-тия клъстер. Тогава
σ(x i

j) = r j
0(τ(Xi)).

Лема 2.2. x i
j ≤A xk

l ↔ i = k∨σ(x i
j)≤lex σ(xk

l ).

Доказателство. (⇒) Нека x i
j ≤A xk

l . Имаме, разбира се, два случая в зависимост от
това дали елементите са в един и същ клъстер.

1. Ако i = k, дясната страна е изпълнена.
2. Нека i ̸= k. Щом x i

j ≤A xk
l , Xi ⪯A Xk. Следователно, τ(Xi) ≤lex τ(Xk), откъдето и

r j
0(τ(Xi))≤lex rl

0(τ(Xk)), т.е. σ(x i
j)≤lex σ(xk

l ).
(⇐) Нека i = k∨σ(x i

j)≤lex σ(xk
l ). Ако два елемента се намират в един и същ клъс-

тер, т.е. i = k, те са сравними помежду си и в двете посоки. Затова x i
j ≤A xk

l .
Нека сега i ̸= k &σ(x i

j) ≤lex σ(xk
l ). Оттук следва, че r j

0(τ(Xi)) ≤lex rl
0(τ(Xk)). По дефини-

ция на лексикографската наредба получаваме, че

∃P∃Q(Pre f [P, r j
0(τ(Xi))]&Pre f [Q, rl

0(τ(Xk))]&(∃z(P(z)&Q(z)&P(r0(z))&Q(r1(z)))∨Q(r j
0(τ(Xi)))))

Нека P′ иQ′ са свидетели за това съществуване, т.е.

Pre f [P′, r j
0(τ(Xi))]&Pre f [Q′, rl

0(τ(Xk))]&(∃z(P′(z)&Q′(z)&P′(r0(z))&Q′(r1(z)))∨Q′(r j
0(τ(Xi))))

АкоQ(r j
0(τ(Xi))), т.е. r j

0(τ(Xi))≤ rl
0(τ(Xk)), то i= kи j < l. Ниеобачеразглеждамеслучая

i ̸= k. Затова нека z′ е свидетел за това съществуване, т.е.

P′(z′)&Q′(z′)&P′(r0(z′))&Q′(r1(z′))

ЩомPre f [P′, r j
0(τ(Xi))],P′(r j

0(τ(Xi))). Следователно,P′(τ(Xi)).Щедокажем,че z′= τ(Xi).
Тогава τ(Xi) ≤lex τ(Xk), понеже Q′(r1(z′)), откъдето от дефиницията на функцията τ

ще следва, че Xi ⪯A Xk.
Наистина,щом z′ е такова, чеQ′(r1(z′)), то z′ е образ на някой клъстер под дейст-

вието на τ . Нека тогава z′ = τ(Xp). Имаме също, че P′(r0(z′)) или P′(r0(τ(Xp))). Следо-
вателно, P′(r j

0(τ(Xp))). Това е възможно, разбира се, когато i = p. Така получихме, че
z′ = τ(Xi).

2.2 Изразяване на моделите чрез множествата P иQ

Дефинираме FFQLO[P, Q] - представяне на произволна квазилинейна наредба чрез
две множества - P иQ. Образно казано, елементите на множеството Pще предста-
вят клъстерите, а множествотоQ - елементите на наредбата.
За удобство и прилежностще дефинираме няколко формули. Нека
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1. φ1[P] = ∃x(Pre f [P, x]&∀z(P(z)&x ̸= z→ P(r1(z)))) - в двоичното дървона клъстери-
те отговарят корена Λ и върховете, съставени само от единици.

2. ψ1[P, Q] = ∀x(P(x)→ Q(r0(x))) - клъстерите са непразни множества.

3. ψ2[P, Q] = ∀x(Q(x)→∃y(x = r0(y))) - всеки елемент в Q завършва на нула.

4. ψ3[P, Q] = ∀x∀y(Q(x)&y < x→ P(y)∨Q(y)) - всеки префикс на елемент от Q е или
отQ, или от P.

5. ψ4[P, Q] = ∀x(Q(x)→∃y(x≤ y&¬Q(r0(y)))) - клъстерите са крайни множества

Тогава, неформално казано, формулата

FFQLO[P, Q] = φ1[P]&
4̄

i=1

ψi[P, Q]

описва дали множествата P и Q представят по описания чрез τ и σ начин крайна
квазилинейна наредба. С други думи, множеството P трябва да бъде съставено от
корена Λ и върхове, съставени само от единици, а множеството Q - от елементи от
вида x00...0, където x е връх от P.

Точно казано, нека P̃ и Q̃ са подмножества на T . Тогава в T2 е вярна формулата
FFQLO[P,Q] при P и Q, оценени съответно с P̃ и Q̃ точно тогава, когато P̃ и Q̃ пред-
ставят по описания чрез τ и σ начин крайна квазилинейна наредба. По-нататък
в дипломната работаще използваме неформалния изказ, т.е. ще отъждествяваме
променливите по подмножества в дадена формула с определените от формулата
множества от върхове на двоичното дърво T .

2.3 Релативизация на свойство ϕ в езика на FQLO от първи ред

Нека ϕ[x1, ...,xn] е формула в езика на квазилинейните наредби със свободни про-
менливи измежду x1, ...,xn. Дефинираме формулата Fϕ [P, Q] в езика на S2S с индук-
ция относно построението на ϕ .

ϕ ≖ xi
.
= x j : Fxi

.
=x j [P, Q]⇌ xi = x j

ϕ ≖ xi ≤A x j : Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ ∀x(P(x)&x≤lex xi→ x≤lex x j)

ϕ ≖ ¬ϕ1 : F¬ϕ1 [P, Q]⇌ ¬Fϕ1 [P, Q]

ϕ ≖ ϕ1ςϕ2 : Fϕ1ςϕ2 [P, Q]⇌ Fϕ1 [P, Q]ςFϕ2 [P, Q], където ς ∈ {∨, &,→,↔}

ϕ ≖ ∀zϕ1 : F∀zϕ1 [P, Q]⇌ ∀z(Q(z)→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃zϕ1 : F∃zϕ1 [P, Q]⇌ ∃z(Q(z)&Fϕ1 [P, Q])
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Тогава, взимайки различни променливи x1, ...,xn, съдържащи свободните промен-
ливи на ϕ , дефинираме формулата

Fϕ[x1,...,xn][P, Q]⇌ Q(x1)& ...&Q(xn)&Fϕ [P, Q],

като,безограничениенаобщността,можемдапредположим,че x1, ...,xnняматсвър-
зани участия в Fϕ [P,Q].

Твърдение 2.3. Нека ϕ е затворена формула в езика от първи ред L FO(≤A) с един
двуместен предикатен символ. Тогава следните две са еквивалентни:

1. За всяка крайна квазилинейна наредбаA ,A ⊨ ϕ .

2. T2 ⊨ ∀P∀Q(FFQL[P, Q]→ Fϕ [P, Q]).

Доказателство. Нека ϕ[x1, ...,xn] е формула от езика L FO(≤A) със свободни про-
менливи измежду x1, ...,xn. Нека A е крайна квазилинейна наредба, A =< A,≤A>.
Нека P иQ са множествата, които еднозначно определят наредбатаA върху безк-
райното двоично дърво по описания начин (P определя клъстерите, а Q - елемен-
титенаA), т.е.P= Range(τ)иQ= Range(σ), където τ иσ сафункциите, коитодефини-
рахме по-рано. За тях е изпълнена формулата FFQLO[P, Q]. Ще покажем, че за всеки
избор на елементи a1, ...,an ∈ A от универсума е вярно, че

A ⊨ ϕJa1, ...,anK↔ T2 ⊨ Fϕ[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K,

Нека a1, ...,an ∈ A. Тогава щом Q = Range(σ), то Q(σ(a1))& ...&Q(σ(an)). Ще проведем
индукция по построението на ϕ .
• ϕ ≖ xi

.
= x j. НекаA ⊨ ϕJa1, ...,anK, т.е.A ⊨ (xi

.
= x j)Ja1, ...,anK. Тогава ai = a j, откъде-

то σ(ai) = σ(a j). Следователно, T2 ⊨ F(xi
.
=x j)[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K.

Абсолютно аналогично в обратната посока. Ако σ(ai) = σ(a j), то ai и a j трябва да се
намират в един и същклъстер X и rp

0 (τ(X)) = rq
0(τ(X)), откъдето и p = q. Следовател-

но, ai и a j са под един и същ номер в клъстера X , т.е. ai = a j.
• ϕ ≖ xi ≤A x j.
(⇒) НекаA ⊨ ϕJa1, ...,anK, т.е.A ⊨ (xi ≤A x j)Ja1, ...,anK. Тогава ai ≤A a j. Нека ai = (ai)

p1
l1

и a j = (a j)
p2
l2 , т.е. ai е l1-тият елемент в клъстера Xp1 и a j е l2-тият елемент в клъстера

Xp2 . ОтЛема 2.2. следва, че p1 = p2∨σ(ai)≤lex σ(a j).
Нека x∈T етакъв,чеP(x)&x≤lex σ(ai). Тогава x= τ(Xk)занякое1≤ k≤ nи τ(Xk)≤lex

τ(Xp1). Ако p1 = p2, т.е. елементите ai и a j се съдържат в един и същи клъстер, то
x = τ(Xk) ≤lex τ(Xp1) = τ(Xp2), откъдето x ≤lex rl2

0 (τ(Xp2)) = σ(a j). Ако σ(ai) ≤lex σ(a j), от
транзитивността на лексикографската наредба следва, че x≤lex σ(a j). Следовател-
но, T2 ⊨ F(xi≤Ax j)[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K.

(⇐)НекаT2 ⊨F(xi≤Ax j)[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K, т.е.T2 ⊨ ∀x(P(x)&x≤lex σ(ai)→ x≤lex

σ(a j)). Нека ai се намира в клъстер Xi и a j се намира в клъстер X j. Да допуснем, че
X j ≺A Xi. Тогава τ(X j) <

lex τ(Xi). От друга страна, знаем, че P(τ(Xi)) и τ(Xi) <
lex σ(ai).
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Тогава τ(Xi)<
lex σ(a j) = rq

0(τ(X j)). Тук имаме, че връх от вида 11...1 е по-малъклекси-
кографски от връх от вида 11...100...0. Следователно, τ(Xi) ≤lex τ(X j), което е проти-
воречие, откъдето следва, че Xi ⪯A X j.
• ϕ ≖ ¬ϕ1. Използвайки индуктивната хипотеза за формулата ϕ1 получаваме

A ⊨ ϕ1Ja1, ...,anK↔ T2 ⊨ Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K

¬A ⊨ ϕ1Ja1, ...,anK↔¬T2 ⊨ Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K

A ⊨ ¬ϕ1Ja1, ...,anK↔ T2 ⊨ F¬ϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K

• ϕ ≖ ϕ1ςϕ2, където ς ∈ {∨, &,→,↔}. Ще разгледаме случая, когато ς = ∨. Оста-
налите следват по дефиниция. От индуктивната хипотеза имаме, че

A ⊨ ϕiJa1, ...,anK↔ T2 ⊨ Fϕi[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K за i = 1, 2.

Тогава
A ⊨ (ϕ1∨ϕ2)Ja1, ...,anK↔A ⊨ ϕ1Ja1, ...,anK∨ϕ2Ja1, ...,anK

↔A ⊨ ϕ1Ja1, ...,anK илиA ⊨ ϕ2Ja1, ...,anK

↔и.х. T2 ⊨ Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K или T2 ⊨ Fϕ2[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K

↔ T2 ⊨ Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K∨Fϕ2[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K

↔ T2 ⊨ F(ϕ1∨ϕ2)[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K

• ϕ ≖ ∀zϕ1. Нека A ⊨ ϕJa1, ...,anK, т.е. A ⊨ (∀zϕ1)Ja1, ...,anK. Нека z0 ∈ T е такова, че
Q(z0). Понеже σ : A→ Q е биекция, съществува праобраз на z0. Нека a0 = σ−1(z0).
Тогава A ⊨ ϕ1Ja0,a1, ...,anK. От индукционното предположение получаваме, че T2 ⊨
Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jσ(σ−1(z0)),σ(a1), ...,σ(an)K, т.е.T2 ⊨Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jz0,σ(a1), ...,σ(an)K.По-
неже избрахме произволен връх z0 ∈ T със свойствотоQ(z0), получаваме, че:

T2 ⊨ ∀z(Q(z)→ Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jz,σ(a1), ...,σ(an)K), т.е.

T2 ⊨ Fϕ[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K

Абсолютноаналогичноследваивобратнатапосока.НекаT2 ⊨Fϕ[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K,
т.е.T2 ⊨ ∀z(Q(z)→ Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jz,σ(a1), ...,σ(an)K). Нека a0 ∈ A. ТогаваQ(σ(a0)), откъ-
дето T2 ⊨ Fϕ[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a0),σ(a1), ...,σ(an)K. От индуктивната хипотеза следва, че
A ⊨ϕ1Ja0,a1, ...,anK, откъдетопонежеa0 бешепроизволенелементотA,A ⊨ ∀xϕ1Ja1, ...,anK,
т.е.A ⊨ ϕJa1, ...,anK.
• ϕ ≖ ∃zϕ1. НекаA ⊨ ϕJa1, ...,anK, т.е.A ⊨ (∃zϕ1)Ja1, ...,anK. Нека a0 е свидетел за то-

ва съществуване, т.е.A ⊨ ϕ1Ja0,a1, ...,anK. Тогава от индукционното предположение
получаваме, че T2 ⊨ Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a0),σ(a1), ...,σ(an)K. Понеже Range(σ) = Q, след-
ва, че

T2 ⊨ ∃z(Q(z)&Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jz,σ(a1), ...,σ(an)K)
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Елементът σ(a0) е свидетел за това съществуване. Така,

T2 ⊨ Fϕ[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K

Абсолютноаналогичноследваивобратнатапосока.НекаT2 ⊨Fϕ[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K.
Нека z0 ∈T есвидетелзасъществуванетоилиQ(z0)иT2 ⊨Fϕ1[x1,...,xn][P, Q]Jz0,σ(a1), ...,σ(an)K.
ЩомQ(z0), то z0 = σ(a0) за някое a0 ∈ A. Тогава от индуктивната хипотеза следва, че

A ⊨ ϕ1Ja0,a1, ...,anK

Така,
A ⊨ (∃xϕ1)Ja1, ...,anK→A ⊨ ϕJa1, ...,anK

Окончателно получихме, че за всеки избор на елементи a1, ...,an ∈ A от наредбата е
вярно, че

A ⊨ ϕJa1, ...,anK↔ T2 ⊨ Fϕ[x1,...,xn][P, Q]Jσ(a1), ...,σ(an)K

Сега лесно виждаме еквивалентността между 1. и 2.
(1.⇒ 2. ) Нека ϕ е затворена формула от L FO(≤A) и за всяка крайна квазили-

нейна наредба A , A ⊨ ϕ . Ще докажем, че T2 ⊨ ∀P∀Q(FFQLO[P,Q]→ Fϕ [P,Q]). Нека P
и Q са произволни подмножества на T (отново ще отъждествяваме променливи-
те по монадични предикатни променливи с подмножества). Да предположим, че
T2 ⊨ FFQLO[P,Q]. Тогава множествата P и Q съответстват чрез τ и σ на крайна квази-
линейна наредбаA . Тогава, както доказахме

A ⊨ ϕ ↔ T2 ⊨ Fϕ [P,Q].

Следователно, T2 ⊨ Fϕ [P,Q]. Значи,

T2 ⊨ FFQLO[P,Q]→ Fϕ [P,Q].

Тъй като P иQ бяха произволни, то

T2 ⊨ ∀P∀Q(FFQLO[P,Q]→ Fϕ [P,Q])

(2.⇒ 1.) НекаT2 ⊨ ∀P∀Q(FFQLO[P,Q]→ Fϕ [P,Q]). НекаA е произволна крайна ква-
зилинейнанаредба.НекаPиQсаподмножестванаT , коитосъответстватнаA чрез
τ и σ . Тогава T2 ⊨ FFQLO[P,Q] и, следователно, T2 ⊨ Fϕ [P,Q]. Тъй като вече доказахме,
че

A ⊨ ϕ ↔ T2 ⊨ Fϕ [P,Q],

то имамеA ⊨ ϕ .
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3 Най-много изброими квазилинейни наредби

Логичното продължение е да разгледаме теорията на квазилинейните наредби,
катосеоткажемоткрайността.ЗатовадефинираметеориятаQLOнадезикаотпър-
ви ред L FO(≤A), като теорията на класа от най-много изброимите квазилинейни
наредби.Вкрайнияслучайниеизобразявахмеклъстеритевъввърховетепоклона
на единицата на коренаΛ, а елементите им - по нулевия клон на образа на клъсте-
ра, в който принадлежат. Подобни разсъжденияможемда прехвърлими за някои
най-много изброими безкрайни квазилинейни наредби.

Пример за такава е тази на класа от квазилинейните наредби, които притежа-
ват краен бройклъстери, ноимапоне един от тях, който съдържаизброимомного
елементи. Тогава изобразяването и разсъжденията досега можем да ги прехвър-
лим с разликата, че по клона на нулата на образ на клъстер с изброимомного еле-
менти, ще поставим всички тези елементи.

Важното, което използвахме при построението нафункцията τ , е, че изобразя-
ваме най-малкия клъстер в корена на безкрайното двоично дърво. Оттам нататък
всеки следващ елемент изобразяваме в непосредствения наследник по клона на
единицата. При разглеждането на най-много изброимите квазилинейни наредби
сизброимомногоклъстеривъзникват следнитедвапроблема. Единиятот тяхе, че
можедалипсванай-малъкотносно⪯A клъстер, който даизобразимвкорена. Дру-
гиятвъпросвъзникваприслучая, вкойтоклъстерите, снабденисъссвояталиней-
на наредба⪯A, образуват например гъстомножество. Тогава неможем да говорим
за непосредственинаследници. Затова трябва да откриеммножество от върхове в
безкрайното двоично дърво, в което да изобразим клъстерите, така че да запазим
наредбата.

В своята статия Рабин доказва разрешимостта на линейните наредби, използ-
вайки множеството B, което е съставено от върховете (които са крайни редици от
нули и единици), които съдържат като подниз 101 единствено и само в своя края
(като суфикс). Товамножество дефинираме със следнатаформула. Един връх x∈ T
принадлежи на B тогава и само тогава, когато:

∃P(Pre f [P,x]&∀y(P(y)&P(r1(r0(r1(y))))→ x = r1(r0(r1(y))))&∃y(P(y)&x = r1(r0(r1(y)))))

За това множество е вярно следното

Твърдение 3.1. Множеството B е гъсто множество без най-голям и най-малък
елемент относно лексикографската наредба в безкрайното двоично дърво.

ОттоватвърдениеитеорематанаКанторзаизброимитегъстинаредбибезпръв
ибез последен елемент следва, чеB с лексикографската наредбамежду елементи-
те наB е изоморфно с рационалните числа с естествената наредба на рационални-
те числа.

Доказателство. • (няма най-малък елемент) Да допуснем, че множеството B при-
тежаванай-малъкелементотноснолексикографскатанаредбавбезкрайнотодво-
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ичнодървоинека z0 е свидетел за това съществуване, т.е. ∀x(B(x)→ z0 ≤lex x). Тогава
z0 има вида z0 = x101 за някое x∈ T . Нека отбележим, че x101непритежава като под-
низ 101 освен в своя край. Тогава за върха x100101 имаме, че x100101 ≤lex x101 и не
притежава 101 като подниз (т.е. принадлежи на множеството B), което е противо-
речие.
• (няма най-голям елемент) Абсолютно аналогично, ако x101 е най-голям еле-

мент, то върхът x1101 е по-голям лексикографски от него и е от B. Противоречие.
• (гъстота) Нека x,y ∈ B и x <lex y. Тогава ако множествата P и Q са такива, че

Pre f [P, x]&Pre f [Q, y], то∃z(P(z)&Q(z)&P(r0(z))&Q(r1(z))).Некасвидетелзатовасъщес-
твуване е z0. Ще разгледаме 2 случая в зависимост от това къде се ”разклоняват”’
двата върха x и y.

Първи случай x = z00u101, a y = z01 за някое u ∈ T . Образно казано, разклоне-
нието е малко преди края на пътя до y. Подобно на преди малко (при избора на
по-голям връх) върхът p = z00u1101 от Bще бъде по-голям от x и по-малък от y лек-
сикографски.

Втори случай В противен случай, ако y = v101 за някое v ∈ T , то ще имаме, че
x ≤lex v1. Тогава подобно на преди малко (при избора на по-малък връх) върхът
p = v100101ще бъде по-голям от x, по-малък от y лексикографски и p ∈ B.
Окончателно,получаваме,че∀x∀y(x<lex y→∃z(x<lex z&z<lex y)). Следователно,мно-
жеството B е гъсто.

Ще разгледаме и едно полезно свойство, коетоще използваме по-нататък:

Лема 3.2. Нека x ∈ T , b ∈ B и k < ω . Тогава е изпълнена следната еквивалентност

x <lex b↔ r k
0 (x)<

lex b

Доказателство. Нека x ∈ T и b ∈ B. Ще използваме мaтематическа индукция от-
носно k < ω .
•При k = 0 еквивалентността е тавтология.
•При k = 1 трябва да докажем, че

x <lex b↔ r0(x)<lex b

Ако x <lex b, то съществува общ префикс z на x и b, z ̸= x и z ̸= b, такъв че r0(z) е пре-
фикс на x и r1(z) е префикс на b. Тогава zще бъде префикс и на r0(x). Следователно,
r0(x)<lex b. В обратната посока, ако r0(x)<lex b, то съществува общпрефикс z на r0(x)
и b, z ̸= r0(x) и z ̸= b, такъв че r0(z) е префикс на r0(x) и r1(z) е префикс на b. В такъв
случай, ако z ̸= x, то следважеланото. Ако z = x, тогава r1(x) е префиксна b, откъдето
следва, че r0(x)<lex b.
•Нека допуснем, че е вярна следната еквивалентност

x <lex b↔ r k
0 (x)<

lex b

13



В предишния случай доказахме еквивалентността при k = 1. Прилагайки това до-
казателство, лесно следва, че

x <lex b и.х.←→ r k
0 (x)<

lex b k=1←−→ r k+1
0 (x)<lex b

Така, вече си осигурихме множество, в което да изобразим клъстерите.

3.1 Изобразяване в безкрайното двоично дърво

Смножеството Bщепредставим клъстерите на изброимо безкрайна квазилиней-
на наредба. Нека A =< A,≤A> е квазилинейна наредба, за която ¯̄A ≤ ω . Ще дефи-
нираме изображението τ : A/∼→ B, като X ⪯A Y ↔ τ(X)≤lex τ(Y ).

Абсолютно аналогично, дефинирамефункциятаσ : A→ , като използвамефак-
та, че ¯̄A =ω . Тогава всеки единклъстерщебъденай-многоизброим (клъстерите са
класове на еквивалентност над множеството A, откъдето всеки от тях е непразно
подмножество на A). Следователно, можем да номерираме елементите във всеки
един от тях. В такъв слувай, σ можем по познатия начин можем да дефинираме
така:

σ(x i
j) = r j

0(τ(Xi)),

където xi
j е j-тият елемент в клъстера Xi.

По този начин построяваме двете множества P = Range(τ) и Q = Range(σ). Те няма
да имат общи елементи, понеже всеки връх вQ е от вида x00...0, където x ∈ P, а вър-
ховете в P са от вида x101, т.е. винаги завършват на единица.

Аналогично на крайния случай, имаме следното

Твърдение 3.3. x i
j ≤A yk

l ↔ i = k∨σ(x i
j)≤lex σ(yk

l )

Доказателство. Твърдението следва напълно аналогично. Ако x i
j ≤A yk

l , то двата
елемента или са в един и същиклъстер (т.е. i=p), или Xi ⪯A Xl , откъдето по дефини-
циятана τ имаме,че τ(Xi)≤lex τ(Xl) (тогава,σ(x i

j)≤lex σ(yk
l )).Обратнатапосокаследва

аналогично.

3.2 Изразяване на моделите чрез множествата P иQ

По подобие на FFQLO[P, Q] ще дефинираме формула FQLO[P, Q], която определя да-
ли множествата P и Q (подмножества от върхове на безкрайното двоично дърво)
описват изброимо безкрайна квазилинейна наредба. Както въведохме в предната
точка, множеството P, представящо клъстерите,ще бъде помножество на гъстото
множество от върхове B. Елементите на наредбата, от своя страна, ще изпълняват
условията, които важат и за елементите на крайна наредба:

1. ψ1[P, Q] = ∀z(P(z)→ Q(r0(z))) - клъстерите са непразни множества
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2. ψ3[P, Q] = ∀x¬Q(r1(x)) - всеки елемент от квазилинейната наредба принадле-
жи на някой клъстер, на който, да кажем, отговаря върха x, откъдето на тях,
образно казано, отговарят върхове от вида x00...0

3. ψ4[P, Q] = ∀x(Q(r0(r0(x)))→ Q(r0(x))) - всеки връх от вида в точка 2, представящ
елемент от клъстер x, по-малък лексикографски от най-големия връх в този
клъстер, представя някой елемент

Тогава формулата

FQLO[P, Q] = (P⊆ B)&ψ1[P, Q]&ψ3[P, Q]&ψ4[P, Q]

описва дали множествата P иQ представят модел на QLO.

3.3 Релативизация на свойство ϕ в езика на QLO от първи ред

Тукработимсъвършенопосъщияначин,кактовкрайнияслучай.Некаϕ[x1, ...,xn]е
формулавезикаL FO(≤A)съссвободнипроменливиизмежду x1, ...,xn.Дефинираме
формулата Fϕ [P, Q] в езика на S2S с индукция относно построението на ϕ .

ϕ ≖ xi
.
= x j : Fxi

.
=x j [P, Q]⇌ xi = x j

ϕ ≖ xi ≤A x j : Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ ∀x(P(x)&x≤lex xi→ x≤lex x j)

ϕ ≖ ¬ϕ1 : F¬ϕ1 [P, Q]⇌ ¬Fϕ1 [P, Q]

ϕ ≖ ϕ1ςϕ2 : Fϕ1ςϕ2 [P, Q]⇌ Fϕ1 [P, Q]ςFϕ2 [P, Q], където ς ∈ {∨, &,→,↔}

ϕ ≖ ∀zϕ1 : F∀zϕ1 [P, Q]⇌ ∀z(Q(z)→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃zϕ1 : F∃zϕ1 [P, Q]⇌ ∃z(Q(z)&Fϕ1 [P, Q])

Тогава, взимайкипредвид свободните променливи x1, ...,xn, дефинирамеформула-
та

Fϕ[x1,...,xn][P, Q]⇌ Q(x1)& ...&Q(xn)&Fϕ [P, Q])

3.4 Разрешимост на QLO надL FO(≤A)

Твърдение 3.4. Нека ϕ е затворена формула в езика на QLO от първи ред. Тогава
следните две са еквивалентни:

1. За всяка най-много изброимо безкрайна квазилинейна наредбаA ,A ⊨ ϕ .

2. T2 ⊨ ∀P∀Q(FQLO[P, Q]→ Fϕ [P, Q]).
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Доказателство. Нека ϕ[x1, ...,xn] е формула от езика на QLO със свободни промен-
ливиизмежду x1, ...,xn.НекаA еизброимобезкрайнаквазилинейнанаредба,A =<
A,≤A>. Нека P и Q са множества, които еднозначно определят наредбатаA върху
безкрайното двоично дърво (P = Range(τ) определя клъстерите, а Range(σ) - еле-
ментите на A, където τ и σ са функциите, които дефинирахме по-рано), т.е. за тях е
изпълнена формулата FQLO[P, Q]. Ще покажем, че

A ⊨ ϕ ↔ T2 ⊨ Fϕ [P, Q]

За целта, трябва да покажем, че ако a1, ...,an ∈ A, то

A ⊨ ϕJa1, ...,anK↔ T2 ⊨ FϕJσ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

Щом σ е тотална биекция, тоQ(σ(a1))& ...&Q(σ(an)).
Проверкатащепроведемпоиндукцияотноснопостроениетонаформулатаϕ . Слу-
чаите ϕ ≖ xi

.
= x j, ϕ ≖ ¬ϕ1, ϕ ≖ ϕ1ςϕ2, където ς ∈ {∨,&,→,↔}, ϕ ≖ ∃xϕ1 и ϕ ≖ ∀xϕ1 след-

ват по съвършено същия начин, както в доказателството на Твърдение 2.3.
• ϕ ≖ xi ≤A x j. Ще разгледаме в двете посоки.
(⇒)НекаA ⊨ xi≤A x j.Нека xi сенамиравклъстерXi подномер p, а x j - вклъстерX j

под номер q. Тогава Xi ⪯A X j, откъдето по дефиницията на τ имаме, че τ(Xi)≤lex τ(X j)
(1).
Нека z ∈ T е такъв, че P(z)и z≤lex σ(ai).Щом P(z), z е образ на някой клъстер Z ∈ A/∼,
т.е. z = τ(Z). Тогава τ(Z)≤lex rp

0 (τ(Xi)), откъдето τ(Z)≤lex τ(Xi). От (1)итранзитивност-
та на лексикографската наредба≤lex следва, че τ(Z)≤lex τ(X j)≤lex σ(a j). Така, поне-
же избрахме произволно z ∈ T , получаваме, че

T2 ⊨ ∀z(P(z)&z≤lex
σ(ai)→ z≤lex

σ(a j)), т.е.

T2 ⊨ FϕJσ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

(⇐) Нека
T2 ⊨ ∀z(P(z)&z≤lex

σ(ai)→ z≤lex
σ(a j))

Нека ai се намира в клъстер X и a j се намира в клъстер X j. Да допуснем, че X j ≺A Xi.
Тогава τ(X j) <

lex τ(Xi). От друга страна, знаем, че P(τ(Xi)) и τ(Xi) <
lex σ(ai). Тогава

tau(Xi) <
lex σ(a j) = rq

0(τ(X j)). Тук имаме, че връх от вида z101 е по-малък лексиког-
рафски от връх от вида 11...10100...0. Следователно, τ(Xi)≤lex τ(X j), което е противо-
речие, откъдето следва, че Xi ⪯A X j.

Следователно,
A ⊨ ϕ ↔ T2 ⊨ Fϕ [P, Q]

което ни беше необходимо за доказателството на желаната еквивалентност.
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3.5 Разрешимост на теорията QLO над език от по-висок ред

ДосегаразглеждахмеразрешимосттанатеориитенаквазилинейнитенаредбиFQLO
и QLO над езика от първи редL FO(≤A) с един двуместен предикатен символ. Сега
ще направимпроверката над език от по-висок ред.Ще разгледаме два такива ези-
ка - слабият монадичен език от втори ред L WSO(≤A) и монадичния език от втори
ред L MSO(≤A). Различията с езика от първи ред се изразяват в наличието на още
една атомарнаформула, определяща принадлежност - ′′x ∈ X ′′, която ниеще озна-
чаваме X(x), и наличието на допълнителни променливи по подмножества.

В следващите редове ще представим няколко примера за разликата в изрази-
телната сила между езика от първи ред и слабия монадичен език от втори ред. В
тях се корени фактът, че не можем да изразим със средствата на езика от първи
ред свойството крайност: • Дадена квазилинейна наредба е крайна:

∃X∀xX(x)

• Дадена квазилинейна наредба притежава краен брой клъстери:

∃X∀x∃y(x≤A y&y≤A x&X(y))

• В дадена квазилинейна наредба всеки клъстер е крайно множество:

∀x∃X∀y(x≤A y&y≤A x→ X(y))

Слабият монадичен език от втори ред и монадичния език от втори ред при-
тежават един и същи синтаксис, но разликата им се крие в семантиката, понеже
допълнителните променливи по подмножества се тълкуват по различен начин, а
именно в слабия език те упоменават крайни подмножества, докато в монадичния
език от втори - те са произволни множества. Ето два примера за свойства, които
не са изразими вL WSO(≤A), свиделстващи за това: • Клъстерите на дадена квази-
линейна наредба образуват добре наредено множество относно⪯A:

∀X(∃xX(x)→∃y(X(y)&∀x(X(x)→ y≤A x)))

• Дадена квазилинейна наредба е добре наредено множество:

∀x∀y(x≤A y&y≤A x→ x = y)

∀X(∃xX(x)→∃y(X(y)&∀x(X(x)→ y≤A x)))

ЗатоващеразгледамепроблемазаразрешимосттанаQLOизаезицитеL WSO(≤A

)иL MSO(≤A).Щеизползваме същотоизобразяваненамоделитенаQLOвърху без-
крайното двоично дърво чрезфункциите τ и σ (понеже естеството на моделите не
сепроменя), кактоисъщатаформулаFQLO[P,Q]надезиканаS2S, описващадалидве
множества от върхове P иQ определят квазилинейна наредба. Разликатаще бъде
в построението на формулата Fϕ [P,Q], която построявахме по относно построени-
ето на формулата ϕ , а в езиците от по-висок ред имаме 3 допълнителни случая.
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3.5.1 Релативизация на свойство ϕ в QLO надL WSO(≤A)

Нека ϕ[X1, ...,Xm,x1, ...,xn] е формула над слабия монадичен език от втори ред с един
двуместенпредикатенсимволL WSO(≤A)съссвободнипроменливиизмеждуX1, ...,Xm,x1, ...,xn.
Дефинираме формулата Fϕ [P, Q] по построението на формулата ϕ по следния на-
чин:

ϕ ≖ xi
.
= x j : Fxi

.
=x j [P, Q]⇌ xi = x j

ϕ ≖ xi ≤A x j : Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ ∀x(P(x)&x≤lex xi→ x≤lex x j)

ϕ ≖ Xp(xi) : FX(x)[P, Q]⇌ Xp(xi)

ϕ ≖ ¬ϕ1 : F¬ϕ1 [P, Q]⇌ ¬Fϕ1 [P, Q]

ϕ ≖ ϕ1ςϕ2 : Fϕ1ςϕ2 [P, Q]⇌ Fϕ1 [P, Q]ςFϕ2 [P, Q], където ς ∈ {∨, &,→,↔}

ϕ ≖ ∀zϕ1 : F∀zϕ1 [P, Q]⇌ ∀z(Q(z)→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃zϕ1 : F∃zϕ1 [P, Q]⇌ ∃z(Q(z)&Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∀Xϕ1 : F∀Xϕ1 [P, Q]⇌ ∀X(Fin[X ]&X ⊆ Q→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃Xϕ1 : F∃Xϕ1 [P, Q]⇌ ∃X(Fin[X ]&X ⊆ Q&Fϕ1 [P, Q])

Аналогично, взимайки предвид свободните променливи X1, ...,Xm, x1, ...,xn, де-
финираме формулата

Fϕ[X1,...,Xm,x1,...,xn][P, Q]⇌ Fin[X1]&...&Fin[Xm]&

&∀y(X1(y)→ Q(y))& ...&∀y(Xm(y)→ Q(y))&Q(x1)& ...&Q(xn)&Fϕ [P, Q])

над слабия език от втори ред.

3.5.2 Разрешимост на QLO надL WSO(≤A)

Твърдение 3.5. Нека ϕ е затворена формула над слабия монадичен език от втори
ред на QLO. Тогава следните две са еквивалентни:

1. За всяка най-много изброима квазилинейна наредбаA ,A ⊨ ϕ .

2. T2 ⊨ ∀P∀Q(FQLO[P, Q]→ Fϕ [P, Q]).

Доказателство. Доказателствотоследвасъщатаструктура,кактовслучаянадези-
ка от първи ред. Трябва да докажем, че

A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK↔ T2 ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q],

за произволни a1, ...,an ∈ A и A1, ...,Am ⊆ A, като A1, ...,Am са крайни. Както досега, ще
гонаправимсиндукцияпопостроениетонаформулатаϕ . Всичкислучаинадезика
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от първи ред се прехвърлят напълно, но вече се появяват три нови такива - ϕ ≖
X(x), ϕ ≖ ∃Xϕ1 и ϕ ≖ ∀Xϕ1.

Нека a1, ...,an ∈ A и A1, ...,Am ⊆ A. ТогаващомQ = Range(σ), имаме, че

T2 ⊨ ∀y(σ [A1](y)→ Q(y))& ...&∀y(σ [Am](y)→ Q(y))&Q(σ(a1))& ...&Q(σ(an))

Също така, понеже σ е функция, то крайните множества ще бъдат изобразени в
крайни такива, т.е.

T2 ⊨ Fin[σ [A1]]& ...&Fin[σ [Am]]

• ϕ ≖ Xp(xi). Тогава

A ⊨ Ap(ai)↔ ai ∈ Ap
σе инекция←−−−−−−→ σ(ai) ∈ σ [Ap]↔ T2 ⊨ σ [Ap](σ(ai))

• ϕ ≖ ∃Xϕ1. Нека A ⊨ ∃Xϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK. Нека A0 ⊆ A е свидетел за това съ-
ществуване, т.е. Fin[A0] и

A ⊨ ϕ1J0,A1, ...,Am,a1, ...,anK

От индуктивната хипотеза следва, че

T2 ⊨ FϕJσ [A0],σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

Щом A0 е крайно множество иQ = Range(σ), то Fin[σ [A0]] и σ [A0]⊆Q. Тогава получа-
ваме, че

T2 ⊨ ∃X(Fin[X ]&X ⊆ Q&FϕJX ,σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

В нашия случай, това е σ [A0].
Напълно аналогично и в обратната посока, като се разглеждат празобразите от-
носно σ на свидетеля за съществуването:

T2 ⊨ ∃X(Fin[X ]&X ⊆ Q&FϕJX ,σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

• ϕ ≖ ∀Xϕ1. Този случай следва от предишния случаи и случая за отрицание.

3.5.3 Релативизация на свойство ϕ в QLO надL MSO(≤A)

Нека ϕ[X1, ...,Xm,x1, ...,xn] е формула над слабия монадичен език от втори ред с един
двуместенпредикатенсимволL WSO(≤A)съссвободнипроменливиизмеждуX1, ...,Xm,x1, ...,xn.
Дефинираме формулата Fϕ [P, Q] по построението на формулата ϕ по следния на-
чин:

ϕ ≖ xi
.
= x j : Fxi

.
=x j [P, Q]⇌ xi = x j

ϕ ≖ xi ≤A x j : Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ ∀x(P(x)&x≤lex xi→ x≤lex x j)

ϕ ≖ Xp(xi) : FX(x)[P, Q]⇌ Xp(xi)

ϕ ≖ ¬ϕ1 : F¬ϕ1 [P, Q]⇌ ¬Fϕ1 [P, Q]
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ϕ ≖ ϕ1ςϕ2 : Fϕ1ςϕ2 [P, Q]⇌ Fϕ1 [P, Q]ςFϕ2 [P, Q], където ς ∈ {∨, &,→,↔}

ϕ ≖ ∀zϕ1 : F∀zϕ1 [P, Q]⇌ ∀z(Q(z)→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃zϕ1 : F∃zϕ1 [P, Q]⇌ ∃z(Q(z)&Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∀Xϕ1 : F∀Xϕ1 [P, Q]⇌ ∀X(X ⊆ Q→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃Xϕ1 : F∃Xϕ1 [P, Q]⇌ ∃X(X ⊆ Q&Fϕ1 [P, Q])

Аналогично, взимайки предвид свободните променливи X1, ...,Xm, x1, ...,xn, де-
финираме формулата

Fϕ[X1,...,Xm,x1,...,xn][P, Q]⇌ Fin[X1]&...&Fin[Xm]&

&∀y(X1(y)→ Q(y))& ...&∀y(Xm(y)→ Q(y))&Q(x1)& ...&Q(xn)&Fϕ [P, Q])

над слабия език от втори ред.

3.5.4 Разрешимост на QLO надL MSO(≤A)

Твърдение3.6. Некаϕ е затворенаформуланадмонадичния език отвториредна
QLO. Тогава следните две са еквивалентни:

1. За всяка най-много изброима квазилинейна наредбаA ,A ⊨ ϕ .

2. T2 ⊨ ∀P∀Q(FQLO[P, Q]→ Fϕ [P, Q]).

Доказателство. По съвършено същия начин, както със слабия монадичен език
от втори ред, като тук дориняма да се съобразяваме и с крайността намножества-
та. Нека да разгледаме все пак случаите за квантифициране по произволни под-
множества:
• ϕ ≖ ∀Xϕ1. (⇒) НекаA ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK, т.е.A ⊨ ∀Xϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK. Не-

каC ⊆ Q. Разглеждаме праобраза σ−1[C] относно функцията σ . Следователно,A ⊨
ϕ1Jσ−1[C],A1, ...,Am,a1, ...,anK. От индуктивното предположение получаваме, че T2 ⊨
Fϕ1Jσ(σ−1[C]),σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q], т.е.T2 ⊨Fϕ1JC,σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q].НоCбе-
ше произволно подмножество на A, откъдето можем да заключим, че T2 ⊨ ∀X(X ⊆
Q→ Fϕ1JX ,σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]), т.е. T2 ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q].

(⇐)НекаT2 ⊨ ∀X(X ⊆Q→Fϕ1JX ,σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]).НекаC⊆A. Тогаваσ [C]⊆
Q иT2 ⊨ Fϕ1Jσ [C],σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]. От индуктивното предположение следва,
чеA ⊨ ϕ1JC,A1, ...,Am,a1, ...,anK. НоC беше произволно подмножество на A, откъдето
получаваме, чеA ⊨ ∀Xϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK, т.е.A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK.
• ϕ ≖ ∃Xϕ1. (⇒) НекаA ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK, т.е.A ⊨ ∃Xϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK. Не-

каC е свидетел за това съществуване, т.е.A ⊨ ϕ1JC,A1, ...,Am,a1, ...,anK. Тогава от ин-
дуктивнатахипотезаследва,чеT2 ⊨Fϕ1Jσ [C],σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q].Ясное,чеσ [C]⊆
Range(σ) = Q. Следователно,T2 ⊨ ∃X(X ⊆Q&Fϕ1JX ,σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]), т.е.T2 ⊨
FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q].
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(⇐)НекаT2 ⊨ ∃X(X ⊆Q&Fϕ1JX ,σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]).НекаC е свидетелза то-
ва съществуване, т.е.C ⊆ Q и T2 ⊨ Fϕ1JC,σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]. Разглеждаме пра-
образаσ−1[C]относнофункциятаσ . Тогава отиндуктивнотопредположениеполу-
чаваме, чеA ⊨ ϕ1Jσ−1[C],A1, ...,Am,a1, ...,anK, т.е.A ⊨ ∃Xϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK
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4 Най-много изброими чужди обединения на квазилиней-
ни наредби

Разглеждаме следната аксиоматикаG от първи ред:

1. ∀x(x≤ x) - рефлексивност

2. ∀x∀y∀z(x≤ y&y≤ z→ x≤ z) - транзитивност

3. ∀x∀y∀z(xRy&xRz→ yRz), като aRb↔ a≤A b∨b≤A a

Тямногонаподобява тазинаквазлинейнитенаредбисразлика, че сме сеотказали
от линейността за сметка на по-слаба такава.НекаKunion е класът от най-многоиз-
броимитемоделина аксиоматикатаG.Нека означимUQLO= T h2(Kunion) - теорията
надмонадичния език от вториред с един двуместен предикатен символL MSO(≤A).

НекаA емоделнатеориятаUQLOиA =<A,≤A>. За едноподмножествонауни-
версума A ще казваме, че е антиверига, ако всеки два елемента в него не са срав-
ними. От аксиомата за избора непосредствено следва, че имамаксимална антиве-
ригаC с мощност α ≤ ω . Тогава множествата (представляващи квазилинейни на-
редби) {{b|bRc}|c ∈C} образуват разбиване на универсума на непресичащи части.
ТогаваA =<∪i≤αAi,≤A>. С други думи,моделитена теориятаUQLOпредставляват
най-много изброими чужди обединения на квазилинейни наредби.

Ще разгледаме въпроса за разшимостта на тази теория, възползвайки отново
отразрешимосттана теорията S2S. ТукотновощеизползвамемножествотоB, със-
тавено от елементи на безкрайното двоично дърво, което е гъсто без най-голям и
най-малък елемент относно лексикографската наредба. Ако досега ние предста-
вяхме изброима квазилинейна наредба чрез множеството B (или част от него), то
тукще трябва да представим изброим набор от такива наредби чрез същото мно-
жество.

ЩеразгледамемножествотоBI , съставено от всичкивърхове, представляващи
поредица от единици, завършваща с низа 101, т.е. 101, 1101, 11101 и т.н. Тоест мно-
жеството BI изпълнява следните свойства:

∃X(X ⊆ B&X(101)&∀x(X(x101)↔ X(x1101))&∀x(¬X(x0101)))

Следователно, BI ⊆ B. От дефиницията ясно се вижда, че то има най-малък еле-
мент (101) и всеки елемент има непосредствен наследник (понеже ако BI(x101), то
BI(x1101)). С други думи, BI е дискретно подмножество на B. Ниеще го използваме
да разделим множеството B на интервали, в които да изобразяваме клъстерите в
моделите наUQLO, като два клъстера от една и съща наредба, част от обединение,
изобразяваме между два съседни върха от множеството BI
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4.1 Изобразяване в безкрайното двоично дърво

Ще дефинираме инекция τ : A/∼→ B, изпълняваща условието

Xi⪯A X j→∃x(BI(x101)&x101<lex
τ(Xi)<

lex x1101&x101<lex
τ(X j)<

lex x1101)&τ(Xi)≤lex
τ(X j)

Аналогично, ако два клъстера не са сравними, т.е. се намират в две различни на-
редби в обединението, то между тях има елемент от индексното множество BI , та-
къв че той е между образите на клъстерите. Или

¬(Xi ∼ X j)→∃x(BI(x)&(τ(Xi)<
lex x <lex

τ(X j)∨ τ(X j)<
lex x <lex

τ(Xi)))

Абсолютно аналогично, дефинираме биекцията σ : A→ T , като използвамефакта,
че ¯̄A = ω , то всеки един клъстер ще бъде най-много изброим (клъстерите са кла-
сове на еквивалентност над множеството A, откъдето всеки от тях е непразно под-
множество на A). Нека с {Xi}i<ω oзначим всички клъстери вA и за всяко i < ω нека
¯̄Xi = αi, като αi ≤ ω . В такъв случай нека елементите на клъстера Xi означаваме с x i

j
за j ≤ αi. С помощта на тези означения дефинираме функцията σ така:

σ(x i
j) = r j

0(τ(Xi))

Лема 4.1. Функцията σ : A→ Q е инекция.

Доказателство. Нека a = ak
i и b = b l

j са елементи на A, такива че σ(a) = σ(b). Тогава
r i

0(τ(Xk)) = r j
0(τ(Xl)). Понеже τ(Xk),τ(Xl) ∈ B, те са от вида x101, откъдето следва, че

i = j. Тогава τ(Xk) = τ(Xl). По дефиниция функцията τ е инекция, откъдето следва,
че k = l. Окончателно, получаваме, че a = b.

4.2 Изразяване на моделите чрез множествата P иQ

Видяхме как можем да представим конкретен модел на теорията UQLO. Нека да
обобщим-изобразявамеклъстеритеиелементитеимвбезкрайнотодвоичнодър-
во. Клъстерите представяме като елементина гъстотомножество B без най-голям
и най-малък елемент, а съответните им елементи изобразяваме по левия клон.
Особеното тук е, че всички сравними клъстери, т.е. клъстери от една наребдба в
обединението, са изобразенимеждудва съседни елементанаиндекснотомножес-
тво BI ⊆ B.

ДефинирамесвойствотоFUQLO[P,Q], приемащоистина,щомPиQoписватмодел
на UQLO, и лъжа - иначе. За целта, ще припомним следните формули:

1. ψ1[P, Q] = ∀z(P(z)→ Q(r0(z))) - клъстерите са непразни множества

2. ψ3[P, Q] = ∀x¬Q(r1(x)) - всеки елемент от квазилинейната наредба принадле-
жи на някой клъстер, на който, да кажем, отговаря върха x, откъдето на тях,
образно казано, отговарят върхове от вида x00...0
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3. ψ4[P, Q] = ∀x(Q(r0(r0(x)))→ Q(r0(x))) - всеки връх от вида в точка 2, представящ
елемент от клъстер x, по-малък лексикографски от най-големия връх в този
клъстер, представя някой елемент

Тогава формулата

FUQLO[P, Q] = (P⊆ B\BI)&ψ1[P, Q]&ψ3[P, Q]&ψ4[P, Q]

описва дали множествата P иQ представят модел на UQLO.

4.3 Релативизация на свойство ϕ в езикаL MSO(≤A) на UQLO

Нека ϕ е проиволна формула от теорията UQLO над монадичния език от втори
ред със свободни променливи измежду X1, ...,Xm,x1, ...,xn. Дефинираме формулата
Fϕ [P,Q] в теорията S2S с индукция по построението на ϕ :

ϕ ≖ xi
.
= x j : Fxi

.
=x j [P, Q]⇌ xi = x j

ϕ ≖ xi ≤A x j : Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ ¬∃x(BI(x)&xi ≤lex x&x≤lex x j)&∀x(P(x)&x≤lex xi→ x≤lex x j)

ϕ ≖ Xp(xi) : Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ Xp(xi)

ϕ ≖ ¬ϕ1 : F¬ϕ1 [P, Q]⇌ ¬Fϕ1 [P, Q]

ϕ ≖ ϕ1ςϕ2 : Fϕ1ςϕ2 [P, Q]⇌ Fϕ1 [P, Q]ςFϕ2 [P, Q], където ς ∈ {∨, &,→,↔}

ϕ ≖ ∀zϕ1 : F∀zϕ1 [P, Q]⇌ ∀z(Q(z)→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃zϕ1 : F∃zϕ1 [P, Q]⇌ ∃z(Q(z)&Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∀Xϕ1 : F∀Xϕ1 [P, Q]⇌ ∀X(X ⊆ Q→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃Xϕ1 : F∃Xϕ1 [P, Q]⇌ ∃X(X ⊆ Q&Fϕ1 [P, Q])

Тогава, взимайки предвид свободните променливи X1, ...,Xm,x1, ...,xn, дефинираме
формулата

Fϕ[x1,...,xn][P, Q]⇌ ∀y(X1(y)→ Q(y))& ...&∀y(Xm(y)→ Q(y))&Q(x1)& ...&Q(xn)&Fϕ [P, Q])

над езика от втори ред.

4.4 Разрешимост на UQLO надL MSO(≤A)

Твърдение 4.2. Нека ϕ е формула в езика от втори ред на UQLO. Тогава следните
две са еквивалентни:

1. За всеки най-много изброиммодел на UQLOA ,A ⊨ ϕ .

2. T2 ⊨ ∀P∀Q(FUQLO[P, Q]→ Fϕ [P, Q]).
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Доказателство. Тук ще следваме конструкцията на доказателството на Твърде-
ние3.6..Некаϕ еформулаотезикаотвториреднаUQLOсъссвободнипроменливи
измежду X1, ...,Xm,x1, ...,xn. Нека A е най-много изброим модел на теорията UQLO.
НекаPиQсамножестватаотвърховевбезкрайнотодвоичнодърво, коитоописват
A (P определя клъстерите, а Q - елементите в наредбите от обединението). За тях
е изпълнена формулата FUQLO[P,Q]. Нека τ : A/∼→ P и σ : A→ Q са изображенията,
които дефинирахме по-рано.Ще докажем, че

A ⊨ ϕ ↔ T2 ⊨ Fϕ [P, Q]

Първо,ще покажем, че за всеки набор на аргументи - подмножества A1, ...,Am ⊆ A и
елементи a1, ....,an ∈ A, е вярно, че

A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK↔ T2 ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

(∗) Нека a1, ...,an ∈ A. Щом Range(σ)⊆ Q, тоQ(σ(a1))& ...&Q(σ(an)).
(∗∗) Нека A1, ...,Am ⊆ A. Отново, щом Range(σ)⊆ Q, то

∀y(σ [A1](y)→ Q(y))& ...&∀y(σ [Am](y)→ Q(y)).

За доказателството на еквивалентносттаще проведем индукция по построението
на формулата ϕ :
•ϕ ≖ xi

.
= x j. Тогава

A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK↔A ⊨ ai
.
= a j

*←→

*←→ σ(ai) = σ(a j)↔ T2 ⊨ Fσ(ai)=σ(a j)[P, Q]↔

↔ T2 ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

* В обратната посока използваме, че функцията σ е инекция.
•ϕ ≖ xi ≤A x j. Тукще разгледаме внимателно и двете посоки.

⇒НекаA ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK, т.е.A ⊨ (xi ≤A x j)JA1, ...,Am,a1, ...,anK. Тогава, разбира
се, ai ≤A a j. Следователно, ai и a j се намират в клъстери, сравнимипомежду спрямо
релацията ⪯A. Нека това са Xk и Xl (съответно Xk ⪯A Xl). Нека ai = (ai)

k
p и a j = (a j)

l
q.

Тогаваподефиницияσ(ai)= rp
0 (τ(Xk))иσ(a j)= rq

0(τ(Xl)).Отдефинициятана τ итова,
че Xk ⪯A Xl , следва, че

∃x(BI(x101)&x101 <lex
τ(Xi)<

lex x1101&x101 <lex
τ(X j)<

lex x1101)&τ(Xi)≤lex
τ(X j)

Нека x′ е свидетел за това съществуване, т.е.

BI(x′101)&x′101 <lex
τ(Xi)<

lex x′1101&x′101 <lex
τ(X j)<

lex x′1101

Тогаващом x′101<lex τ(Xi)<
lex x′1101, използвайкиЛема4.1, получаваме,че x′101<lex

rp
0 (τ(Xi))<

lex x′1101. Аналогично,щом x′101<lex τ(X j)<
lex x′1101, то x′101<lex rq

0(τ(X j))<
lex
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x′1101. Следователно, образите σ(ai) и σ(a j) се намират между два непосредствени
съседи x′101 и x′1101 от индексното множество BI , откъдето следва, че

¬∃x(BI(x)&σ(ai)≤lex x&x≤lex
σ(a j))

От друга страна, нека y ∈ T е такъв, че P(y) и y ≤lex σ(ai). Ще докажем, че y ≤lex

σ(a j). Щом P(y), y = τ(Xt) за някое t < ω , т.е. y е образът на някой клъстер по-малък
или равен относно⪯A на образа на клъстера, в който принадлежи ai - Xk. Следова-
телно, τ(Xt)≤lex τ(Xk) спрямо дефиницита на функцията τ . Тогава

y = τ(Xt)≤lex
τ(Xk)≤lex

τ(Xl)≤lex rq
0(τ(Xl)) = σ(a j)

Така получихме, че

T2 ⊨ ¬∃x(BI(x)&σ(ai)≤lex x&x≤lex
σ(a j))&∀x(P(x)&x≤lex

σ(ai)→ x≤lex
σ(a j)), т.е.

T2 ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

(⇐)НекаT2 ⊨¬∃x(BI(x)&σ(ai)≤lex x&x≤lex σ(a j))&∀x(P(x)&x≤lex σ(ai)→ x≤lex σ(a j)).
Нека ai ∈ Xk и a j ∈ Xl , и ai = (ai)

k
p, и a j = (a j)

l
q. Трябва да докажем, че Xk ⪯A Xl , откъдето

следва желаното.
Да допуснем, че ¬(Xk ∼ Xl). От дефиницията на функцията τ получаваме, че

∃x(BI(x)&((τ(Xk)≤lex x≤lex
τ(Xl))∨ ((τ(Xl)≤lex x≤lex

τ(Xk)))))

Лема 4.1
=====⇒∃x(BI(x)&((σ(ai)≤lex x≤lex

σ(a j))∨ ((σ(a j)≤lex x≤lex
σ(ai))))),

Което е противоречие.
Да допуснем, че Xl ≺A Xk. Тогава τ(Xl) <

lex τ(Xk). Щом Range(τ) ⊆ P, P(τ(Xk)). От
друга страна, ясно е, че τ(Xk) ≤lex rp

0 (τ(Xk)) = σ(ai). Следователно, от това, че T2 ⊨
∀x(P(x)&x ≤lex σ(ai)→ x ≤lex σ(a j)), получаваме, че τ(Xk) ≤lex σ(a j). От друга страна,
щом τ(Xl) <

lex τ(Xk), от Лема 4.2 получаваме, че σ(a j) = rq
0(τ(Xl)) <

lex τ(Xk), което е
противоречие.

Окончателно, Xk ⪯A Xl , откъдето ai ≤A a j, т.е.A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK.
•ϕ ≖ ¬ϕ1. Тук имаме следната зависимост

A ⊨ ϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK
и.х.←−→ T2 ⊨ Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

¬A ⊨ ϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK↔¬T2 ⊨ Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

A ⊨ ¬ϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK↔ T2 ⊨ ¬Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK↔ T2 ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

•ϕ ≖ϕ1ςϕ2, където ς ∈ {∨,&,→,↔}.Щеразгледамесамослучаясдизюкция.Дру-
гите следват аналогично.

A ⊨ (ϕ1∨ϕ2)JA1, ...,Am,a1, ...,anK↔A ⊨ϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK илиA ⊨ϕ2JA1, ...,Am,a1, ...,anK
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и.х.←−→ T2 ⊨ Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q] или T2 ⊨ Fϕ2Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

↔ T2 ⊨ Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]∨Fϕ2Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

↔ T2 ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

•ϕ ≖ ∃xϕ1. (⇒) НекаA ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK, т.е.A ⊨ ∃xϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK. Нека
a0 е свидетел за това съществуване, т.е.A ⊨ ϕ1JA1, ...,Am,a0,a1, ...,anK. От индуктивна-
та хипотеза следва, че T2 ⊨ Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a0),σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]. От това, че Range(σ)⊆
Q, получаваме, че T2 ⊨ ∃z(Q(z)&Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],z,σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]), т.е.
T2 ⊨ F∃xϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q].

(⇐) Нека T2 ⊨ F∃xϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q], откъдето и
T2 ⊨ ∃z(Q(z)&Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],z,σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]). Нека y е свидетел за това съществува-
не. От дефиницията нафункцията σ и същността на множествотоQ следва, че съ-
ществува елемент a0 от наредбата A такъв, че σ(a0) = y. Тогава от индуктивната
хипотеза получаваме, че

T2 ⊨ Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],y,σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]
и.х.←−→A ⊨ ϕ1JA1, ...,Am,a0,a1, ...,anK

↔A ⊨ ∃xϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK

•ϕ ≖ ∀xϕ1. //Следва от случаите ϕ ≖ ∃xϕ1 и ϕ ≖ ¬ϕ1//
•ϕ ≖ ∃Xϕ1. НекаA ⊨ ∃Xϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK. Нека A0 е свидетел за това същест-

вуване. Понеже Range(σ)⊆ Q, σ [A0]⊆ Q. Следователно,

A ⊨ ϕ1JA0,A1, ...,Am,a1, ...,anK↔ T2 ⊨ Fϕ1Jσ [A0],σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

↔ T2 ⊨ ∃X(X ⊆ Q&Fϕ1JX ,σ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q])

↔ T2 ⊨ F∃Xϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]↔ T2 ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

•ϕ ≖ ∀Xϕ1. //Следва от случаите ϕ ≖ ∃Xϕ1 и ϕ ≖ ¬ϕ1//
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5 Конкретнитеориинадървовидниструктури, подобнина
квазилинейни наредби

Разглеждаме следната аксиоматикаG от първи ред:

1. ∀x(x≤A x) (рефлексивност)

2. ∀x∀y∀z(x≤A y&y≤A z→ x≤A z) (транзитивност)

3. ∀x∀y∀z(y≤A x&z≤A x→ y≤A z∨ z≤A y)

4. ∃x∀y(x≤A y)

Нека означим с M1 теорията на всички крайни модели на G над монадичния език
от втори ред с един двуместен предикатен символL MSO(≤A). Моделите на тази те-
орияпредставляват крайни структури, в които клъстерите образуват дървовидна
структура спрямо своятанаредба⪯A, която за разлика от теориите FQLOиQLOве-
че не образува линейна наредба над клъстерите, т.е. е възможно два клъстера да
бъдат несравними.

Друга характеристиканамоделите епокакъвначинсераклоняватклъстерите.
Досега моделите представляваха, образно казано, верига (или чуждо обединение
на вериги) от клъстери, всеки два по която са сравними. Тук обаче от третата ак-
сиома знаем, че не е възможно два несравними клъстера да са едновременно по-
малко от трети, но е възможно два несравнимиклъстера да са по-големи от трети.
С други думи, веригата може да се разклонява надолу.

Първата теория M1, която въведохме по-горе, е съставена от крайните модели
на аксиоматиката. Следващите теории, коитощеразгледаме до края на тази рабо-
та са уголемени случаи на тази:

- Теорията M2 най-много изброимите модели с най-малък клъстер, без гъсти
части (от гледна точка на⪯A).

-ТеориятаM3нанай-многоизброимитемоделибезнай-малъкклъстер,безгъс-
ти части (от гледна точка на⪯A)

- Теорията 4 на най-много изброимите чужди обединения на модели от теори-
ятаM3 без гъсти части (от гледна точка на⪯A)
Тяхната подробна дефиниция е упомената непосредственопреди започваненара-
ботата с тях.

5.1 Теорията S2S

Дефиниция 5.1. Нека Tω = ω∗ = {i | i < ω}∗. Нека Tω =< Tω ,{ri}i<ω ,≤,≤lex>. С SωS бе-
лежимтеорията от втори ред T h2(Tω) надмонадичния език със следните симво-
ли:
- ri - едноместни функционални символи, такива че за i < ω , ri(x) = xi.
- ≤ - двуместен предикатен символ, определящ наследник, т.е. x ≤ y, ако y = xz за
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някое z ∈ Tω .
- ≤lex - лексикографската наредба над множеството Tω , индуцирана от естест-
вената наредба над естествените числа≤.

ϕ ∈ SωS↔ Tω ⊨ ϕ

Дефиниция 5.2. Множеството Tω = ω∗ = {i | i < ω}∗ще наричаме ω-дърво.

В езика от втори ред на теорията S2S бяхме включили само едноместните фун-
кционални символи r0 и r1, а бинарните релации ≤ (предшестване) и ≤lex (лекси-
кографската наредба) изразихме чрез тях. В случая с теорията SωS, това е невъз-
можно, поради което ги включваме в езика.

Ще използваме резултата, до който достига Рабин в своята статия, а именно

Твърдение 5.1. Теорията SωS над монадичния език от втори ред L MSO({ri}i<ω ,≤
,≤lex) е разрешима.

Ще си послужим с този факт при доказателството на четирите теории, които
описахме по-рано.

5.2 Разрешимост на теориятаM1

Досегаприрешаваненапроблемазаразрешимостнатеориите,коиторазглеждах-
ме, винагиизобразявахмеелементитенададенклъстерпонулевияклоннаобраза
на клъстера.Ще продължимпо този начин. За целта,ще дефинирамемножество-
то Tzero от всички върхове, които съдържат нула в записа си, т.е.

∃X∀x(∃z(r0(z)≤ x)→ X(x))

5.2.1 Изобразяване в безкрайното ω-дърво

Отново ще се стремим да представим произволен модел на теорията M1 чрез две
множестваPиQ от елементина безкрайнотоω-дърво.НекаA1 емоделнаM1 с уни-
версумA1.Можемдасимислим, чеA1 представлявакрайнонасоченодърво, чиито
върховесаклъстерите.Щомекраенисвързанмоделът, тоиманай-малъкклъстер
относно релацията ⪯A, който се явява корен на дървото. Нека това бъде R. Тогава
можем да дефинираме инекцията τ : A1/∼→ Tω \Tzero, като:

1. τ(R) = Λ;

2. ∀X∀Y∀Z(Z ⪯A X&Z ⪯A Y → τ(Z)≤ τ(X)&τ(Z)≤ τ(Y ));

3. ∀X∀Y (X ⪯A Y ↔ τ(X)≤ τ(Y )).
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Тогава множеството P = Range(τ) от елементи в ω-дървото ще представлява обра-
зите на всички клъстери. Оттук можем да изобразим и елементите на всеки клъс-
тер-именнокатогиразположимполевия/нулевияклон,койтозапазихме,навърха-
образ на съответния клъстер. Следователно, нека σ : A→ Tω - инекция, действаща
по следния начин:

σ(x) = ri
0(τ(X)),

където x е елемент в клъстера X (клъстерите са крайни, следователно можем да
номерираме елементите), а i < ω . Тогава множествотоQ = Range(σ) от елементи на
ω-дървотощепредставляваобразитенавсичкиелементивуниверсуманамодела.
Лема 5.2. Нека x,y ∈ Tω \Tzero и n < ω . Тогава

(1) x <lex y→ rn
0(x)<

lex y и (2) x <lex rn
0(y)→ x <lex y

Доказателство. (1) Нека x <lex y. Ако x = zic и y = z jd, където 0 < i < j < ω и c,d ∈
Tω \Tzero, то, колкотоинулидадобавимслед x всещеимаме, че rn

0(x)<
lex y. Ако y = x jd

(или x < y), то rn
0(x)<

lex y, понеже j > 0.
(2) Нека x <lex rn

0(y). Аналогично на (1), ако x = zic и y = z jd, където 0 < i < j < ω и
c,d ∈ Tω \Tzero, то, премахвайки нулите, x ще продължи да е лексикографски преди
y, понеже i < j. Ако y = rm

0 (x), m<n, то

5.2.2 Изразяване на моделите чрез множествата P иQ

ДотукразгледахмекакдапредставимконкретенмоделнатеориятаM1 вω-дървото.
КакдапредставимтезимоделисобщаформулавезиканаSωSобаче?Сдругидуми,
акоимаме двемножества от върхове, как да разберемдали те представятмоделна
теорията на M1? Ще дефинираме формулата FM1 [P,Q], даваща отговор на този въп-
рос. Да разгледаме следните формули:
1. φ1[P] = P⊆ Tω \Tzero - няма върхове, съдържащи0, които да отговарят нанякой

клъстер.

2. φ2[P] = Fin[P] - клъстерите са краен брой.

3. φ3[P] = P(Λ) - има най-малък клъстер, който отъждествяваме с корена на ω-
дървото - Λ.

4. ψ1[P,Q] = ∀x(Q(x)→ ∃y(x = r0(y)&(Q(y)∨P(y)))) - елементите се намират по ле-
вия/нулевия клон на върха, отговарящна съответния клъстер, като са плът-
но наредени един до друг.

5. ψ2[P,Q] = ∀x(P(x)→ Q(r0(x))) - няма непразен клъстер.

6. ψ3[P,Q] = Fin[Q] - елементите са краен брой.
Тогава

FM1 [P, Q] =
3̄

i=1

φi[P]&
3̄

i=1

ψi[P, Q]
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5.2.3 Релативизация на свойство ϕ вM1 надL MSO(≤A)

След като дефинираме еднозначното съответствие между моделите на теорията
M1 и две множества от върхове на ω-дървото, можем да се фокусираме върху ло-
гическата еквивалентност на формулите над езика от втори ред на двете теории.
За целта ще дефинираме формула Fϕ [P,Q], където ϕ е формула от теорията M1 над
езика от втори ред с един предикатен символ {≤A} със свободни променливи из-
между X1, ...,Xm,x1, ...,xn. Дефиницията, както досега. ще извършим с индукция по
построението на ϕ :

ϕ ≖ xi
.
= x j : Fxi

.
=x j [P, Q]⇌ xi = x j

ϕ ≖ xi ≤A x j : Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ ∀x(P(x)&x≤ xi→ x≤ x j)

ϕ ≖ Xp(xi) : Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ Xp(xi)

ϕ ≖ ¬ϕ1 : F¬ϕ1 [P, Q]⇌ ¬Fϕ1 [P, Q]

ϕ ≖ ϕ1ςϕ2 : Fϕ1ςϕ2 [P, Q]⇌ Fϕ1 [P, Q]ςFϕ2 [P, Q], където ς ∈ {∨, &,→,↔}

ϕ ≖ ∀zϕ1 : F∀zϕ1 [P, Q]⇌ ∀z(Q(z)→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃zϕ1 : F∃zϕ1 [P, Q]⇌ ∃z(Q(z)&Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∀Xϕ1 : F∀Xϕ1 [P, Q]⇌ ∀X(X ⊆ Q→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃Xϕ1 : F∃Xϕ1 [P, Q]⇌ ∃X(X ⊆ Q&Fϕ1 [P, Q])

Тогава, взимайки предвид свободните променливи X1, ...,Xm,x1, ...,xn, дефинираме
формулата

Fϕ[X1,...,Xm,x1,...,xn][P, Q]⇌∀y(X1(y)→Q(y))& ...&∀y(Xm(y)→Q(y))&Q(x1)& ...&Q(xn)&Fϕ [P, Q])

над езика от втори ред.

5.2.4 Разрешимост на теориятаM1 надL MSO(≤A)

Твърдение 5.3. Нека ϕ е формула в езика от втори ред на теорията M1. Тогава
следните две са еквивалентни:

1. За всеки моделA натеориятаM1,A ⊨ ϕ .

2. Tω ⊨ ∀P∀Q(FM1 [P,Q]→ Fϕ [P,Q]).

Доказателство. Нека ϕ е формула от езика от втори ред на теорията M1 със сво-
бодни променливи измежду X1, ...,Xm,x1, ...,xn. НекаA е модел на теориятаM1. Нека
P и Q са множествата от върхове в ω-дървото, които описватA (P определя клъс-
терите, а Q - елементите). За тях е изпълнена формулата FM1 [P,Q]. Нека τ : A1/∼→ P
и σ : A1→ Q са изображенията, които дефинирахме по-рано.Ще докажем, че

A ⊨ ϕ ↔ Tω ⊨ Fϕ [P, Q]
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Първо,ще покажем, че за всеки набор на аргументи - подмножества A1, ...,Am ⊆ A и
елементи a1, ....,an ∈ A, е вярно, че

A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK↔ Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

(∗) Нека a1, ...,an ∈ A. Щом Range(σ) = Q, тоQ(σ(a1))& ...&Q(σ(an)).
(∗∗) Нека A1, ...,Am ⊆ A. Отново, щом Range(σ) = Q, то

∀y(σ [A1](y)→ Q(y))& ...&∀y(σ [Am](y)→ Q(y)).

За доказателството на еквивалентносттаще проведем индукция по построението
на формулата ϕ :
•ϕ ≖ xi

.
= x j. Тогава

A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK↔A ⊨ ai
.
= a j

σ е инекция←−−−−−−→
σ е инекция←−−−−−−→ σ(ai) = σ(a j)↔ Tω ⊨ Fσ(ai)=σ(a j)[P, Q]↔

↔ Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

•ϕ ≖ xi ≤A x j. Ще разгледаме в двете посоки.
(⇒) НекаA ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK, т.е. ai ≤A a j. Тогава имаме за клъстерите, в които
участват ai и a j, че Xi ⪯A X j. Тогава от третата точка от дефиницията на tau следва,
че τ(Xi)≤ τ(X j). В такъв случай, ако z = τ(X) e такова, че P(z) и z≤ σ(ai), то z = τ(X)≤
τ(Xi)≤ τ(X j). Тогава z≤ σ(a j). Следователно,

Tω ⊨ ∀z(P(z)&z≤ σ(ai)→ z≤ σ(a j)), т.е.

Tω ⊨ Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],y,σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

(⇐) НекаTω ⊨ FϕJσ(A1),...,σ(Am),σ(a1),...,σ(an)K[P, Q], т.е. ∀z(P(z)&z≤ σ(ai)→ z≤ σ(a j)). Тогава
понеже τ(Xi) е такова, че P(τ(Xi)) и τ(Xi) ≤ σ(ai), то τ(Xi) ≤ σ(X j). Но τ(Xi) е съставен
самоотестественичисла,различниотнула,докатоσ(X j), завършвананули.Тогава
премахвайкитезинулищесе запазинеравенството, т.е. τ(Xi)≤ τ(X j). От трета точка
от дефиницията на τ следва, че Xi ⪯A X j, откъдето, разбира се, ai ≤A a j.

Съвършеноаналогичноследватислучаите заϕ ≖¬ϕ1 иϕ ≖ϕ1ςϕ2, за ς ∈ {∨,&,→
,↔}, както в доказателството на Твърдение 4.2.
•ϕ ≖ ∃xϕ1. (⇒) НекаA ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK, т.е.A ⊨ ∃xϕ1JA1, ...,Am,x,a1, ...,anK. Не-

ка a0 ∈ A е свидетел за това съществуване, т.е.A ⊨ ϕ1JA1, ...,Am, 0,a1, ...,anK. От индук-
тивното предположение за ϕ1 следва, че Tω ⊨ Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(0),σ(a1),...,σ(an)K[P,Q]. По-
нежеQ = Range(σ),Tω ⊨ ∃z(Q(z)&Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],z,σ(a1),...,σ(an)K[P,Q]). Следователно,Tω ⊨
FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P,Q]).

(⇐)НекаTω ⊨F∃xϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P,Q]), т.е.Tω ⊨ ∃z(Q(z)&Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],z,σ(a1),...,σ(an)K[P,Q]).
Нека y ∈ Tω е свидетел за това съществуване. Щом Q(y) и Q = Range(σ), то y = σ(a0),
за някое a0 ∈ A. Тогава от индуктивната хипотеза получаваме, че

Tω ⊨ Fϕ1Jσ [A1],...,σ [Am],y,σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]
и.х.←−→A ⊨ ϕ1JA1, ...,Am,a0,a1, ...,anK
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↔A ⊨ ∃xϕ1JA1, ...,Am,a1, ...,anK

Аналогично на горния случай и доказателството на Твърдение 4.2. получаваме и
случаите за ϕ ≖ ∀xϕ1, ϕ ≖ ∃Xϕ1 и ϕ ≖ ∀Xϕ1

5.3 Разрешимост на теориятаM2

Вследващитередовещеразгледамепо-обощенвариантнатеориятаM1. Тамструк-
турите бяха дървовидни, крайни, с най-малкък клъстер и без гъсти части. В тео-
рията M2 ще разгледаме именно такива теории, които не са крайни. За целта, към
аксиоматикатаG трябва да добавимоще еднаформула, която ни гарантира, че ня-
маме гъсти части от клъстери относно наредбата им⪯A. Такаваформула е неизра-
зимав езикаотпървиред, но в езикотпо-високред това е въможно.Щеяизразим
в двата езика - слабия монадичен език от втори редL WSO(≤A) и монадичния език
от втори редL MSO(≤A). ТогаваM2 ще бъде теорията надL MSO(≤A) на класа от най-
много изброимите модели на:

1. аксиоматикатаG+ϕ , където ϕ е следната формула от езикаL MSO(≤A):

ϕ := ∀x∃X∀y(y≤A x→∃z(y≤A z&z≤A y&X(z)))

2. аксиоматикатаG+ψ , където ψ е следната формула от езикаL MSO(≤A):

ψ := ∀x∃X(∃yX(y)&∀y(X(y)→ y≤A x)→

→∃z1∃z2(X(z1)&X(z2)&∀y(X(y)→ z1 ≤A y&y≤A z2)))

Идеятанадопълнителнитеформулиеданиосигуриданямамегъстичастивструк-
турата между клъстерите, т.е. от всеки клъсте до корена (най-малкия клъстер) да
има само краен брой клъстери.

Основнатаразлика спредишната теория (M1) секриев това, чемоделите сабез-
крайни. Тук дефинираме по съвършено същияначинформулите τ и σ ищеимаме
промяна само във формулата FM2 [P,Q], описваща дали две множества от върхове
ω-дървото, изразяваща се в това, че двете множества не е задължително да бъдат
крайни.

Нека

1. φ1[P] = P⊆ Tω \Tzero - няма върхове, съдържащи0, които да отговарят нанякой
клъстер.

2. φ3[P] = P(Λ) - има най-малък клъстер, който отъждествяваме с корена на ω-
дървото - Λ.

3. ψ1[P,Q] = ∀x(Q(x)→ ∃y(x = r0(y)&(Q(y)∨P(y)))) - елементите се намират по ле-
вия/нулевия клон на върха, отговарящна съответния клъстер, като са плът-
но наредени един до друг.
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4. ψ2[P,Q] = ∀x(P(x)→ Q(r0(x))) - няма непразен клъстер.

Тогава
FM2 [P, Q] = φ1[P]&φ3[P]&ψ1[P,Q]&ψ2[P,Q]

Релативизацията на свойство ϕ от теорията M2 в теорията SωS е същата, как-
то в крайния случай, т.е. ако ϕ е формула от теорията M2 над езика от втори ред с
единпредикатен символ {≤A} със свободнипроменливиизмеждуX1, ...,Xm,x1, ...,xn,
то дефинираме формулата Fϕ [P,Q] с индукция по построението на ϕ така:

ϕ ≖ xi
.
= x j : Fxi

.
=x j [P, Q]⇌ xi = x j

ϕ ≖ xi ≤A x j : Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ ∀x(P(x)&x≤ xi→ x≤ x j)

ϕ ≖ Xp(xi) : Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ Xp(xi)

ϕ ≖ ¬ϕ1 : F¬ϕ1 [P, Q]⇌ ¬Fϕ1 [P, Q]

ϕ ≖ ϕ1ςϕ2 : Fϕ1ςϕ2 [P, Q]⇌ Fϕ1 [P, Q]ςFϕ2 [P, Q], където ς ∈ {∨, &,→,↔}

ϕ ≖ ∀zϕ1 : F∀zϕ1 [P, Q]⇌ ∀z(Q(z)→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃zϕ1 : F∃zϕ1 [P, Q]⇌ ∃z(Q(z)&Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∀Xϕ1 : F∀Xϕ1 [P, Q]⇌ ∀X(X ⊆ Q→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃Xϕ1 : F∃Xϕ1 [P, Q]⇌ ∃X(X ⊆ Q&Fϕ1 [P, Q])

Тогава, взимайки предвид свободните променливи X1, ...,Xm,x1, ...,xn, дефинираме
формулата

Fϕ[X1,...,Xm,x1,...,xn][P, Q]⇌∀y(X1(y)→Q(y))& ...&∀y(Xm(y)→Q(y))&Q(x1)& ...&Q(xn)&Fϕ [P, Q])

над езика от втори ред.
Втакъвслучайведнагаполучавамеследнототвърдерниекатоследствиенакрай-

ния случай:

Твърдение 5.4. Нека ϕ е затворена формула над езика от втори редL MSO(≤A) на
теориятаM2. Тогава следните две са еквивалентни:

1. За всеки моделA натеориятаM2,A ⊨ ϕ .

2. Tω ⊨ ∀P∀Q(FM2 [P,Q]→ Fϕ [P,Q]).
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5.4 Разрешимост на теориятаM3

Кактовечеуточнихме,можемдасипредставиммоделитедотуккатонасоченидър-
вета без гъсти части, като върховете са клъстери (класове на еквивалентност от-
носно∼), а посоката е зададена относно релацията⪯A. Моделите на M1 бяха край-
ни, а моделите на M2, но с важното условие, че имаме най-малък клъстер (от 4. в
аксиоматикатаG). Следващата теория, коятоще разгледаме, ще се откажем от на-
личието на най-малък клъстер. Тогава нямаме конкретен клъстер, който да изоб-
разим в корена Λ.

Дефинираме теорията M3 като теорията от втори ред на класа на всички най-
многоизброимимоделина аксиоматикатаG−(4.)+θ , където θ еформула над ези-
ка от втори редL MSO(≤A), гарантираща ни липсата на гъсти части:

θ := ∀x∀y(x≤A y→∀X(∃zX(z)&∀z(X(z)→ x≤A z&z≤A y))

→∃z1∃z2(X(z1)&X(z2)&∀z(X(z)→ z1 ≤A z&z≤A z2)))

С други думи, между всеки два клъстера има краен брой клъстери.
Досега успяхме да изобразиммоделите наM1 и 2, които имат корен (най-малък

клъстер относно⪯A). В общия случай, обаче такъв най-малък елемент няма.
В теорията на графите, ако разглеждаме неориентирани дървета, имаме след-

ното

Твърдение 5.5. НекаG =<V,E > е неориентиран граф и r ∈V . Тогава

G е дърво↔ G′ =<V,E,r > е кореново дърво

С други думи, от дърво можем да получим кореново дърво, избирайки произ-
волен връх за корен. В нашия случай работим с ориентирани дървета, над кои-
то можем да реализираме същото действие. Нека A ⊨ M3 с универсум A. Нека R е
произволен клъстер относно∼. Както разгледахме по-рано, моделите тук или по-
точно клъстерите, снабдени с⪯A, наподобяват на насочени дървета, като разкло-
нения могат да се появят само надолу (т.е. със растене на клъстерите относно⪯A).
С други думи, клъстерътRима точно единнепосредствен предшественик относно
⪯A. Ако изберем R за корен, в новополученото ”кореново дърво” единият клонще
бъде с обратнапосока, а останалитещебъдат, както визходнотодърво. Така, полу-
ченото кореново дърво ще можем лесно да изобразим върху ω-дървото, подобно
на моделите на M2, внимателно съобразявайки посоката на нарастване и намаля-
ване спрямо релацията⪯A.

5.4.1 Изобразяване в безкрайното ω-дърво

Нека разгледаме множеството B1 = {Λ,1,11,111, ...}, което можем да дефинираме
със следната формула

∃X(X(Λ)&∀x(X(x)↔ X(r1(x)))&∀x(X(x)&x ̸= Λ→∃y(x = r1(y))))
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Дефинираме инекцията τ : A/∼→ Tω \Tzero по следния начин:

1. τ(R) = Λ - клъстерът, който избрахме за корен, ще изобразим, разбира се, в
корена на ω-дървото.

2. ∀X(X ⪯A R↔B1(τ(X))) - всекиклъстерпо-малъкотRотносно⪯A (иникойдруг)
ще изобразим по елементите от множеството B1.

3. ∀X∀Y (X ⪯A R&Y ⪯A R&X ⪯A Y ↔ τ(Y )≤ τ(X)&B1(τ(X))&B1(τ(Y ))) - два клъстера,
по-малки от R и сравними помежду си, ще изобразим в обратна относно ≤
посока в ω-дървото.

4. ∀X∀Y (Y ⪯A X&Y ⪯A R&¬∃Z(Z ⪯A R&Z ⪯A X&Y ≺A Z)↔ τ(Y ) ≤ τ(X)&¬(r1(τ(Y )) ≤
τ(X))&B1(τ(Y ))) - наследниците относно⪯A на клъстерите, по-малки от коре-
на R (като X), ще изобразяваме в ω-дървото като наследници на τ(Y ) по кло-
ните, различни от нулевия и първия (т.е. по нулата и по единицита).

5. ∀X∀Y (¬X ⪯A R&¬Y ⪯A R&¬R⪯A X&¬R⪯A Y &X ⪯A Y ↔
↔ τ(X)≤ τ(Y )&¬B1(τ(Ci))&¬B1(τ(C j))&1≤ τ(X)&1≤ τ(Y ))
- образите на всеки два сравними помежду относно⪯A клъстери, но несрав-
ними с корена R, запазват наредбата≤.

6. ∀X∀Y (R⪯A X&R⪯A Y &X ⪯A Y ↔ τ(X)≤ τ(Y )&¬(1≤ τ(X))&¬(1≤ τ(Y ))) - образите
на всеки два сравними относно⪯A клъстери запазват наредбата≤.

Наблюдение 1.Нека X иY са клъстери и X ⪯A Y , ¬(Y ⪯A R) и

¬∃Z(Z ⪯A R&Z ⪯A Y &X ≺A Z)

Тогава τ(X) е образ в B1, а Y непременно е изобразен в разклоненията на τ(X) по
двойката или по-голямо. Следователно, ако функцията τ изобрази клъстер в раз-
клонение на елемент от B1, то и този елемент от B1 трябва да е образ на клъстер.

Елементите на клъстерите в моделаA на теориятаM3 ще изобразим, както до-
сега - по нулевия клон на образа на клъстера, в който принадлежат. Моделите,
които разглеждаме, са най-много изброими, откъдето следва, че можем да номе-
рираме елементите във всеки клъстер. Тогава можем да дефинираме инекцията
σ : A→ Tω , като σ(xi) = ri

0(τ(X)), където xi е i−тият елемент в клъстера X .

5.4.2 Изразяване на моделите чрез множествата P иQ

За да определим формула FM3 [P, Q], която ни връща дали две множества дефини-
рат структура в ω-дървото, ще използваме формулите, с които я дефинирахме за
десегашните теорииM1 иM2:

1. φ1[P] = P⊆ Tω \Tzero - няма върхове, съдържащи0, които да отговарят нанякой
клъстер.
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2. φ3[P] = P(Λ) - има най-малък клъстер, който отъждествяваме с корена на ω-
дървото - Λ.

3. ψ1[P,Q] = ∀x(Q(x)→ ∃y(x = r0(y)&(Q(y)∨P(y)))) - елементите се намират по ле-
вия/нулевия клон на върха, отговарящна съответния клъстер, като са плът-
но наредени един до друг.

4. ψ2[P,Q] = ∀x(P(x)→ Q(r0(x))) - няма празен клъстер.

Тогава
FM3 [P, Q] = φ1[P]&φ3[P]&ψ1[P,Q]&ψ2[P,Q]

5.4.3 Релативизация на свойство ϕ вM3 надL MSO(≤A)

Нека да дефинираме формула, която да релативизира произволна формула над
езика на теорията M3. За удобство ще дефинираме следните формули в езика на
SωS:

B̃1[P,x]⇌ ∀z(P(z)&z≤ x→ B1(z))

Тази формула ни дава дали x принадлежи на клъстер, изобразен във връх от B1.

SameBranch[P,x,y]⇌ ∀z(P(z)&B1(z)&z≤ y→ z≤ x)&∀z(P(z)&z≤ x→ z≤ y)

Тази формула ни дава дали x и y се намират в разклонението по двойката или по-
вече на елемент от B1.

Нека ϕ е формула над езика от втори ред с един предикате символ {≤A} с със
свободни променливи измежду X1, ...,Xm,x1, ...,xn. Дефиницията ще извършим по
построението на ϕ :

ϕ ≖ xi
.
= x j : Fxi

.
=x j [P, Q]⇌ xi = x j

ϕ ≖ ¬ϕ1 : F¬ϕ1 [P, Q]⇌ ¬Fϕ1 [P, Q]

ϕ ≖ ϕ1ςϕ2 : Fϕ1ςϕ2 [P, Q]⇌ Fϕ1 [P, Q]ςFϕ2 [P, Q], където ς ∈ {∨, &,→,↔}

ϕ ≖ ∀zϕ1 : F∀zϕ1 [P, Q]⇌ ∀z(Q(z)→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃zϕ1 : F∃zϕ1 [P, Q]⇌ ∃z(Q(z)&Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∀Xϕ1 : F∀Xϕ1 [P, Q]⇌ ∀X(X ⊆ Q→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃Xϕ1 : F∃Xϕ1 [P, Q]⇌ ∃X(X ⊆ Q&Fϕ1 [P, Q])

Когато ϕ ≖ xi ≤A x j, за дефиницията на новата формула ще използваме следните
формули:

θ1[P,Q,x,y]⇌ B̃1[P,x]&B̃1[P,y]&y≤lex x

*елементите x и y принадлежат на клъстери по-малки относно⪯A от корена R.

θ2[P,Q,x,y]⇌ B̃1[P,x]&1≤ y&¬B̃1[P,y]&∀z(P(z)&B1(z)&z≤ y→ z≤ x)
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* елементът x принадлежи на клъстер по-малък относно⪯A от корена R, а елемен-
тът y - на клъстер, който е несравним с корена R, но имат общ предшественик.

θ3[P,Q,x,y]⇌ 1≤ x&¬B̃1[P,x]&1≤ y&¬B̃1[P,y]&SameBranch[P,x,y]&(x≤lex y∨ y≤ x)

* елементите x и y принадлежат на клъстери, които са несравними с корена R, но
са наследници на клъстер, който е по-малък от него.

θ4[P,Q,x,y]⇌ B̃1[P,x]&¬(1≤ y)

* елементът x принадлежи на клъстер по-малък относно⪯A от корена R, а елемен-
тът y - на клъстер, който е наследник на корена.

θ5[P,Q,x,y]⇌ ¬(1≤ x)&¬(1≤ y)&(x≤lex y∨ y≤ x)

* елементите x и y принадлежат на клъстери, които са наследници на корена R -
проверката се осъществява както в случая с теориятаM1.

θ6[P,Q,x,y]⇌ ∀z(P(z)&z≤ x→ z≤ y)&∀z(P(z)&z≤ y→ z≤ x)

* елементите x и y принадлежат на един и същи клъстер.
Така,

Fxi≤Ax j [P, Q]⇌
6∨

k=1

θk[P,Q,xi,x j]

Тогава, взимайки предвид свободните променливи X1, ...,Xm,x1, ...,xn, дефинираме
формулата

Fϕ[X1,...,Xm,x1,...,xn][P, Q]⇌∀y(X1(y)→Q(y))& ...&∀y(Xm(y)→Q(y))&Q(x1)& ...&Q(xn)&Fϕ [P, Q])

над езика от втори ред.

5.4.4 Разрешимост на теориятаM3 надL MSO(≤A)

Твърдение5.6. Некаϕ е затворенаформула в езикаотвториреднатеориятаM3.
Тогава следните са еквивалентни:

1. За всеки моделA натеориятаM3,A ⊨ ϕ .

2. Tω ⊨ ∀P∀Q(FM3 [P,Q]→ Fϕ [P,Q]).

Доказателство. Некаϕ еформула от езика от вториредна теориятаM3 (т.е. с един
предикатен символ {≤A}) със свободни променливи измежду X1, ...,Xm,x1, ...,xn. Не-
каA емоделна теориятаM3 иPиQ самножествата от върхове отω-дървото, които
описват A , като съответно P описва клъстерите, Q - елементите от универсума A.
Тогава е вярнаформулата FM3 [P,Q]. Нека τ : A/∼→ Tω \Tzero и σ : A→ Tω са инекциите,
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коитодефинирахмепо-рано, къдетоAе универсумътнамоделаA иR⊆ A еклъсте-
рът, който избираме да бъде корен. Трябва да докажем следната еквивалентност:

(*)A ⊨ ϕ ↔ Tω ⊨ Fϕ [P,Q]

Унифицирайки, от нея получаваме

(∀A ⊨ M3)(A ⊨ ϕ)↔ Tω ⊨ ∀P∀Q(FM3 [P,Q]→ Fϕ [P,Q])

понеже всеки модел наM3 определя инективно две множества P иQ и обратно.
За да докажем (*), трябва да проверим, че за всеки избор на аргументи A1, ...,Am ⊆ A
и a1, ...,am ∈ A е изпълнено, че:

A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK↔ Tω ⊨ ∀P∀Q(FM3 [P,Q]→ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P,Q])

Нека изберем A1, ...,Am ⊆ A и a1, ...,am ∈ A. ТогаващомQ = Range(σ), то

Tω ⊨ ∀y(σ [A1](y)→ Q(y))& ...&∀y(σ [Am](y)→ Q(y))&Q(σ(a1))& ...&Q(σ(an))&Fϕ [P, Q])

За доказателствотощепроведеминдукцияпо построението наформулата ϕ . Нека
изберем A1, ...,Am ⊆ A и a1, ...,am ∈ A. ТогаващомQ = Range(σ), то

Tω ⊨ ∀y(σ [A1](y)→ Q(y))& ...&∀y(σ [Am](y)→ Q(y))&Q(σ(a1))& ...&Q(σ(an))&Fϕ [P, Q])

•ϕ ≖ xi
.
= x j : Тогава

A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK↔A ⊨ ai
.
= a j

σ е инекция←−−−−−−→

σ е инекция←−−−−−−→ Tω ⊨ σ(ai) = σ(a j)↔ Tω ⊨ Fσ(ai)=σ(a j)[P, Q]↔

↔ Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

•ϕ ≖ xi ≤A x j : Ще разгледаме в двете посоки.
(⇒) Нека A ⊨ ai ≤A a j. Нека елементите ai и a j се намират съотвветно в клъсте-

ритеCi иC j. ТогаваCi ⪯A C j. Тук ще разгледаме няколко случая в завимост от раз-
положението на тези два клъстера спрямо корена R.

1-ви случай.НекаCi ⪯A R иC j ⪯A R.
Според втора точка от дефиницията нафумкцията τ имаме, че B1(τ(Ci)) и B1(τ(C j)),
а оттами B̃1[P,σ(ai)]и B̃1[P,σ(a j)]. СъщотакащомCi⪯A R,C j ⪯A RиCi⪯A C j, то от трета
точка от дефиницията нафункцията τ следва, че τ(C j)≤ τ(Ci), откъдето и σ(a j)≤lex

σ(ai). Такаполучихме,чеTω ⊨ θ1[P,Q,σ(ai),σ(a j)], откъдетоTω ⊨FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K.
2-ри случай.НекаCi ⪯A R,C j и R са несравними и ¬∃X(X ⪯A C j&R⪯A X). Или ина-

че казано клъстерътC j е наследник на клъстер, по-малък относно⪯A от корена R.
Нека D е най-големият относно⪯A такъв клъстер относно⪯A, т.е. за него е изпъл-
нено, чеD⪯A C j,D⪯A R и .Ще разгледаме следните случаи:
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2.1.НекаCi ⪯A D. Понеже⪯A е транзитивна релация, имаме, чеCi ⪯A C j, т.е. този
случай е възможен.
ЩомCi ⪯A RиD⪯A R, то е изпълнено, че B̃1[P,σ(ai)]иB1(τ(D)). Тогава 1≤ σ(a j). Също
такащомC j иR са несравними, то, разбира се,¬(C j ⪯A R), а от втората точка в дефи-
ницията на τ щеследва, че¬(B1(τ(C j)))и съответно¬(B̃1[P,σ(a j)]). Така получаваме,
че

Tω ⊨ B̃1[P,σ(ai)]&1≤ σ(a j)&¬B̃1[P,σ(a j)]

Нека z ∈ Tω е такъв, че P(z), B1(z) и z≤ σ(a j). Щом P(z), то z е образ на някой клъстер
E под действие на τ , т.е. z = τ(E). Тогава от това, че z ≤ σ(a j), т.е. τ(E) ≤ σ(a j), полу-
чаваме, че τ(E) ≤ τ(C j). От това, че D е най-големият клъстер, предшественик на
C j, който е по-малък от корена R, следва, че τ(D) е най-големият относно ≤ връх
в ω-дървото, който се намира в B1 и е по-малък относно ≤ от τ(C j). Следователно,
τ(E) ≤ τ(D). Знаем, че Ci ⪯A R, D ⪯A R и Ci ⪯A D, и от точка три в дефиницията на τ

следва, че τ(D) ≤ τ(Ci). Но също така, τ(E) ≤ τ(D), откъдето τ(E) ≤ τ(Ci). Следова-
телно, z = τ(E)≤ σ(ai). Тогава

Tω ⊨ B̃1[P,σ(ai)]&1≤ σ(a j)&¬B̃1[P,σ(a j)]&∀z(P(z)&B1(z)&z≤ σ(a j)→ z≤ σ(ai)),

т.е. Tω ⊨ θ2[P,Q,σ(ai),σ(a j)]

Така,
Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

2.2.Нека D⪯A Ci. ТогаваCi иC j са несравними относно⪯A, понеже се намират в
различни разклонения от клъстераD, което е противоречие.

2.3. Нека D и Ci са несравними относно ⪯A. Това няма как да бъде възможно,
понеже и двата клъстера са по-малки от корена R, а от третата аксиома в G няма
как да се разклони дървото в обратната на⪯A посока.

3-ти случай.НекаCi иR са несравними,¬∃X(X ⪯A Ci&R⪯A X)иC j ⪯A R. Илииначе
казаноклъстерътCi е наследникнаклъстер, по-малъкотносно⪯A от коренаR. Не-
ка D е най-големият относно⪯A такъв клъстер, т.е. за него е изпълнено, чеD⪯A Ci

иD⪯A R. Отновоще разгледаме случаи.
3.1.НекаD≺A C j. По същите съображения, както предималкоCi иC j са несрав-

ними относно⪯A, което е противоречие.
3.2.НекаC j ⪯A D. Тогава от това, чеD⪯A Ci и⪯A е транзитивна релация, следва,

чеC j ⪯A Ci. НоCi ⪯A C j, откъдето единствената възможност, която имаме еCi = C j.
В такъв случай е изпълнена формула θ6[P,Q,σ(ai),σ(a j)], откъдето

Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

3.3. Нека C j и D са несравними. Това е невъзможен случай, тъй като и двата
клъстера сапо-малкиоткоренаR, а от третата аксиомавGнямакакда серазклони
дървото в обратната на⪯A посока.
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4-ти случай. Нека Ci и R са несравними, ¬∃X(X ⪯A Ci&R ⪯A X), C j и R са несрав-
ними и ¬∃X(X ⪯A C j&R ⪯A X). Тук клъстерите Ci и C j са наследници на клъстери,
по-малки относно ⪯A от корена R. Нека Di е най-големият клъстер, по-малък от-
носно⪯A от корена R, който е по-малък отCi, и съответноD j е такъв заC j. Тогава е
изпълнено, че

Tω ⊨ 1≤ σ(ai)&¬B̃1[P,σ(ai)]&1≤ σ(a j)&¬B̃1[P,σ(a j)]

Задаеизпълнено,чеCi⪯A C j, трябваDi =D j(=D). Тогаваотчетвъртаточкаотдефи-
ницията на τ получаваме, че τ(D)≤ τ(Ci)и τ(D)≤ τ(C j), т.е. можемда кажем, чеσ(ai)
и σ(a j) се намират в един и същи клон на елемент от B1 (SameCluster[P,σ(ai),σ(a j)]).
Също така от пета точка от дефиницията на τ получаваме, че τ(Ci)≤ τ(C j).
АкоCi ̸=C j, то σ(ai)≤lex σ(a j), понеже τ(Ci)≤ τ(C j).
АкоCi = C j, имаме две възможности - или отново σ(ai) ≤lex σ(a j), или σ(a j) ≤ σ(ai).
Следователно,

Tω ⊨ 1≤ σ(ai)&¬B̃1[P,σ(ai)]&1≤ σ(a j)&¬B̃1[P,σ(a j)]&SameCluster[P,σ(ai),σ(a j)]&

&(σ(ai)≤lex
σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai)),

т.е. Tω ⊨ θ3[P,Q,σ(ai),σ(a j)]

Така,
Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

5-ти случай. Нека R ⪯A Ci и ¬(R ⪯A C j). Тогава Ci и C j или са несравними (ако C j

е в клон на някой клъстер по-малък от корена), илиC j ≺A Ci (ако R ≺A C j), което е
протиречие.

6-ти случай.Нека ¬(R⪯A Ci) и R⪯A C j.
Ако¬(Ci ⪯A R), то¬(Ci ⪯A C j), което е протиречие. Затова некаCi ⪯A R. Тогава от вто-
рата точка от дефиницията на τ ще имаме, че B1(τ(Ci)), а оттам и B̃1[P,σ(ai)].
АкоC j = R, то τ(C j) = τ(R) =Λ. Тогава¬(1≤ τ(C j)), откъдетощебъдеизпълненафор-
мула θ4[P,Q,σ(ai),σ(a j)].
Нека C j ̸= R, т.е. R ≺A C j. Ако допуснем, че 1 ≤ τ(C j), то от обратната посока в чет-
върта точка от дефиницията на τ ще следва, че върхът D от B1, в чиито клони се
намира τ(C j), е образ на клъстер, по-малък от корена. В такъв случай клъстерътC j

ще е наследник наD относно⪯A, което е в протичоречие с условието. Следовател-
но, 1≤ τ(C j). Така получаваме, че

Tω ⊨ B̃1[P,σ(ai)]&¬(1≤ σ(a j)),

т.е. Tω ⊨ θ4[P,Q,σ(ai),σ(a j)]

Следователно,
Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]
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7-ми случай.Нека R⪯A Ci и R⪯A C j. Тук и двата клъстера са наследници на коре-
на R. От дефинициите на τ и σ следва, че ¬(1≤ σ(ai)) и ¬(1≤ σ(a j)). Също така, по-
добно на случая с теориитеM1 иM2 можем да кажем, че σ(ai)≤ σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai),
откъдето

Tω ⊨ ¬(1≤ σ(ai))&¬(1≤ σ(a j))&σ(ai)≤ σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai),

т.е. Tω ⊨ θ5[P,Q,σ(ai),σ(a j)]

Следователно,
Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

Окончателно, във всички случаи получихме, че

Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

(⇐) Нека Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]. Тогава

Tω ⊨
6∨

k=1

θk[P,Q,σ(ai),σ(a j)]

По построението на формулите θk, за 1 ≤ k ≤ 5, те са взаимно изключващи се, а θ6
разглежда случая, когато ai и a j се намират в един и същи клъстер, откъдето, раз-
бира се, следва, че ai ≤A a j. Затоваще разгледаме всяка θk, 1≤ k≤ 5, самостоятелно.

- Нека Tω ⊨ θ1[P,Q,σ(ai),σ(a j)], т.е. Tω ⊨ B̃1[P,σ(ai)]&B̃1[P,σ(a j)]&σ(a j)≤lex σ(ai). От
една страна, имаме, че B1(τ(Ci)) и B1(τ(C j)). От друга страна, имаме следната зави-
симост:

τ(C j)≤lex rq
0(τ(C j))≤lex rp

0 (τ(Ci))

Знаем, че τ(C j) не съдържа нули, понеже Range(τ) ⊆ Tω \ Tzero. Също така σ(a j) е от
вида τ(Ci)00...0. Следователно,

τ(C j)≤lex
τ(Ci)

Щом B1(τ(Ci)) и B1(τ(C j)), то τ(Ci) и τ(C j) представляват редици, съставени само от
единици, т.е. едната е префикс на другата. В случая, τ(C j) ≤ τ(Ci). Тогава от трета
точка от дефиницията на τ , получаваме, чеCi ⪯A C j, откъдето и ai ≤A a j.

- Нека Tω ⊨ θ2[P,Q,σ(ai),σ(a j)], т.е.
Tω ⊨ B̃1[P,σ(ai)]&1≤ σ(a j)&¬B̃1[P,σ(a j)]&∀z(P(z)&B1(z)&z≤ σ(a j)→ z≤ σ(ai)). Некаиз-
берем y ∈ Tω такова, че B1(y) и y≤ σ(a j), и

(⋆) ¬∃z(B1(z)&y≤ z&z≤ σ(a j))

От Наблюдение 1. следва, че y е образ на клъстер. Нека y = τ(D). Тогава P(y). Сле-
дователно, от допускането ни получаваме, че y ≤ σ(ai), а оттам и τ(D) ≤ τ(Ci). Така,
щом τ(D)≤ τ(Ci), B1(τ(D)) и B1(τ(Ci)), то от третата точка от дефиницията на τ след-
ва, чеCi ⪯A D (1).
Също така имаме следните наблюдения:
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1. B1(τ(D)) по избора на y.

2. τ(D)≤ σ(a j) по избора на y, откъдето τ(D)≤ τ(C j).

3. Ако r1(τ(D)) ≤ τ(C j), то B1(r1(τ(D))), τ(D) ≤ r1(τ(D)) и r1(τ(D)) ≤ σ(a j). Но това е
противоречие с (⋆). Следователно, ¬(τ(D)≤ σ(a j)).

Тогава от тези три наблюдения и четвърта точка от дефиницията на функцията τ

следва, чеD⪯A C j (2). Следователно, от (1) и (2) получаваме, чеCi ⪯A C j.
- Нека Tω ⊨ θ3[P,Q,σ(ai),σ(a j)], т.е.

Tω ⊨ 1≤ σ(ai)&¬B̃1[P,σ(ai)]&1≤ σ(a j)&¬B̃1[P,σ(a j)]&SameBranch[P,σ(ai),σ(a j)]&

&(σ(ai)≤lex
σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai))

От това, че ¬B̃1[P,σ(ai)] и ¬B̃1[P,σ(a j)] следва, че ¬B1(τ(Ci)) и ¬B1(τ(C j)).
Ако σ(a j)≤ σ(ai), то ai и a j се намират в един и същи клъстер, откъдето ai ≤A a j.
Ако σ(ai) ≤lex σ(a j), то τ(Ci) ≤lex τ(C j). Щом SameCluster[P,σ(ai),σ(a j)], то елементите
σ(ai) и σ(a j) се намират в разклонението на един и същи връх от множеството B1.
Следователно, 1 ≤ σ(ai) и 1 ≤ σ(a j), а оттам 1 ≤ τ(Ci) и 1 ≤ τ(C j). Така, от пета точка
от дефиницията на τ получаваме, чеCi ⪯A C j.

- Нека Tω ⊨ θ4[P,Q,σ(ai),σ(a j)], т.е.

Tω ⊨ B̃1[P,σ(ai)]&¬(1≤ σ(a j))

Тукще се възползваме от факти за Λ:

1. Знаем, че Λ≤ x за всяко x ∈ Tω . Тогава Λ = τ(R)≤ τ(C j).

2. Имаме, че r1(τ(R)) = r1(Λ) = 1. Тогаващом ¬(1≤ σ(a j)), то ¬(r1(τ(R))≤ τ(C j)).

3. Знаем, че τ(R) = Λ по първа точка от дефиницията на τ . Тогава B1(τ(R)).

Следователно, по четвърта точка от дефиницията на τ следва, че R⪯A C j (1).
От друга страна, по допускане имаме, че B̃1[P,σ(ai)]. Следователно, B1(τ(Ci)), откъ-
дето по втора точка от дефиницията на τ получаваме, чеCi ⪯A R (2).
Окончателно, от (1) и (2) следва, чеCi ⪯A C j.

- Нека Tω ⊨ θ5[P,Q,σ(ai),σ(a j)], т.е.

Tω ⊨ ¬(1≤ σ(ai))&¬(1≤ σ(a j))&(σ(ai)≤lex
σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai))

Акоеизпълнено, чеσ(a j)≤σ(ai), кактовече смеуточнявали, ai и a j савединисъщи
клъстер, откъдето ai ≤A a j. Затова нека σ(ai)≤lex σ(a j).
Щом ¬(1 ≤ σ(ai))&¬(1 ≤ σ(a j)), то ¬(1 ≤ τ(Ci))&¬(1 ≤ τ(C j)). От друга страна, щом
σ(ai) ≤lex σ(a j), то τ(Ci) ≤lex τ(C j). Следователно, от шеста точка от дефиницията на
τ следва, чеCi ⪯A C j.
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Окончателно, във всички случаи за формулата Fϕ [P,Q] получаваме, че ai ≤A a j.
Следователно, изпълнена и обратната посока.

Случаите заϕ ≖¬ϕ1 иϕ ≖ ϕ1ςϕ2 за ς ∈ {∨,&,→,↔} следват напълно аналогично,
както в доказателството на Твърдение 6.
Случаите ϕ ≖ ∃xϕ1 и ϕ ≖ ∃Xϕ1 отново следват, както в доказателството на Твърде-
ние 6., понеже и тук Range(σ) = Q.
Случаите ϕ ≖ ∀xϕ1 и ϕ ≖ ∀Xϕ1 следват от случаите ϕ ≖ ¬ϕ1, ϕ ≖ ∃xϕ1 и ϕ ≖ ∃Xϕ1.

5.5 Разрешимост на теориятаM4

Можем да си представим моделите на теорията M4 като обединение на непреси-
чащи се модели на теорията M3, която в предната точка видяхме, че е разрешима.
Нека A ⊨ M4 с универсум A = ∪i≤αAi, където Ai ∩A j = Ø за i ̸= j. Ако си представим
моделаAкато граф (или, по-точно, насоченодърво), парчетатаAi всъщност саком-
понентите на свързаност в този граф. Моделите на теорията M4 са най-много из-
броими, откъдето следват следните факти:

Факт 1.МоделътA е най-много изброимо обединение (α ≤ω) на непресичащи
се модели на теориятаM3.

Факт2.Клъстеритеотноснорелацията∼ санай-многоизброимомногоивсеки
от тях има най-много изброимо много непосредствени наследници относно рела-
цията⪯A също както върховете в ω-дървото.

Факт 3. Елементите във всеки клъстер са най-много изброимо много.
Вече видяхме как да изобразим моделите на теорията M3 в ω-дървото. Сега ще

избразимизброимомного такивамодели. За целта, некаизберемпо единклъстер
от всяка компонента или нека K = {Ri}i≤α , където Ri ⊆ Ai. Нека K̃ е множеството от
всички върхове, наследници на корена на ω-дървото, т.е. K = {1,2,3, ...}, което ще
дефинираме със следната формула

∃K[¬K(Λ)&∀x(0≤ x→¬K(x))&∀x(¬(0≤ x)→∃y(K(y)&y≤ x))&

&¬(∃x∃y(K(x)&K(y)&(x≤ y∨ y≤ x)))]

5.5.1 Изобразяване в безкрайното ω-дърво

Отново ще дефинираме инекциите σ и τ , указващи ни съответствието между мо-
делите наM4 и ω-дървото. За улеснениеще въведем следните формули:

1. RSuccessor1[x,r]⇌ r≤ x&∀y(y≤ x&y ̸= Λ&y ̸= r→∃z(y = r1(z))), която ни дава дали
x е от вида r11...1.

2. ElementRSuccessor1[P,x,r]⇌ ∀z(P(z)&z≤ x→ RSuccessor1[x,r]), която ни дава дали
x е елемент на клъстер по-малък от корена r.
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3. SameBranch[P,x,y,r]⇌ ∀z(P(z)&RSuccessor1[z,r]&z≤ y→ z≤ x)&∀z(P(z)&z≤ x→ z≤
y, която ни дава дали xи y са елементи на клъстери, които са в разклоненията
на един и същи клъстер, по-малък от корена r.

Нека дефинираме инекцията τ : A/∼ → Tω \ (Tzero ∪{Λ}) по следния начин, който е
идентичен със строежа на тази функция в случая с тероиятаM3:

1. τ[K]⊆ K̃ -клъстерите,коитоизбрахмезакоренинавсякакомпонента,щеизоб-
разим в непосредствените върхове-наследници на корена Λ на ω-дървото, а
именно 1,2,3, ...

2. ∀X∀R(K(R)&X ⪯A R↔RSuccessor1[τ(X),τ(R)]&K̃(τ(R))) - всекиклъстерпо-малък
относно ⪯A от някой избор за корен R ще изобразим сред върховете от вида
τ(R)11...1, т.е. по клона на единицата от образа на R.

3. ∀X∀Y∀R(K(R)&X ⪯A R&Y ⪯A R&X ⪯A Y ↔ τ(Y )≤ τ(X)&RSuccessor1[τ(X),τ(R)]&
RSuccessor1[τ(X),τ(R)]&K̃(τ(R)) - два клъстера, по-малки от някой избор за ко-
рен R и сравними помежду си, ще изобразим в обратна относно ≤ посока в
ω-дървото.

4. ∀X∀Y∀R(K(R)&Y ⪯A X&Y ⪯A R&¬∃Z(Z ⪯A R&Z ⪯A X&Y ≺A Z)↔
↔ τ(Y )≤ τ(X)&¬(r1(τ(R))≤ τ(X))&RSuccessor1[τ(Y ),τ(R)]) - наследниците относ-
но⪯A (като X) на клъстерите, по-малкиот някойизбор за коренR, щеизобра-
зявамевω-дървотокатонаследницина τ(Y )поклоните,различниотнулевия
и първия (т.е. по нулата и по единицита).

5. ∀X∀Y∀R(K(R)&¬(X ⪯A R)&¬(R⪯A X)&¬(Y ⪯A R)&¬(R⪯A Y )&X ⪯A Y ↔
τ(X)≤ τ(Y )&¬RSuccessor1[τ(X),τ(R)]&¬RSuccessor1[τ(Y ),τ(R)]&¬(r1(τ(R))≤ τ(X))
¬(r1(τ(R))≤ τ(Y ))) - образите на всеки два сравними относно⪯A клъстери за-
пазват наредбата≤ (с изключение на клъстерите, по-малки от всеки избран
за корен клъстер R, които описахме в точка 2, че обръщат посоката).

6. ∀X∀Y∀R(K(R)&R⪯A X&R⪯A Y &X ⪯A Y ↔
↔ τ(X)≤ τ(Y )&¬(r1(τ(R))≤ τ(X))&¬(r1(τ(R))≤ τ(Y )) -образитенавсекидвасрав-
ними относно⪯A клъстери, по-големи от корена R, запазват наредбата≤.

Дефинираме и инекцията σ : A→ Tω , като σ(x) = ri
0(τ(X)), където x е i-тият елемент

в клъстера X (използвамеФакт 3.).

5.5.2 Изразяване на моделите наM4 чрез множествата P иQ

Аналогично, ще дефинираме и формулата FM4 [P,Q], изразяваща дали двете мно-
жества P иQ означават модел на теориятаM4. Нека

1. φ1[P] = P⊆ Tω \Tzero - няма върхове, съдържащи0, които да отговарят нанякой
клъстер.
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2. ¬φ3[P] = ¬P(Λ) - няма най-малък клъстер, който отъждествяваме с корена на
ω-дървото - Λ.

3. φ4[P] = ∀x∀r(P(x)&K(r)&r≤ x→ P(r)) - всеки единобраз на клъстер е наследник
на елемент от множеството K

4. ψ1[P,Q] = ∀x(Q(x)→ ∃y(x = r0(y)&(Q(y)∨P(y)))) - елементите се намират по ле-
вия/нулевия клон на върха, отговарящна съответния клъстер, като са плът-
но наредени един до друг.

5. ψ2[P,Q] = ∀x(P(x)→ Q(r0(x))) - няма празен клъстер.

Тогава
FM4 [P,Q] = φ1[P]&¬φ3[P]&φ4[P]&ψ1[P,Q]&ψ2[P,Q]

5.5.3 Релативизация на свойство ϕ вM4 надL MSO(≤A)

Нека ϕ е формула над езика от втори ред с един предикатен символ {≤A} със сво-
бодни променливи измежду X1, ...,Xm,x1, ...,xn. Дефиницията на формулата Fϕ [P,Q]
е напълно идентична с тази в случая с теорията M3 с разлика в случая, когато ϕ ≖
xi ≤A x j. Разгледахме различни случаи за положението на елементите xi и x j в ω-
дървото, но там работихме само с едно дърво, чийто корен изобразихме в Λ. Тук,
за да бъдат изобщо сравними елементите xi и x j, те трябва да бъдат част от едно
и също дърво, т.е. трябва да имат общ префикс от множеството K̃. Ако това усло-
вие еизпълнено, проверкатаоттамнататъксъвпада с тазиот случая с теориятаM3.
Тогава

ϕ ≖ xi
.
= x j : Fxi

.
=x j [P, Q]⇌ xi = x j

Fxi≤Ax j [P, Q]⇌ ∃r[K̃(r)&r ≤ x&r ≤ y&
5∨

k=1

θk[P,Q,xi,x j,r]]

ϕ ≖ ¬ϕ1 : F¬ϕ1 [P, Q]⇌ ¬Fϕ1 [P, Q]

ϕ ≖ ϕ1ςϕ2 : Fϕ1ςϕ2 [P, Q]⇌ Fϕ1 [P, Q]ςFϕ2 [P, Q], където ς ∈ {∨, &,→,↔}

ϕ ≖ ∀zϕ1 : F∀zϕ1 [P, Q]⇌ ∀z(Q(z)→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃zϕ1 : F∃zϕ1 [P, Q]⇌ ∃z(Q(z)&Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∀Xϕ1 : F∀Xϕ1 [P, Q]⇌ ∀X(X ⊆ Q→ Fϕ1 [P, Q])

ϕ ≖ ∃Xϕ1 : F∃Xϕ1 [P, Q]⇌ ∃X(X ⊆ Q&Fϕ1 [P, Q])

Където

θ1[P,Q,x,y,r]⇌ ElementRSuccessor1[P,x,r]&ElementRSuccessor1[P,y,r]&y≤lex x
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*елементите x и y принадлежат на клъстери по-малки относно⪯A от корена R.

θ2[P,Q,x,y,r]⇌ ElementRSuccessor1[P,x,r]&r1(r)≤ y&¬ElementRSuccessor1[P,y,r]&

&∀z(P(z)&RSuccessor1[z,r]&z≤ y→ z≤ x)

* елементът x принадлежи на клъстер по-малък относно⪯A от корена R, а елемен-
тът y - на клъстер, който е несравним с корена R, но имат общ предшественик.

θ3[P,Q,x,y,r]⇌ r1(r)≤ x&¬ElementRSuccessor1[P,x,r]&r1(r)≤ y&¬ElementRSuccessor1[P,y,r]&

&SameBranch[P,x,y,r]&(x≤lex y∨ y≤ x)

* елементите x и y принадлежат на клъстери, които са несравними с корена R, но
са наследници на клъстер, който е по-малък от него.

θ4[P,Q,x,y,r]⇌ ElementRSuccessor1[P,x,r]&¬(r1(r)≤ y)

* елементът x принадлежи на клъстер по-малък относно⪯A от корена R, а елемен-
тът y - на клъстер, който е наследник на корена.

θ5[P,Q,x,y,r]⇌ ¬(r1(r)≤ x)&¬(r1(r)≤ y)&(x≤lex y∨ y≤ x)&∀z(P(z)&z≤ x→ z≤ y)

* елементите x и y принадлежат на клъстери, които са наследници на корена R -
проверката се осъществява както в случая с теориятаM1.

θ6[P,Q,x,y,r]⇌ ∀z(P(z)&z≤ x→ z≤ y)&∀z(P(z)&z≤ y→ z≤ x)

* елементите x и y принадлежат на един и същи клъстер.

5.5.4 Разрешимост на теориятаM4 надL MSO(≤A)

Твърдение 5.7. Нека ϕ е формула от езика от втори ред на теорията M4. Тогава
следните са еквивалентни:

1. За всеки моделA натеориятаM4,A ⊨ ϕ .

2. Tω ⊨ ∀P∀Q(FM4 [P,Q]→ Fϕ [P,Q])

Доказателство. Некаϕ еформула от езика от вториредна теориятаM4 (т.е. с един
предикатен символ {≤A}) със свободни променливи измежду X1, ...,Xm,x1, ...,xn. Не-
каA е модел на теориятаM4 и P иQ са множествата от върхове от ω-дървото, кои-
то описват A , като съответно P описва клъстерите, Q - елементите от универсума
A. Тогава е вярна формулата FM4 [P,Q]. Нека τ : A/∼ → Tω \ Tzero и σ : A→ Tω са инек-
циите, които дефинирахме по-рано, където A = ∪i≤αAi е универсумът на моделаA
и K = {Ri}i≤α са клъстерите, които избираме да бъдат корени. Трябва да докажем
следната еквивалентност:

(*)A ⊨ ϕ ↔ Tω ⊨ Fϕ [P,Q]
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Унифицирайки, от нея получаваме

(∀A ⊨ M4)(A ⊨ ϕ)↔ Tω ⊨ ∀P∀Q(FM4 [P,Q]→ Fϕ [P,Q])

понеже всеки модел наM3 определя инективно две множества P иQ и обратно.
За да докажем (*), трябва да проверим, че за всеки избор на аргументи A1, ...,Am ⊆ A
и a1, ...,am ∈ A е изпълнено, че:

A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK↔ Tω ⊨ ∀P∀Q(FM4 [P,Q]→ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P,Q])

Нека изберем A1, ...,Am ⊆ A и a1, ...,am ∈ A. ТогаващомQ = Range(σ), то

Tω ⊨ ∀y(σ [A1](y)→ Q(y))& ...&∀y(σ [Am](y)→ Q(y))&Q(σ(a1))& ...&Q(σ(an))&Fϕ [P, Q])

За доказателствотощепроведеминдукцияпо построението наформулата ϕ . Нека
изберем A1, ...,Am ⊆ A и a1, ...,am ∈ A. ТогаващомQ = Range(σ), то

Tω ⊨ ∀y(σ [A1](y)→ Q(y))& ...&∀y(σ [Am](y)→ Q(y))&Q(σ(a1))& ...&Q(σ(an))&Fϕ [P, Q])

•ϕ ≖ xi
.
= x j : Тогава

A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK↔A ⊨ ai
.
= a j

σ е инекция←−−−−−−→

σ е инекция←−−−−−−→ Tω ⊨ σ(ai) = σ(a j)↔ Tω ⊨ Fσ(ai)=σ(a j)[P, Q]↔

↔ Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q]

•ϕ ≖ xi ≤A x j : Ще разгледаме в двете посоки.
(⇒) Нека A ⊨ ϕJA1, ...,Am,a1, ...,anK, т.е. A ⊨ ai ≤A a j. Нека ai и a j се намират съот-

ветновклъстеритеCi иC j. ТогаваCi⪯A C j. Нека ai,a j ∈ Ak. НекаRk еизборът закорен
(т.е.K(Rk)). Тогава K̃(τ(Rk)) от първа точка от дефиницията на τ .Щеразгледаме слу-
чаи, като във всеки от тях ние изобразяваме елементите ai и a j във върхове с общ
предшественик относно≤ - τ(Rk), т.е. τ(Rk)≤ σ(ai) и τ(Rk)≤ σ(a j). 1-ви случай.Нека
Ci ⪯A Rk иC j ⪯A Rk. Тогава от трета точка от дефиницията нафункцията τ получава-
ме, че

RSuccessor1[τ(Ci),τ(Rk)],RSuccessor1[τ(C j),τ(Rk)] и τ(C j)≤ τ(Ci),

откъдето, позовавайки се на факта, че Range(τ)∩Tzero = Ø,

ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)],ElementRSuccessor1[P,σ(a j),τ(Rk)] и

и σ(a j) = rp
0 (τ(C j))≤lex rq

0(τ(Ci)) = σ(ai)

Така,
Tω ⊨ θ1[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)]
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2-ри случай. Нека Ci ⪯A Rk, C j и Rk са несравними относно ⪯A. Нека D ∈ Ak/∼ е
такъв клъстер, че

D⪯A Rk,D⪯A C j и ¬∃X(D⪯A X&X ⪯A Rk&X ⪯A C j), т.е.

клъстерътC j се намира в разклоненията (различни от тези към Rk) на клъстераD.
Ще разгледаме случаи спрямо отношението наD къмCi.

2.1.НекаCi ⪯A D. Тук имаме сумарно, чеCi ⪯A D,Ci ⪯A Rk и D⪯A Rk. От трета точ-
ка от дефинията на τ получаваме, че τ(D) ≤ τ(Ci) и RSuccessor1[τ(D),τ(Rk)]. От друга
страна, имаме, чеD⪯A Rk,D⪯A C j и¬∃Z(D⪯A Z&Z ⪯A Rk&Z ⪯A C j). От четвърта точка
от дефиницията на τ следва, че τ(D)≤ τ(C j) и ¬(r1(τ(D))≤ τ(C j)).

1. RSuccessor1[τ(Ci),τ(Rk)]⇒ ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]

2. ЩомD⪯A Rk, отвтораточкаотдефинициятана τ следва,чеRSuccessor1[τ(D),τ(Rk)].
Тогава τ(D) е от вида τ(Rk)11...1, откъдето r1(τ(Rk)) ≤ τ(D). Но τ(D) ≤ τ(C j), от-
където r1(τ(Rk))≤ τ(C j)≤ σ(a j).

3. Ако RSuccessor1[τ(C j),τ(Rk)], то от втора точка от дефиницията на τ следва, че
C j ⪯A Rk, което е невъзможно. Значи, ¬RSuccessor1[τ(C j),τ(Rk)], откъдето
¬ElementRSuccessor1[P,σ(a j),τ(Rk)]

4. Нека z ∈ Tω е такова, че P(z), RSuccessor1[z,τ(Rk)] и z≤ σ(a j).Щом P(z), то z = τ(E)
за някой клъстер E ∈ A/∼. Щом RSuccessor1[z,τ(Rk)], то от втора точка от дефи-
нициятана τ следва, чеE ⪯A Rk. Същотака,щом τ(E) = z≤σ(a j), то τ(E)≤ τ(C j).
Ако τ(D) < τ(E), то r1(τ(D)) ≤ τ(C j), понеже τ(E) ≤ τ(Ci), което е противоре-
чие. Следователно, τ(E) ≤ τ(D), но τ(D) ≤ τ(Ci). Тогава τ(E) ≤ τ(Ci), откъдето
z = τ(E)≤ σ(ai).

От четирите точки сумарно получаваме, че

Tω ⊨ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]&r1(τ(Rk))≤σ(a j)&¬ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]&

&∀z(P(z)&RSuccessor1[z,τ(Rk)]&z≤ σ(a j)→ z≤ σ(ai)), т.е.

Tω ⊨ θ2[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)]

2.2НекаD⪯A Ci. Тук клъстеритеCi иC j, за които знаем, чеCi ⪯A C j, се намират в
различниразклонениянаклъстераD, откъдетонямакакдабъдатсравними.Тоест
този случай е невъзможен.

2.3НекаCi иD санесравними.Товаотновоеневъзможенслучай,понежеимаме,
чеCi ⪯A Rk иD⪯A Rk, а според аксиома 3 от аксиоматикатаG няма как дървото да се
разклонява в обратна на⪯A посока.

3-ти случай.НекаCi и Rk са несравнимииC j ⪯A Rk. НекаD ∈ A/∼ е такъв клъстер,
чеD⪯A Rk,D⪯

D⪯A Rk,D⪯A Ci и ¬∃X(X ⪯A Ci&X ⪯A &D≺A X)

49



Щеразгледаме случаи за отношението междуC j иD.
3.1.НекаC j ⪯A D. ЩомC j ⪯A D и D ⪯A Ci, тоC j ⪯A Ci, което е възможно само ако

Ci =C j. Следователно, изпълнено е, че

Tω ⊨ θ6[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)]

3.2. Нека D ≺A C j. Тук Ci и C j се намират в различни разклонения от D, следо-
вателно, са несрaвними, което е противоречие, което прави този случай невъзмо-
жен.

3.3.Нека D иC jса несравними. Подобно на случай 2.3., този случай е невъзмо-
жен.

4-ти случай.НекаCi и Rk са несравними относно ⪯A иC j и Rk са несрваними от-
носно⪯A. Подобно на предишните случаи, некаDi иD j са клъстерите, в чиито раз-
клонения се намират съответно Ci и C j. Ако Di ̸= D j, то няма как Ci и C j да бъдат
сравними относно⪯A. Следователно,Di = D j = D, т.е.

D⪯A Rk&D⪯A Ci&D⪯A C j&¬∃X(X ⪯A Rk&X ⪯A Ci&X ⪯A C j&D≺A X)

Имаме, чеCi и Rk са несравними иC j и Rk са несравними, т.е.

¬(Ci ⪯A Rk)&¬(Rk ⪯A Ci)&¬(C j ⪯A Rk)&¬(Rk ⪯A C j)

Също така, по допускане имаме, чеCi ⪯A C j. Следователно, от пета точка от дефи-
ницията на τ получаваме, че

1. τ(Ci)≤ τ(C j).

2. ¬RSuccessor1[τ(Ci),τ(Rk)] и ¬RSuccessor1[τ(C j),τ(Rk)]

3. r1(τ(Rk))≤ τ(Ci) и r1(τ(Rk))≤ τ(C j)

Ако Ci = C j, то имаме две възможности за изобразяване на елементите ai и a j под
действиенаσ взависимостот това, каквисаномератаим.Тоест акоσ(ai) = rp

0 (τ(Ci))
и σ(a j) = rq

0(τ(C j), и p≤ q, то σ(ai)≤lex σ(a j). В противен случай (т.е. q≤ p), ще имаме,
чеσ(a j)≤σ(ai).НекасегаCi ̸=C j.От1.щеимаме,чеσ(ai)≤lex σ(a j). Така,получаваме,
че

Tω ⊨ σ(ai)≤lex
σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai)

От 2. следва, че

Tω ⊨ ¬ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]&¬ElementRSuccessor1[P,σ(a j),τ(Rk)]

По допускане имаме, че Ci иC j са в разклонението на един и същи клъстер D, по-
малък от корена Rk. Следователно, и за техните елементище бъде вярно, че се на-
мират в един и същи клон:

Tω ⊨ SameBranch[P,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)]
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Наистина,нека τ(E)етакова,че τ(E)≤σ(ai). Тогаваот1.получаваме,че τ(E)≤ τ(Ci)≤
τ(C j), откъдето τ(E)≤ σ(a j). Така, получаваме, че

Tω ⊨ r1(τ(Rk))≤ τ(Ci)&¬ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]&

&r1(τ(Rk))≤ τ(C j)&¬ElementRSuccessor1[P,σ(a j),τ(Rk)]&

&SameBranch[P,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)]&(σ(ai)≤lex
σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai)), т.е.

Tω ⊨ θ3[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)]

5-ти случай. Нека Rk ⪯A Ci и ¬(Rk ⪯A C j). В този случай, Ci и C j или са несрвани-
ми, илиC j ≺A Ci. И в двата варианта получаваме противоречие с факта, чеCi ⪯A C j.
Следователно, този случай е невъзможен.

6-ти случай.Нека ¬(Rk ⪯A Ci) и Rk ⪯A C j. АкоCi и Rk са несравними, ти иCi иC j ще
бъдат несравними, което е противоречие. Затова некаCi ⪯A Rk. Тогава от втора точ-
ка от дефиницията на τ щеимаме, че RSuccessor1[τ(Ci),τ(Rk)]. Следователно, за σ(ai)
имаме ElementRSuccessor1[P,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)].
От друга страна, имаме, че Rk ⪯A C j и Rk ⪯A Rk, откъдето пошеста точка от дефини-
цията на τ получаваме, че ¬(r1(τ(Rk))≤ τ(C j)), откъдето ¬(r1(τ(Rk))≤ σ(a j)).
Така, получаваме, че

Tω ⊨ ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]&¬(r1(τ(Rk))≤ σ(a j)), т.е.

Tω ⊨ θ4[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)]

6-ти случай. Нека Rk ⪯A Ci и Rk ⪯A C j. Аналогично на шестия случай, от това, че
Rk ⪯A Ci, Rk ⪯A C j иCi ⪯A C j, получаваме, че ¬(r1(τ(Rk)) ≤ σ(ai)) и ¬(r1(τ(Rk)) ≤ σ(a j)).
Също така, получаваме, че τ(Ci)≤ τ(C j).
Ако изберем τ(E) такова, че τ(E) ≤ σ(ai), то ще получим, че τ(E) ≤ τ(Ci) ≤ τ(C j), от-
където τ(E)≤ σ(a j). Следователно,

Tω ⊨ ∀z(P(z)&z≤ σ(ai)→ z≤ σ(a j))

От това, че τ(Ci)≤ τ(C j), както в четвърти случай, следва, че

Tω ⊨ σ(ai)≤lex
σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai)

Така, получаваме, че

Tω ⊨ ¬(r1(τ(Rk))≤ σ(ai))&¬(r1(τ(Rk))≤ σ(a j))&

&σ(ai)≤lex
σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai), т.е.

Tω ⊨ θ5[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)]

Окончателно, от всички случаи получаваме, че (z = τ(Rk))

Tω ⊨ ∃r(K̃(r)&r ≤ σ(ai)&r ≤ σ(a j)&
6∨

l=1

θl[P,Q,σ(ai),σ(a j),r])

51



(⇐) Нека Tω ⊨ FϕJσ [A1],...,σ [Am],σ(a1),...,σ(an)K[P, Q], т.е.

Tω ⊨ ∃r(K̃(r)&r ≤ σ(ai)&r ≤ σ(a j)&
6∨

l=1

θl[P,Q,σ(ai),σ(a j),r])

Нека r′ есвидетелзатовасъществуване.Щом K̃(r′)иP(r′), то r′= τ(Rk)занякое k≤α .
Също така, щом r′ ≤ σ(ai) и r′ ≤ σ(a j), то ai и a j се намират в дървото, от което сме
избрали Rk за корен, т.е. ai,a j ∈ Ak.
Формулите θl , 1≤ l ≤ 5, са взаимно изключващи се, а θ6 определя дали елементите
ai a j са в един и същи клъстер (ако това е така, то, разбира се, ai ≤A a j). Затова ще
разгледаме петте случая, като във всеки от тях е вярна по една формула θl .

1-ви случай.Нека Tω ⊨ θ1[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)], т.е.

Tω ⊨ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]&ElementRSuccessor1[P,σ(a j),τ(Rk)]&σ(a j)≤lex
σ(ai)

ЩомElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]иElementRSuccessor1[P,σ(a j),τ(Rk)], тоRSuccessor1[τ(Ci),τ(Rk)]
и RSuccessor1[τ(C j),τ(Rk)], т.е. τ(Ci) и τ(C j) са от вида τ(Rk)11...1. Също така, σ(a j) ≤lex

σ(ai), то τ(C j)≤lex τ(Ci). Предвидвидана τ(Ci)и τ(C j), получаваме, че τ(C j)≤ τ(Ci). Та-
ка, от третата точка от дефиницията на τ получаваме, чеCi ⪯A C j, а оттам и ai ≤A a j.

2-ри случай.Нека Tω ⊨ θ2[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)], т.е.

Tω ⊨ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]&r1(τ(Rk))≤σ(a j)&¬ElementRSuccessor1[P,σ(a j),τ(Rk)]&

&∀z(P(z)&RSuccessor1[z,τ(Rk)]&z≤ σ(a j)→ z≤ σ(ai))

Нека τ(D) е такова, че RSuccessor1[τ(D),τ(Rk)], τ(D)≤ τ(Rk) и

(⋆) ¬∃x(RSuccessor1[x,τ(Rk)]&x≤ τ(C j)&τ(D)< x)

•Имаме,чеElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)], откъдетоRSuccessor1[τ(Ci),τ(Rk)], къ-
детоот втора точкаот дефинициятана τ следва, чеCi ⪯A Rk. Аналогично,D⪯A Rk. По
допускане получаваме също, че τ(D) ≤ σ(ai), откъдето τ(D) ≤ τ(Ci). Така, от трета
точка от дефиницията на τ следва, чеCi ⪯A D (1).
•Имаме, че τ(D)≤ τ(C j)иRSuccessor1[τ(D),τ(Rk)]. Ако r1(τ(D))≤ τ(C j), получаваме

противоречие със (⋆). Значи, ¬(r1(τ(D))≤ τ(C j)). Тогава от четвърта точка от дефи-
ницията на τ получаваме, чеD⪯A C j (2).
От (1) и (2) получаваме, чеCi ⪯A C j, а оттам и ai ≤A a j.

3-ти случай.Нека Tω ⊨ θ3[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)], т.е.

Tω ⊨ r1(τ(Rk))≤ σ(ai)&¬ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]&

&r1(τ(Rk))≤ σ(a j)&¬ElementRSuccessor1[P,σ(a j),τ(Rk)]&

&SameBranch[P,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)]&(σ(ai)≤lex
σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai))

•Оттова,че¬ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]и¬ElementRSuccessor1[P,σ(a j),τ(Rk)]
следва, че ¬RSuccessor1[τ(Ci),τ(Rk)] и ¬RSuccessor1[τ(C j),τ(Rk)].
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•От това, че SameBranch[P,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)] имаме, че

∀z(P(z)&z≤ σ(ai)→ z≤ σ(a j))

Тогаващом P(τ(Ci)) и τ(Ci)≤ σ(ai)), то τ(Ci)≤ σ(a j), откъдето и τ(Ci)≤ τ(C j). Така, от
пета точка от дефиницията на τ получаваме, чеCi ⪯A C j, а оттам и ai ≤A a j.

4-ти случай.Нека Tω ⊨ θ4[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)], т.е.

Tω ⊨ ElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)]&¬(r1(τ(Rk))≤ σ(a j))

• Тривиално имаме, че ¬(r1(τ(Rk)) ≤ τ(Rk)). Също така,C j ∈ Ak, откъдето τ(Rk) ≤
τ(C j). Тогава пошеста точка от дефиницията на τ получаваме, че Rk ⪯A C j (1).
•ЩомElementRSuccessor1[P,σ(ai),τ(Rk)], тоRSuccessor1[τ(Ci),τ(Rk)]. Тогава от втора

точка от дефиницията на τ получаваме, чеCi ⪯A Rk (2).
Така, от (1) и (2) следва, чеCi ⪯A C j, а оттам и ai ≤A a j.

5-ти случай.Нека Tω ⊨ θ5[P,Q,σ(ai),σ(a j),τ(Rk)], т.е.

Tω ⊨ ¬(r1(τ(Rk))≤ σ(ai)&¬(r1(τ(Rk))≤ σ(a j))&∀z(P(z)&z≤ σ(ai)→ z≤ σ(a j))&

&σ(ai)≤lex
σ(a j)∨σ(a j)≤ σ(ai)

Тогава понеже P(τ(Ci)) и τ(Ci)≤ σ(ai), τ(Ci)≤ σ(a j). Отшеста точка от дефиницията
на τ получаваме, чеCi ⪯A C j, а оттам и ai ≤A a j.
Окончателно, във всички случаи получихме, чеA ⊨ ai ≤A a j. Следователно, изпъл-
нена е и обратната посока.
Останалите случаи виндукцията следват напълно аналогично, както в доказател-
ството на Твърдение 8.
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