
Изчислимостта в ефективни топологични

пространства допуска характеризация

чрез номерационни оператори

Нека 𝛿0, 𝛿1, 𝛿2, . . . е редицата от крайни подмножества на N, определена
чрез условието, че за всяко естествено число 𝑘 е в сила равенството

Q
𝑥> 𝛿𝑘

2𝑥 � 𝑘.

Дефиниция.Номерационен оператор се нарича изображение Θ на 𝒫�N�
в 𝒫�N�, за което съществува такова рекурсивно номеруемо подмножество𝑊
на N2, че за всяко 𝑆 от 𝒫�N� и всяко 𝑡 от N да е в сила равенството

Θ�𝑆� � �𝑡 ⋃︀§𝑘��𝑘, 𝑡� >𝑊 & 𝛿𝑘 b 𝑆��. (1)

Теорема. Нека X � �𝑋,𝒰� и Y � �𝑌,𝒱� са ефективни топологични
пространства, а 𝜃 � 𝐷 � 𝑌 , където 𝐷 b 𝑋. За да бъде изображението 𝜃�X,Y�-изчислимо, необходимо и достатъчно е да съществува такъв номе-
рационен оператор Θ, че за всяко 𝜉 в 𝐷 да е в сила равенството

𝒱
�1�𝜃�𝜉�� � Θ�𝒰�1�𝜉��.

Доказателство. За всяко 𝜉 от 𝐷 да положим 𝐴𝜉 � 𝒰
�1�𝜉�, 𝐵𝜉 � 𝒱

�1�𝜃�𝜉��.
Тогава 𝐴𝜉 x g и 𝐵𝜉 x g, като представянията на 𝜉 в X ще бъдат тоталните
номерации на множеството 𝐴𝜉, а представянията на 𝜃�𝜉� в Y ще всъщност
тоталните номерации на множеството 𝐵𝜉. При това положение ще имаме да
докажем, че за да съществува 𝜇-рекурсивен оператор от ℱ1 към ℱ1, който
за всяко 𝜉 от 𝐷 преобразува тоталните номерации на 𝐴𝜉 в тотални номера-
ции на 𝐵𝜉, необходимо и достатъчно е да съществува такъв номерационен
оператор Θ, че за всяко 𝜉 в 𝐷 да е в сила равенството

𝐵𝜉 � Θ�𝐴𝜉� (2)

Доказателство на необходимостта. Нека Γ е 𝜇-рекурсивен оператор от
ℱ1 към ℱ1, който за всяко 𝜉 от 𝐷 преобразува тоталните номерации на 𝐴𝜉

в тотални номерации на 𝐵𝜉. Да означим с 𝑊 множеството на онези двойки�𝑘, 𝑡� от N2, които удовлетворяват следното условие: съществуват естест-
вено число 𝑟 и функция 𝑔 � �0,1,2, . . . , 𝑟� � 𝛿𝑘, такива, че 𝑡 > rng�Γ�𝑔��.
Множеството 𝑊 е рекурсивно номеруемо. За да се убедим в това, доста-
тъчно е да покажем, че е рекурсивно номеруемо множеството 𝐻 на онези
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тройки �𝑘, 𝑡, 𝑟� от N3, за които 𝑡 > rng�Γ�𝑔�� при някой избор на функция
𝑔 � �0,1,2, . . . , 𝑟� � 𝛿𝑘. Можем да направим това, като използваме някоя
рекурсивна функция на две променливи 𝛼, пораждаща в следния смисъл
всевъзможните крайни редици от естествени числа: за всяка крайна реди-
ца 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑟 от естествени числа съществува такова естествено число
𝑎, че 𝛼�𝑎, 𝑖� � 𝑎𝑖 при 𝑖 � 0,1,2, . . . , 𝑟.1 При произволни естествени числа 𝑎
и 𝑟 нека 𝑔𝑎,𝑟 е функцията от �0,1,2, . . . , 𝑟� към N, определена с равенствата
𝑔𝑎,𝑟�𝑖� � 𝛼�𝑎, 𝑖�, 𝑖 � 0,1,2, . . . , 𝑟. Очевидно

𝐻 � ��𝑘, 𝑡, 𝑟� > N3 ⋃︀§𝑎 > N�¦𝑖 B 𝑟�𝛼�𝑎, 𝑖� > 𝛿𝑘�& 𝑡 > rng�Γ�𝑔𝑎,𝑟����.
Тъй като при всеки избор на естествените числа 𝑥 и 𝑘 имаме равенството

⃦ 𝑘

2𝑥
(︂ � 2 ⃦ 𝑘

2𝑥�1
(︂ � � 1 при 𝑥 > 𝛿𝑘,

0 в противен случай,

условието ¦𝑖 B 𝑟�𝛼�𝑎, 𝑖� > 𝛿𝑘� е еквивалентно на равенството
min
𝑖B𝑟

�⃦ 𝑘

2𝛼�𝑎,𝑖�
(︂ � 2 ⃦ 𝑘

2𝛼�𝑎,𝑖��1
(︂� � 1.

Поради това рекурсивната номеруемост на множеството 𝐻 ще бъде ясна,
ако покажем, че е рекурсивно номеруемо множеството на тройките �𝑡, 𝑎, 𝑟�
от N3, удовлетворяващи условието 𝑡 > rng�Γ�𝑔𝑎,𝑟��. Нека 𝛽 е частичната
функция на три променливи в N, която на всяка тройка �𝑎, 𝑟, 𝑖� от N3,
удовлетворяваща условието 𝑖 B 𝑟, поставя в съответствие числото 𝛼�𝑎, 𝑖�.
Тогава при всеки избор на естествените числа 𝑎 и 𝑟 имаме равенството
𝑔𝑎,𝑟 � 𝜆𝑖.𝛽�𝑎, 𝑟, 𝑖� и следователно Γ�𝑔𝑎,𝑟� � Γ�𝜆𝑖.𝛽�𝑎, 𝑟, 𝑖��. Тъй като функци-
ята 𝛽 е частично рекурсивна, едно свойство на 𝜇-рекурсивните оператори
позволява да твърдим, че е частично рекурсивна и функцията на три ар-
гумента 𝛾, дефинирана чрез равенството

𝛾�𝑎, 𝑟, 𝑠� � Γ�𝜆𝑖.𝛽�𝑎, 𝑟, 𝑖���𝑠�.
Понеже интересуващото ни множество от тройки е всъщност множество-
то ��𝑡, 𝑎, 𝑟� > N3 ⋃︀§𝑠 > N�𝑡 � 𝛾�𝑎, 𝑟, 𝑠���, неговата рекурсивна номеруемост
става ясна. След като по този начин доказахме рекурсивната номеруемост
на множеството 𝑊 , да разгледаме изображението Θ � 𝒫�N� � 𝒫�N�, дефи-
нирано чрез равенството (1). Това изображение е номерационен оператор.
Нека 𝜉 е произволен елемент на 𝐷. Ще покажем, че е изпълнено равенство-
то (2). Да предположим първо, че 𝑡 > 𝐵𝜉. Нека 𝑓 е някоя тотална номерация
на 𝐴𝜉. Тогава Γ�𝑓� е тотална номерация на 𝐵𝜉 и значи 𝑡 > rng�Γ�𝑓��. Ка-
то се възползваме от непрекъснатостта на оператора Γ, заключаваме, че

1Една такава функция 𝛼 е например определената посредством равенството

𝑎 � 1 � 𝑝
𝛼�𝑎,0�
0 𝑝

𝛼�𝑎,1�
1 𝑝

𝛼�𝑎,2�
2 . . . ,

където 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, . . . са последователните прости числа.
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𝑡 > rng�Γ�𝑔�� при 𝑔 � 𝑓 I �0,1,2, . . . , 𝑟� за някое естествено число 𝑟. Мно-
жеството rng�𝑔� е крайно и rng�𝑔� b rng�𝑓� � 𝐴𝜉. Избирайки естественото
число 𝑘 така, че 𝛿𝑘 � rng�𝑔�, осигуряваме, че �𝑘, 𝑡� > 𝑊 и 𝛿𝑘 b 𝐴𝜉. С това
е показано, че 𝑡 > Θ�𝐴𝜉�. Да предположим сега пък, че 𝑡 > Θ�𝐴𝜉�. В такъв
случай �𝑘, 𝑡� >𝑊 и 𝛿𝑘 b 𝐴𝜉 за някое 𝑘. Значи 𝑡 > rng�Γ�𝑔�� при някой избор
на естествено число 𝑟 и на функция 𝑔 � �0,1,2, . . . , 𝑟�� 𝛿𝑘. Функцията 𝑔 мо-
же да бъде продължена до някоя тотална номерация 𝑓 на множеството 𝐴𝜉.
Тогава rng�Γ�𝑔�� b rng�Γ�𝑓�� � 𝐵𝜉, следователно 𝑡 > 𝐵𝜉.

Доказателство на достатъчността. Нека Θ е такъв номерационен опе-
ратор, че за всяко 𝜉 в 𝐷 да е в сила равенството (2). Нека𝑊 е такова рекур-
сивно номеруемо подмножество на N2, че за всяко 𝑆 от 𝒫�N� и всяко 𝑡 от
N да е в сила равенството (1). Благодарение на рекурсивната номеруемост
на 𝑊 съществува такава рекурсивна функция на три аргумента 𝜒, че

𝑊 � ��𝑘, 𝑡� > N2 ⋃︀§𝑠�𝜒�𝑘, 𝑡, 𝑠� � 0��.
Да предположим на първо време, че 𝜉 > 𝐷 и 𝑓 е някоя тотална номерация
на множеството 𝐴𝜉. Тогава

𝐵𝜉 � �𝑡 ⋃︀§𝑘��𝑘, 𝑡� >𝑊 & 𝛿𝑘 b 𝐴𝜉�� � �𝑡 > N ⋃︀§𝑘, 𝑠 > N�𝜒�𝑘, 𝑡, 𝑠� � 0 & 𝛿𝑘 b 𝐴𝜉��
� �𝑡 > N ⋃︀§𝑘, 𝑠, 𝑟 > N�𝜒�𝑘, 𝑡, 𝑠� � 0 & 𝛿𝑘 b �𝑓�0�, 𝑓�1�, 𝑓�2�, . . . , 𝑓�𝑟����

�

)︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀]︀𝑡 > N
∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀
§𝑘, 𝑠, 𝑟 > N

�
�𝜒�𝑘, 𝑡, 𝑠� � Q𝑥> 𝛿𝑘 min

𝑖B 𝑟
⋃︀𝑥 � 𝑓�𝑖�⋃︀ � 0

�
�
[︀⌉︀⌉︀⌈︀⌉︀⌉︀⌊︀

�

)︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀]︀𝑡 > N
∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀§𝑘, 𝑠, 𝑟 > N

�
�𝜒�𝑘, 𝑡, 𝑠� �Q𝑥@𝑘 �⃦

𝑘

2𝑥
(︂ � 2 ⃦ 𝑘

2𝑥�1
(︂�min

𝑖B 𝑟
⋃︀𝑥 � 𝑓�𝑖�⋃︀ � 0

�
�
[︀⌉︀⌉︀⌈︀⌉︀⌉︀⌊︀

(последното равенство в тази верига от равенства следва от обстоятелство-
то, че всички числа от множеството 𝛿𝑘 са по-малки от 𝑘). Оттук се вижда,
че изброяване на елементите на множеството 𝐵𝜉 би могло да се осъщес-
тви по следния начин: разглеждаме последователно наредените четворки�𝑡, 𝑘, 𝑠, 𝑟� от N4 и вземаме първите членове на онези от тях, за които е из-
пълнено равенството

𝜒�𝑘, 𝑡, 𝑠� �Q
𝑥@𝑘

�⃦ 𝑘

2𝑥
(︂ � 2 ⃦ 𝑘

2𝑥�1
(︂�min

𝑖B 𝑟
⋃︀𝑥 � 𝑓�𝑖�⋃︀ � 0

(четворките, за които е изпълнено то, са безбройно много, защото вер-
ността му се запазва при увеличаване на 𝑟). Разбира се, последователно-
то разглеждане на наредените четворки от N4 може да се осъществи, ка-
то се използват рекурсивни функции на един аргумент 𝜏, 𝜅, 𝜎, 𝜌, за които��𝜏�𝑛�, 𝜅�𝑛�, 𝜎�𝑛�, 𝜌�𝑛�� ⋃︀𝑛 > N� � N4. Направените дотук разсъждения по-
казват, че 𝜇-рекурсивен оператор Γ от ℱ1 към ℱ1, който за всяко 𝜉 от 𝐷
преобразува тоталните номерации на 𝐴𝜉 в тотални номерации на 𝐵𝜉, може
да се дефинира чрез равенството

Γ�𝑓��𝑚� � 𝜏�𝜇𝑛(︀∆�𝑓��𝑚,𝑛� � 0⌋︀�,
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където изображението ∆ � ℱ1 � ℱ2 е дефинирано така:

∆�𝑓��𝑚,𝑛� � �𝑚 � 𝑛��
𝜒�𝜅�𝑛�, 𝜏�𝑛�, 𝜎�𝑛�� � Q

𝑥@𝜅�𝑛�

�⧸︀𝜅�𝑛�
2𝑥

)︂ � 2 ⧸︀𝜅�𝑛�
2𝑥�1

)︂� min
𝑖B𝜌�𝑛�

⋃︀𝑥 � 𝑓�𝑖�⋃︀.
j
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