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Ïðåãëåä
Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè (Ðè÷òúð)

Ñïåêòðè íà ñòðóêòóðè (Ðè÷òúð)

Äåôèíèöèÿ (Ðè÷òúð)

D+(B) - äèàãðàìàòà íà ñòðóêòóðàòà B.

Ñïåêòúð íà ñòðóêòóðàòà A

DgSp(A) = {dT(D+(B)) | B ∼= A}

Êàçâàìå, ÷å d å ñòåïåí çà DgSp(A), àêî d å íàé-ìàëêàòà
ñòåïåí â DgSp(A)

Ë. Ðè÷òúð [1981].

Äæ. Íàéò [1986].

Àø, Äæîêóø, Äàóíè, Ñëåìàí, Ñîñêîâ.
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Íîìåðàöèÿ íà ñòðóêòóðà

Íåêà A = (N;R1, . . . ,Rk, =, 6=) å èçáðîèìà ñòðóêòóðà.

Íîìåðàöèÿ f íà A å òîòàëíî èçîáðàæåíèå îò N âúðõó N.
çà âñÿêî A ⊆ Na íåêà
f−1(A) = {〈x1 . . . xa〉 : (f(x1), . . . , f(xa)) ∈ A}.
f−1(A) = f−1(R1)⊕ · · · ⊕ f−1(Rk)⊕ f−1(=)⊕ f−1(6=).
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Ñïåêòðè íà Ñòðóêòóðè

Äåôèíèöèÿ

Ñïåêòúð íà ñòðóêòóðàòà A å ìíîæåñòâîòî

DS(A) = {de(f−1(A)) | f å íîìåðàöèÿ íà A}.

Äåôèíèöèÿ

Êî-ñïåêòúð íà A å ìíîæåñòâîòî

CS(A) = {b : (∀a ∈ DS(A))(b ≤ a)}.
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Äåôèíèöèÿ

Íåêà A ⊆ De. A å çàòâîðåíî íàãîðå îòíîñíî òîòàëíè ñòåïåíè,
àêî

a ∈ A, b å òîòàëíà è a ≤ b⇒ b ∈ A.

Ñïåêòðèòå ñà çàòâîðåíè íàãîðå îòíîñíî òîòàëíè ñòåïåíè.

Îáùè ñâîéñòâà íà çàòâîðåíèòå íàãîðå ìíîæåñòâà îò
ñòåïåíè.

Ñïåöèôè÷íè ñâîéñòâà:

Òåîðåìà çà ìèíèìàëíè äâîéêè;

Òåîðåìà çà êâàçèìèíèìàëíà ñòåïåí.
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B = {Bn}n<ω å ðåäèöà îò ìíîæåñòâà.
Ñêîê ðåäèöà P(B) = {Pn(B)}n<ω:
1 P0(B) = B0

2 Pn+1(B) = (Pn(B))′ ⊕ Bn+1

Äåôèíèöèÿ

Çà âñåêè äâå ðåäèöè A = {An}n<ω è B = {Bn}n<ω êàçâàìå, ÷å
A ≤ω B, àêî An ≤e Pn(B) ðàâíîìåðíî ïî n

Òåîðåìà (Ñîñêîâ, Êîâà÷åâ)

A ≤ω B, àêî çà âñÿêî òîòàëíî ìíîæåñòâî X, àêî Bn ≤e X
(n)

ðàâíîìåðíî ïî n, òî An ≤e X
(n) ðàâíîìåðíî ïî n
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Äà îçíà÷èì A ↑ ω = {A, ∅, . . . , ∅, . . . }.

Äåôèíèöèÿ

D1 = {dω(A ↑ ω) | A ⊆ N}.

Òâúðäåíèå

A ↑ ω ≤ω B ↑ ω ⇐⇒ A ≤e B

Òâúðäåíèå

DT
∼= D+

e ⊆ De
∼= D1 ⊆ Dω
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Çà âñÿêî D ⊆ De íåêà

co(D) = {b | b ∈ Dω & (∀a ∈ D)(b ≤ω a)}.

A ⊆ B⇒ co(B) ⊆ co(A)

Äåôèíèöèÿ (Ñîñêîâ)

ω-ñïåêòúð íà A å ìíîæåñòâî
DS(A) = {de(f−1(A)) | f å íîìåðàöèÿ íà A}

Äåôèíèöèÿ

ω-êî-ñïåêòúð íà A å ìíîæåñòâîòî CS(A) = co(DS(A))
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Òâúðäåíèå

Çà ïðîèçâîëíî íåïðàçíî ìíîæåñòâî A ⊆ De è âñÿêî
åñòåñòâåíî ÷èñëî k > 0, ñúùåñòâóâà íîìåðàöèîííà ñòåïåí b
òàêàâà, ÷å co(A) ⊂ co(Ab,k), êúäåòî:

Ab,k = {a : a ∈ A & b ≤e a
(k)}.

Ñëåäñòâèå

Íåêà k > 0. Ñúùåñòâóâà b ∈ DSk(A), òàêîâà ÷å
CS(A) 6= co({a | a ∈ DS(A) & a(k) = b})
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Íåêà B = {Bn}n<ω å ôèêñèðàíà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà.
Íîìåðàöèÿòà f íà A å äîïóñòèìà îòíîñíî ðåäèöàòà B, àêî çà
âñÿêî n,

f−1(Bn) ≤e f
−1(A)(n) ðàâíîìåðíî ïî n

E(A,B) - êëàñúò íà âñè÷êè äîïóñòèìè íîìåðàöèè.

Äåôèíèöèÿ

ω- ñïåêòúð íà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî B = {Bn}n<ω å
ìíîæåñòâîòî

DS(A,B) = {de(f−1(A)) | f ∈ E(A,B)}
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Ëåìà

Àêî F å òîòàëíî ìíîæåñòâî, f ∈ E(A,B) è f−1(A) ≤e F, òîãàâà
ñúùåñòâóâà äîïóñòèìà íîìåðàöèÿ g ∈ E(A,B), òàêàâà ÷å

1 g−1(A) ≡e F⊕ f−1(A) ≡e F;

2 g−1(B) ≤e F⊕ f−1(B), çà âñÿêî B ⊆ N.

Ñëåäñòâèå

DS(A,B) å çàòâîðåí íàãîðå îòíîñíî òîòàëíè å-ñòåïåíè.
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Äåôèíèöèÿ

k-òè ñêîê ω-ñïåêòúð íà A îòíîñíî B

DSk(A,B) = {a(k) | a ∈ DS(A,B)}.

Òâúðäåíèå

DSk(A,B) å çàòâîðåí íàãîðå îòíîñíî òîòàëíè ñòåïåíè.
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Êî-ñïåêòðè

Çà âñÿêî D ⊆ De íåêà
co(D) = {b | b ∈ Dω & (∀a ∈ D)(b ≤ω a)}.

Äåôèíèöèÿ

ω-êî-ñïåêòúð íà A îòíîñíî B å ìíîæåñòâîòî

CS(A,B) = co(DS(A,B))

Äåôèíèöèÿ

k-òè ω-êî-ñïåêòúð íà A îòíîñíî B å ìíîæåñòâîòî

CSk(A,B) = co(DSk(A,B)).
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Σ+
n ôîðìóëè

1 Åëåìåíòàðíà Σ+
0
ôîðìóëà ñúñ ñâîáîäíè ïðîìåíëèâè

èçìåæäó W1, . . . ,Wr å ∃YΦ(W,Y) , êúäåòî Φ å êðàéíà
êîíþíêöèÿ îò àòîìàðíè ôîðìóëè îò L ∪ {P0};

2 Σ+
n ôîðìóëà å c.e. äèçþíêöèÿ îò åëåìåíòàðíè Σ+

n

ôîðìóëè â åçèêà L ∪ {P0,P1, . . . ,Pn};
3 Åëåìåíòàðíà Σ+

n+1
ôîðìóëà å ôîðìóëà îò âèäà

∃YΦ(W,Y) , êúäåòî Φ å êðàéíà êîíþíêöèÿ îò àòîìè îò
âèäà Pn+1(Yi) èëè Pn+1(Wi) è Σ+

n ôîðìóëè èëè
îòðèöàíèÿ íà Σ+

n ôîðìóëè ñúñ ñâîáîäíè ïðîìåíëèâè
èçìåæäó W,Y â åçèêà L ∪ {P0, . . . ,Pn}.
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Íîðìàëíà ôîðìà

Äåôèíèöèÿ

Ðåäèöàòà A = {An}n<ω å ôîðìóëíî k-îïðåäåëèìà â A

îòíîñíî B, àêî ñúùåñòâóâà ðåêóðñèâíà ðåäèöà îò ôîðìóëè
{Φγ(n,x)(W1, . . . ,Wr)}n,x<ω, òàêàâà ÷å çà âñÿêî n, Φγ(n,x) å
Σ+
n+k

ôîðìóëà è åëåìåíòè t1, . . . , tr íà N, òàêèâà ÷å:

x ∈ An ⇐⇒ (A,B) |= Φγ(n,x)(W1/t1, . . . ,Wr/tr)

Òåîðåìà

Ðåäèöàòà A å ôîðìóëíî k-îïðåäåëèìà â A îòíîñíî B, ò. ò. ê.
dω(A) ∈ CSk(A,B).
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ω- Ñïåêòðè íà Ñòðóêòóðè îòíîñíî B = {Bn}n<ω

Ñâîéñòâà íà ω ñïåêòðè
Ñâîéñòâà íà ω ñïåêòðè

Îáùè ñâîéñòâà íà çàòâîðåíè íàãîðå ìíîæåñòâà îò ñòåïåíè

Îáùè ñâîéñòâà íà çàòâîðåíè íàãîðå ìíîæåñòâà îò
ñòåïåíè

Òâúðäåíèå

CS(A,B) = co({a | a ∈ DS(A,B) & a å òîòàëíà e-ñòåïåí}).

Òâúðäåíèå

Ñúùåñòâóâà c ∈ DSn(A,B), òàêàâà ÷å:

CS(A,B) 6= co({a | a ∈ DS(A,B) & a(n) = c}).
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ω- Ñïåêòðè íà Ñòðóêòóðè
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Ñâîéñòâà íà ω ñïåêòðè
Ñâîéñòâà íà ω ñïåêòðè

Ðåëàòèâíè Ñïåêòðè
ÒÅÎÐÅÌÀ ÇÀ ÌÈÍÈÌÀËÍÀ ÄÂÎÉÊÀ
ÊÂÀÇÈÌÈÍÈÌÀËÍÀ ÑÒÅÏÅÍ

Ðåëàòèâíè ñïåêòðè (1)

Íîìåðàöèÿòà f íà A å äîïóñòèìà îòíîñíî A1, . . . ,Ak, àêî çà
âñÿêî n ≤ k,

f−1(An) ≤e f
−1(A)(n)

Äåôèíèöèÿ

Ðåëàòèâíèÿ ñïåêòúð íà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî ñòðóêòóðèòå
A1, . . . ,An å ìíîæåñòâîòî

RS(A, A1, . . . ,An) = {de(f−1(A)) | f ∈ E(A, A1, . . .An)}

Òâúðäåíèå (êî-ñïåêòúð â De)

CRSk(A, A1, . . . ,An) = CRSk(A, A1, . . . ,Ak), k ≤ n
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Ðåëàòèâíè ñïåêòðè â (2)

Äåôèíèöèÿ

Ðåëàòèâíèÿ ω-êî-ñïåêòúð íà ñòðóêòóðàòà A îòíîñíî
ñòðóêòóðèòå A1, . . . ,An å ìíîæåñòâîòî

CRSk(A, A1, . . . ,An) = co(DSk(A, A1, . . . ,An))

Òâúðäåíèå

Ñúùåñòâóâàò ñòðóêòóðè A è B òàêèâà, ÷å
CS(A) 6= CRS(A, B)

Ïîíÿòèåòî çà ω-ñïåêòúð å îáîáùåíèå íà ðåëàòèâíèÿ
ω-ñïåêòúð, çàùîòî RS(A, A1, . . . ,An) = DS(A,B), êúäåòî
B = {Bk}k<ω, B0 = ∅, Bk = D(Ak) çà 0 < k ≤ n è Bk = ∅ çà
âñÿêî k > n.
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Èäåàëè

Äåôèíèöèÿ

Íåêà I å èäåàë â D, àêî
1 x ∈ I, òîãàâà çà âñÿêî y ≤ω x, òî y ∈ I;
2 x, y ∈ I⇒ x⊕ y ∈ I;

Òåîðåìà (Ñîñêîâ)

Çà âñåêè èçáðîèì èäåàë I â Deñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà A

òàêàâà, ÷å I = CS(A)

Òåîðåìà (Ãàí÷åâ)

Íåêà I äà áúäå èçáðîèì èäåàë â Dω. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò
òîòàëíè ñòåïåíè f, g ∈ D1 òàêà, ÷å
I = I(f) ∩ I(g)⇒ I(n) = I(f(n)) ∩ I(g(n))
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Òåîðåìà çà ìèíèìàëíà äâîéêà

Òåîðåìà

Çà âñÿêà ñòðóêòóðà A è çà âñÿêà ðåäèöà B, ñüùåñòâóâàò
òîòàëíè e-ñòåïåíè f è g â DS(A,B), òàêèâà ÷å çà âñÿêà
ω-íîìåðàöèîííà ñòåïåí a è k ∈ N:

a ≤ω f(k) & a ≤ω g(k) ⇒ a ∈ CSk(A,B) .

Ñëåäñòâèå

CSk(A,B) å íàé-ìàëêèÿò èäåàë ñúäúðæàù âñè÷êè k-òè
ω-ñêîêîâå íà åëåìåíòè íà CS(A,B).
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Êâàçèìèíèìàëíà ñòåïåí

Ñîñêîâ Åäíà e-ñòåïåí q0 å êâàçèìèíèìàëíà îòíîñíî DS(A), àêî

q0 6∈ CS(A);

çà âñÿêà òîòàëíà e-ñòåïåí a: a ≥ q0 ⇒ a ∈ DS(A) è

çà âñÿêà òîòàëíà e-ñòåïåí a: a ≤ q0 ⇒ a ∈ CS(A).

Òåîðåìà

Çà âñÿêà ñòðóêòóðà A è çà âñÿêà ðåäèöà B, ñúùåñòâóâà
F ⊆ N, òàêîâà ÷å q = dω({F, ∅, ∅, . . . }) è:

1 q 6∈ CS(A,B);

2 Àêî a å òîòàëíà e-ñòåïåí è a ≥ω q, òî a ∈ DS(A,B)

3 Àêî a å òîòàëíà e-ñòåïåí è a ≤ω q, òî a ∈ CS(A,B).
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Âúïðîñè

1 Âÿðíî ëè å, ÷å çà âñåêè èçáðîèì èäåàë I ñúùåñòâóâà
ñòðóêòóðà A òàêàâà, ÷å I = CS(A)?

2 Âÿðíî ëè å, ÷å çà âñåêè èçáðîèì èäåàë I ñúùåñòâóâà
ñòðóêòóðà A è ω-ðåäèöà B òàêèâà, ÷å I = CS(A,B)?

3 Çà âñÿêà ñòðóêòóðà A è âñÿêà ðåäèöà B, äàëè
ñúùåñòâóâà ñòðóêòóðà B, òàêàâà ÷å DS(B) = DS(A,B)?

Çàá: Ñúùåñòâóâàò ñòðóêòóðà A è ðåäèöà B òàêèâà, ÷å
DS(A) 6= DS(A,B)
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