
Ãëàâà 2

ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍÈ ÌÎÄÅËÈ

(ÌÎÄÅËÈÐÀÍÅ Ñ ÏÎÌÎÙÒÀ ÍÀ ÎÁÈÊÍÎÂÅÍÈ

ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÀËÍÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß)

Â òàçè ãëàâà ùå âúâåäåì è îáñúäèì íÿêîè îò íàé-ïðîñòèòå êëàñè-

÷åñêè ìîäåëè, ñâúðçàíè ñ ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà, ðàçïðîñòðàíåíèå-

òî íà åïèäåìèè, õèìè÷åñêèòå ðåàêöèè è äð. Ìîäåëèòå ñà ÷èñòî ôåíî-

ìåíîëîãè÷íè â ñìèñúë, ÷å òå íå èçèñêâàò îñìèñëÿíå íà ñïåöèôèêàòà è

äåòàéëèòå íà ðàçãëåæäàíèòå ïðîöåñè è ÿâëåíèÿ. Âìåñòî òîâà ñå ïîñòó-

ëèðà, ÷å ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà ïàðàìåòðèòå íà ñúñòîÿíèå ñà ïðîñòè

è èíòóèòèâíî ïðàâäîïîäîáíè ôóíêöèè íà òåçè ïàðàìåòðè, ñúäúðæàùè
êîåôèöèåíòè (ïàðàìåòðè íà ñèñòåìàòà), êîèòî ñëåäâà äà ñå îïðåäåëÿò

äîïúëíèòåëíî ïî åäèí èëè äðóã íà÷èí (íàïðèìåð, åêñïåðèìåíòàëíî).

Êàòî ðåçóëòàò ìîäåëèòå ñå ôîðìóëèðàò ñ ïîìîùòà íà îáèêíîâåíè äèôå-

ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Çàòîâà è åëåìåíòàðíîòî ìîäåëèðàíå, ðàçãëåäàíî

â òàçè ãëàâà, ñå íàðè÷à ÷åñòî ìîäåëèðàíå ñ ïîìîùòà íà îáèêíîâåíè äè-

ôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. (Â çàïàäíàòà ëèòåðàòóðà ñå èçïîëçâà è òåðìè-

íà ,,ôîðìóëèðàíå íà ìîäåëè îò äóìè`̀ (formulating models from words),

ñìèñúëúò íà êîéòî áè òðÿáâà äà ñòàíå ÿñåí îò òåêñòà ïî-äîëó, âæ. ïî-

ñïåöèàëíî � 3.1.)

Öåíòðàëíî ìÿñòî â ãëàâàòà ùå çàåìàò ìîäåëèòå íà íà ïîïóëàöèîí-

íàòà äèíàìèêà. Íåèí ïðåäìåò å èçó÷àâàíåòî íà áèîëîãè÷åñêèòå îáù-
íîñòè, ñúñòîÿùè ñå îò åäèí èëè íÿêîëêî áèîëîãè÷åñêè âèäà. Öåëòà, ïî-

íå â ðàçãëåæäàíèòå êëàñè÷åñêè ìîäåëè, å â ÷èñòî ôåíîìåíîëîãè÷íîòî

ìîäåëèðàíå íà âëèÿíèåòî íà îêðúæàâàùàòà ñðåäà è íà ðàçíîîáðàçèåòî

íà âçàèìîäåéñòâèÿòà ìåæäó âèäîâåòå. Êëàñè÷åñêèòå ìîäåëè ñà äåëî íà

Ôåðõóëñò (1838), Ëîòêà (1925) (êîéòî å áèîôèçèê) è ïðåäè âñè÷êî íà

Âîëòåðà (1926), ìàêàð ÷å èíòåðåñúò êúì ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà ñå å

ïîÿâèë îùå â íà÷àëîòî íà 19-èÿ âåê êàòî ðåàêöèÿ íà èçâåñòíèÿ òðóä íà

Ìàëòóñ (1798).

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å ïî ïðèíöèï è êëàñè÷åñêàòà äèíàìèêà íà ìà-

òåðèàëíà òî÷êà ìîæå äà ñå ïðè÷èñëè êúì ìîäåëèðàíåòî ñ ïîìîùòà íà

îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Òîâà å î÷åâèäíî îò ñúîòíîøåíè-
ÿòà (1.5), îïèñâàùè äâèæåíèåòî íà òî÷êàòà, êîèòî î÷åâèäíî ïðåäñòàâëÿ-
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âàò ñèñòåìà îò òàêèâà óðàâíåíèÿ. Íåùî ïîâå÷å, äèíàìèêàòà íà ìàòåðè-
àëíà òî÷êà ñúùî ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà êàòî ,,ìîäåë îò äóìè`̀ èìåííî,

îò äóìèòå ,,êàêâàòî å ñèëàòà, òàêîâà å è óñêîðåíèàòî`̀ (ïðè ïîñòîÿííà

ìàñà íà òî÷êàòà). Âúïðåêè òîâà äèíàìèêàòà íà òî÷êà å íåóìåñòíî äà ñå

ðàçãëåæäà òóê ïîíå ïî äâå ïðè÷èíè. Ïúðâàòà è îñíîâíàòà ñå ñúñòîè â

òîâà, ÷å çàä íåÿ ñòîè ôóíäàìåíòàëåí ïðèðîäåí çàêîí � âòîðèÿ çàêîí íà

Íþòîí (1.5). Åëåìåíòàðíèòå ìîäåëè, ðàçãëåæäàíè ïî-äîëó, ñå áàçèðàò îò

äðóãà ñòðàíà íà ÷èñòî åâðèñòè÷íè è åìïèðè÷íè ñúîòíîøåíèÿ, çàä êîèòî

íå ñòîè íèùî ôóíäàìåíòàëíî, à èçïîëçâàíåòî èì ñå îïðàâäàâà åäèíñò-

âåíî ñ òîâà, ÷å òå âîäÿò äî ñìèñëåíè çàêëþ÷åíèÿ. Âòîðàòà ïðè÷èíà å

â òîâà, ÷å ïîäðîáíîòî èçó÷àâàíå íà äèíàìèêàòà íà ìàòåðèàëíà òî÷êà å

÷àñò îò êëàñè÷åñêàòà àíàëèòè÷íà ìåõàíèêà è å èçëîæåíà â ìíîæåñòâî
ïðåâúçõîäíè ñú÷èíåíèÿ.

� 3. Çàêîí íà Ìàëòóñ è ðàçëè÷íèòå ìó èíòåðïðåòàöèè

� 3.1. Êîåôèöèåíò íà ïðèðàñò. Çàêîí íà Ìàëòóñ. Íåêà N =

N(t) å áðîÿò íà èíäèâèäèòå â äàäåíà áèîëîãè÷íà ïîïóëàöèÿ. Ñ÷èòàìå,

÷å N å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî, çà äà ðàçãëåæäàìå N(t) êàòî íåïðåêúñíà-

òà ôóíêöèÿ, èãíîðèðàéêè î÷åâèäíèÿ ôàêò, ÷å ðåàëíî N ïðèåìà ñàìî

äèñêðåòíè ñòîéíîñòè. Îñíîâíîòî ïðåäïîëîæåíèå íà ìîäåëà íà Ìàëòóñ

ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å íàðàñòâàíåòî dN íà áðîÿ íà èíäèâèäèòå çà âðåìå
dt å ïðîïîðöèîíàëíî íà òîçè áðîé

dN � N ; (3.1)

ò. å.

dN = "N dt ;
dN

dt
= "N : (3.2)

Çàáåëåæåòå, êàê äóìèòå ,,íàðàñòâàíåòî å ïðîïîðöèîíàëíî íà áðîÿ íà èí-

äèâèäèòå çàïèñàíè ìàòåìàòè÷åñêè`̀ , ,,ïîðàæäàò ìîäåëà`̀ (3.2). Ïî ñúùà-

òà ñõåìà (,,ìîäåëè îò äóìè`̀ ) ùå âúâåäåì è âñè÷êè îñòàíàëè ìîäåëè â

òàçè ãëàâà.

Ïàðàìåòúðúò " â (3.2) ñå íàðè÷à êîåôèöèåíò íà ïðèðàñò èëè ðåïðî-

äóêòèâåí ïîòåíöèàë (fertility coefficient) è ïðåäñòàâëÿâà îñíîâíà õàðàê-

òåðèñòèêà íà ïîïóëàöèÿòà. Àêî ïðåäñòàâèì " âúâ âèäà

" =
dN=N

dt
; (3.3)
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âèæäàìå, ÷å òîçè ïàðàìåòúð ïðåäñòàâëÿâà îòíîñèòåëíîòî íàðàñòâàíå
(dN=N) íà ïîïóëàöèÿòà çà åäèíèöà âðåìå. Îòòóê ñëåäâà, ÷å ðàçìåðíîñò-

òà íà " å ,,åäèíèöà âúðõó âðåìå`̀

["] = T�1 : (3.4)

Â îáùèÿ ñëó÷àé " = "(t;N), à â íàé-ïðîñòèÿ " = const. Òîãàâà, àêî

N = N0 â íà÷àëíèÿ ìîìåíò t = 0, òî ðåøåíèåòî íà äèôåðåíöèàëíîòî

óðàâíåíèå (3.2) å

N = N(t) = N0 e
"t : (3.5)

Òîâà ðåøåíèå ñúîòâåòñòâà íà åêñïîíåíöèàëåí ðúñò íà ïîïóëàöèÿòà (çà-

êîí íà Ìàëòóñ, 1798).

Äà îòáåëåæèì, ÷å êîíñòàíòàòà " å ñâúðçàíà ïî ïðîñò íà÷èí ñ âðåìåòî

T çà óäâîÿâàíå íà ïîïóëàöèÿòà, êîåòî å õàðàêòåðíîòî âðåìå çà ìîäå-

ëà. Ïî-òî÷íî, àêî â èíòåðâàëà (t; t + T ) ÷èñëåíîñòòà íà ïîïóëàöèÿòà ñå

óâåëè÷è äâà ïúòè, òî

T =
ln2

"
: (3.6)

Ôóíäàìåíòàëíîòî çàêëþ÷åíèå, êîåòî Ìàëòóñ èçâåæäà îò çàêîíà (3.5),

ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å ÷îâå÷åñòâîòî (êàòî áèîëîãè÷íà ïîïóëàöèÿ) ìîæå äà

ñúùåñòâóâà ñàìî àêî ïåðèîäèòå íà åêñïîíåíöèàëåí ðúñò ñå ïðåêúñâàò îò

ïåðèîäè íà êàòàñòðîôàëíè áåäñòâèÿ, ò. íàð. ìàëòóñèàíñêè êàòàñòðîôè10

(åïèäåìèè èëè âîéíè).

Óïðàæíåíèå 3.1. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å íàñåëåíèåòî íà çåìÿòà N(t) ñå

ïîä÷èíÿâà íà çàêîíà íà Ìàëòóñ (3.2). Â ìîìåíò t = 0 (1650 ã.) íàñåëå-

íèåòî å 6 � 108 (600 ìèëèîíà), à â ìîìåíò t = 300 (1950 ã.) å 2; 8 � 109 (2,8

ìèëèàðäà). Íàìåðåòå

à) Êîåôèöèåíòúò íà ïðèðàñò íà ÷îâå÷åñòâîòî;

á) Àêî çåìÿòà íå ìîæå äà èçõðàíè ïîâå÷å îò 25 � 109 (25 ìèëèàðäà)

äóøè, êîãà íàé-êúñíî ùå íàñòúïè ìàëòóñèàíñêàòà êàòàñòðîôà ?

Îòãîâîð: à) " � 0; 01243; á) â 2376 ãîä.

Àêî êîåôèöèåíòúò " â (3.5) å îòðèöàòåëåí, " < 0, ïîëàãàìå � = �".

Òîãàâà
dN

dt
= ��N ; ò. å. N = N(t) = N0 e

��t ; (3.7)

10Òîìàñ Ìàëòóñ (1766 � 1834) å àíãëèéñêè èêîíîìèñò, êîéòî ïðúâ çàáåëÿçâà, ÷å ìíî-

ãî áèîëîãè÷íè ïîïóëàöèè ñå óâåëè÷àâàò ñúñ ñêîðîñò, ïðîïîðöèîíàëíà íà ÷èñëåíîñòòà

íà ïîïóëàöèÿòà. Îðèãèíàëíàòà åñå íà Ìàëòóñ îò 1798 ã. å ïðåïå÷àòâàíî ìíîãîêðàòíî,

âæ., íàïðèìåð, [22]. Ðàçñúæäåíèÿòà ìó çà ò. íàð. äíåñ ìàëòóñèàíñêè êàòàñòðîôè ñà

ïðåäèçâèêàëè øèðîê îòçâóê è äèñêóñèÿ ïðåç 19-òè âåê.
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êîåòî ñúîòâåòñòâà íà åêñïîíåíöèàëíî íàìàëÿâàíå íà ïîïóëàöèÿòà. Ïàðà-
ìåòúðúò � â òîçè ñëó÷àé ñå íàðè÷à êîåôèöèåíò íà ñìúðòíîñò (mortality

coefficient). Ïðè òîâà, àíàëîãè÷íî íà (3.6)

T =
ln2

�
; (3.8)

êúäåòî T å âðåìåòî, çà êîåòî ïîïóëàöèÿòà íàìàëÿâà äâà ïúòè.

� 3.2. ,,Ôèíàíñîâà`̀ èíòåðïðåòàöèÿ íà ìîäåëà íà Ìàëòóñ. Ëèõ-

âà è èíôëàöèÿ. ,,Ôèíàíñîâà`̀ èíòåðïðåòàöèÿ íà ìîäåëà íà Ìàëòóñ (3.2)

ìîæå äà ïîòúðñèì ïðè íàðàñòâàíåòî íà áàíêîâ âëîã. Òóê

dQ = `Qdt ; (3.9)

êúäåòî ` å ëèõâàòà, à Q å ãîëåìèíàòà íà âëîãà, dQ å íàðàñòâàíåòî íà

âëîãà çà âðåìå dt. Â òîçè êîíòåêñò ìîäåëúò (3.9) å ðåàëèñòè÷åí, ñàìî àêî

áàíêàòà íà÷èñëÿâà ëèõâà íåïðåêúñíàòî. Ïðàêòèêàòà, îáà÷å, å ëèõâàòà äà

ñå íà÷èñëÿâà ,,äèñêðåòíî`̀ , ò. å. çà îïðåäåëåí ïåðèîä îò âðåìå (íàïðèìåð,

â êðàÿ íà âñÿêà êàëåíäàðíà ãîäèíà). Ïðîñò àíàëèç ùå ïîêàæå çàùî òîâà

å ïî-èçãîäíî çà áàíêèòå.

Àêî ëèõâàòà ñå íà÷èñëÿâà íåïðåêúñíàòî, òî âëîãúò íàðàñòâà åêñïî-
íåíöèàëíî Q(t) = Q0 exp(`t), âæ. (3.5), è ñëåä n ãîäèíè ãîëåìèíàòà ìó

ùå áúäå

Qn = Q(n) = Q0 e
`n : (3.10)

Àêî ïúê ëèõâàòà ñå íà÷èñëÿâà â êðàÿ íà âñÿêà ãîäèíà, ãîëåìèíàòà íà

âëîãà ñëåä n ãîäèíè å
eQn = Q0(1 + `)n : (3.11)

Íî

e
`n > (1 + `)n (3.12)

(íåðàâåíñòâîòî íà Áåðíóëè) è çàòîâà

Qn > eQn :

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî îáÿñíÿâà çàùî áàíêèòå íà÷èñëÿâàò ëèõâàòà íà

,,äèñêðåòíè`̀ ïîðöèè.

Óïðàæíåíèå 3.2. Àêî ãîäèøíàòà ëèõâà å 5%, ïðåñìåòíåòå îòíîøå-

íèåòî Qn= eQn ñëåä 5 è ñëåä 10 ãîäèíè. Îòãîâîð: 1,006; 1,012.
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,,Ôèíàíñîâà`̀ èíòåðïðåòàöèÿ íà ìîäåëà íà Ìàëòóñ (3.7) ïðè îòðèöà-
òåëåí êîåôèöèåíò íà âúçïðîèçâîäñòâî å ñâúðçàí, íàïðèìåð, ñ íàìàëÿâà-

íåòî dQ íà ðåàëíàòà ñòîéíîñò íà äàäåíà ñóìà Q â ñëåäñòâèå íà èíôëàöèÿ

dQ = ��Qdt ; � =
jdQ=Qj

dt
:

Ñ äðóãè äóìè, � ïîêàçâà êàêâà ÷àñò îò ñóìàòà ñå ,,èçÿæäà`̀ îò èíôëàöè-

ÿòà çà åäèíèöà âðåìå, ñð. ñ (3.3). (Äà íàïîìíèì, ÷å �, êàêòî è ëèõâàòà,

ñå ìåðè â ïðîöåíòè òàêà ÷å, íàïðèìåð, � = 0; 05 ñúîòâåòñòâà íà ïåò ïðî-

öåíòîâà èíôëàöèÿ.)

Â åäíî èíôëàöèîííî îáêðúæåíèå èíôëàöèÿòà äåéñòâà íåïðåêúñíàòî

è çàòîâà, ñúãëàñíî (3.7)

Q = Q0 e
��t : (3.13)

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èíôëàöèÿòà ,,ñòîïÿâà`̀ åêñïîíåíöèàëíî âñåêè êàïèòàë,

íåçàâèñèìî îò íåéíèÿ ïðîöåíò.

Ïðè èíôëàöèÿ äúðæàâàòà ñå ñòðåìè äà êîìïåíñèðà äîõîäèòå êàòî

óâåëè÷àâà çàïëàòèòå íà ,,äèñêðåòíè`̀ ïîðöèè (âñåêè øåñò ìåñåöà èëè â

êðàÿ íà ãîäèíàòà). Àêî Q0 å äîõîäúò â íà÷àëîòî íà ïåðèîäà, òî ðåàëíàòà

ìó ñòîéíîñò â êðàÿ ùå áúäå Q0 exp(��), âæ. (3.13), à ñëåä èíäåêñàöèÿòà

å Q0(1 + �) exp(��), àêî ïîñëåäíàòà å ðàâíà íà ïðîöåíòà íà èíôëàöèÿ

(êîåòî å îáè÷àéíàòà ïðàêòèêà). Íî

Q0(1 + �)e�� < Q0 ; (3.14)

ñúãëàñíî íåðàâåíñòâîòî íà Áåðíóëè, âæ. (3.12). Èçâîäúò, êîéòî ìîæåì
äà íàïðàâèì îò (3.14) ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å â èíôëàöèîííî îáêðúæåíèå

èíäåêñàöèÿ íà äîõîäà, ðàâíà íà ïðîöåíòà íà èíôëàöèÿ, íå íè ñïàñÿâà

îò ðåàëíî îáåäíÿâàíå. (Òî, îáà÷å, å íåçíà÷èòåëíî, àêî èíôëàöèÿòà íå å

ãîëÿìà, âæ. Óïðàæíåíèå 3.3 ïî-äîëó.)

Óïðàæíåíèå 3.3. Ñ êîëêî íàìàëÿâà ðåàëíèÿ äîõîä ïðè ãîäèøíà

èíôëàöèÿ îò 10%, àêî èíäåêñàöèÿòà â êðàÿ íà ãîäèíàòà å ñúùî 10%?

À àêî èíôëàöèÿòà å 100%? Îòãîâîð: 0; 5%; 26; 2%.

Óïðàæíåíèå 3.4. Êîëêî ïðîöåíòà òðÿáâà äà å èíäåêñàöèÿòà â êðàÿ

íà ãîäèíàòà çà ïúëíà êîìïåíñàöèÿ íà äîõîäà, àêî ãîäèøíàòà èíôëàöèÿ

å 10%. À àêî èíôëàöèÿòà å 100%? Îòãîâîð: 10; 5%; 171%.

� 3.3. Ðàäèàöèîíåí ðàçïàä. Äðóãà èíòåðåñíà èíòåðïðåòàöèÿ íà

óðàâíåíèåòî (3.7) å ñâúðçàíà ñ ðàçïàäàíåòî íà ðàäèîàêòèâíè ñóáñòàíöèè.

Äà íàïîìíèì, ÷å ðàäèîàêòèâíîòî ðàçïàäàíå ïðåäñòàâëÿâà õèìè÷åñêà
ðåàêöèÿ, ïðè êîÿòî äàäåíîòî âåùåñòâî ñå ïðåâðúùà â äâå èëè ïîâå÷å âå÷å

29



íåðàäèîàêòèâíè ñóáñòàíöèè. Îò òîâà ñå âèæäà, ÷å êîëêîòî å ïî-ãîëÿìà
ìàñàòà M = M(t) íà âåùåñòâîòî, òîëêîâà ïî-ãîëÿìà å ñêîðîñòòà ìó íà

ðàçïàäàíå

dM

dt
= ��M ; ò. å. M = M(t) = M0 e

��t ; (3.15)

êîåòî å íàïúëíî àíàëîãè÷íî íà (3.7). Âðåìåòî T , çà êîåòî ìàñàòà íà-

ìàëÿâà äâà ïúòè, ñå íàðè÷à âðåìå íà ïîëóðàçïàä. Âðúçêàòà ìåæäó T è

ïàðàìåòúðà � ñå äàâà îò ñúîòíîøåíèåòî (3.8).

Óïðàæíåíèå 3.5. Âðåìåòî íà ïîëóðàçïàä íà ðàäèé-266 å 1620 ãîä.

Çà êîëêî âðåìå äàäåíà ìàñà îò òîâà âåùåñòâî ùå íàìàëåå ñ 1/4 ?

Îòãîâîð: � 672 ãîä.

Ìîäåëúò (3.15) èãðàå âàæíà ðîëÿ â àðõåîëîãè÷åñêèòå èçñëåäâàíèÿ.

Ñ íåãîâà ïîìîù ñå îïðåäåëÿ âúçðàñòòà íà ðàñòèòåëíè îñòàíêè è äúð-

âåñèíà, à ÷ðåç òîâà è íà ÷îâåøêè êîñòè è ïðåäìåòè, íàìèðàùè ñå â
ñúùèÿ àðõåîëîãè÷åñêè ñëîé. Â îñíîâàòà íà ìåòîäà å ôàêòúò, ÷å íÿêîè

äúðâåòà è ðàñòåíèÿ ïî âðåìå íà æèçíåíèÿ ñè öèêúë àêóìóëèðàò Ca
14

(âúãëåðîä-14, ðàäèîàêòèâåí èçîòîï íà âúãëåðîäà). Ñëåä çàãèâàíåòî íà

äúðâîòî èëè ðàñòåíèåòî òîçè èçîòîï çàïî÷âà äà ñå ðàçïàäà. Òúé êàòî

âðåìåòî íà ïîëóðàçïàä íà Ca
14 å ãîëÿìî (ïðèáëèçèòåëíî 5 568 ãîä.), òî

îñòàòú÷íîòî ìó êîëè÷åñòâî ìîæå äà ñå îïðåäåëè äîñòàòú÷íî òî÷íî ñëåä

äåñåòêè õèëÿäè ãîäèíè. Ñ ïîäõîäÿùè ëàáîðàòîðíè èçìåðâàíèÿ ìîæå äà

ñå îïðåäåëè ñúùî è íà÷àëíîòî êîëè÷åñòâî M0 íà èçîòîïà, à ÷ðåç íåãî è

îòíîøåíèåòîM(t)=M0. Íà ñâîé ðåä ôîðìóëàòà (3.15) ïîçâîëÿâà äà îïðå-

äåëèì t, ò. å. âúçðàñòòà íà íàõîäêàòà, çíàåéêè òîâà îòíîøåíèå. Íàïîìíÿ-

ìå, ÷å êîíñòàíòàòà � ñå îïðåäåëÿ ïî èçâåñòíîòî âðåìå T íà ïîëóðàçïàä
íà Ca

14, âæ. ïî-ãîðå, ñ ïîìîùòà íà (3.8).) Ñúâðåìåííàòà èçìåðèòåëíà

òåõíèêà ïîçâîëÿâà ïîäîáíà ðàäèîâúãëåðîäíà äàòèðîâêà íà àðõåîëîãè-

÷åñêè îñòàíêè, ÷èÿòî âúçðàñò äîñòèãà 100 000 ãîä.11 (Ëþáîïèòíî å, ÷å

êîëè÷åñòâîòî Ca
14 ñëåä òîçè ïåðèîä å ñàìî 4 � 10�6 îò íà÷àëíîòî !)

Óïðàæíåíèå 3.6. Â äúðâåñíè îñòàòúöè å èçìåðåíî êîëè÷åñòâî Ca
14,

êîåòî å 20% îò ïúðâîíà÷àëíîòî. Îïðåäåëåòå âúçðàñòòà èì.

Îòãîâîð: � 12 930 ãîä.

� 3.4. Ñòàöèîíàðíè ñúñòîÿíèÿ, òÿõíàòà óñòîé÷èâîñò è íåóñ-

òîé÷èâîñò. Ùå çàâúðøèì òîçè ïàðàãðàô ñ åäíà âàæíà çàáåëåæêà, êà-

11Ìåòîäúò å ðàçðàáîòåí îò àìåðèêàíñêèÿ õèìèê Ó. Ëèáè (1908 � 1980) ïðåç 50-òå

ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê. Çàðàäè òîçè ìåòîä àâòîðúò ïîëó÷àâà íîáåëîâàòà íàãðàäà ïî

õèìèÿ çà 1960 ã.
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ñàåùà êà÷åñòâåíîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâ-
íåíèÿ, îïèñâàùè ðàçãëåæäàíèòå â òàçè ãëàâà åëåìåíòàðíèòå ìîäåëè. Òå-

çè ìîäåëè ñå ôîðìóëèðàò ìàòåìàòè÷åñêè ñ ïîìîùòà íà (àâòîíîìíîòî)

îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

dN

dt
= f(N) : (3.16)

Ñ òàêúâ íàé-ïðîñò ìîäåë, â êîéòî ôóíêöèÿòà f(N) å ëèíåéíà, âå÷å ñå

ñáëúñêàõìå ïî-ãîðå (� 3.1), âæ. (3.2) è (3.7). (Àâòîíîìíîñò ( îçíà÷àâà, äà

íàïîìíèì, ÷å äÿñíàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèåòî (3.16) íå çàâèñè ÿâíî îò

âðåìåòî.)
Ñïåöèàëåí èíòåðåñ çà íàñ ùå ïðåäñòàâëÿâàò ò. íàð. ñòàöèîíàðíè ðå-

øåíèÿ (èëè ñòàöèîíàðíè ñúñòîÿíèÿ) íà ìîäåëà (3.16), çà êîèòî

N(t) � N ; N = const : (3.17)

Ñòàöèîíàðíèòå ðåøåíèÿ ñå íàðè÷àò ñúùî è ðàâíîâåñíè, äîêîëêîòî òå ñà

ðåçóëòàò íà ðàâíîâåñèåòî (áàëàíñà) íà ðàçíîîáðàçíèòå âúçäåéñòâèÿ, íà

êîèòî å ïîäëîæåíà ñèñòåìàòà.

Âíàñÿíåòî íà (3.17) â (3.16) ïîêàçâà, ÷å òàêèâà ñúñòîÿíèÿ ñúùåñòâó-

âàò ñàìî àêî N å êîðåí íà óðàâíåíèåòî

f(N) = 0 : (3.18)

Â ÷àñòíîñò, â ìîäåëà íà Ìàëòóñ f(N) = "N , âæ. (3.2), è åäèíñòâåíîòî

ñòàöèîíàðíî ðåøåíèå å íóëåâîòî, N � 0.

Àêî íà÷àëíîòî óñëîâèå å N0 = N , òî î÷åâèäíî ðåøåíèåòî íà (3.16)

ñúâïàäà ñúñ ñòàöèîíàðíîòî, N(t) � N , 8 t 2 (0;1). Èíòåðåñóâà íè êàêâî

ùå ñòàíå, àêî N0 6= N , ò. å. àêî ñèñòåìàòà, ïî åäíà èëè äðóãà ïðè÷èíà, å
ñìóòåíà, ò. å. îòêëîíåíà îò ñòàöèîíàðíîòî ñè ñúñòîÿíèå. Âúçìîæíîñòèòå

òóê ñà äâå: èëè ñèñòåìàòà ùå îñòàíå áëèçî äî òîâà ñúñòîÿíèå, âúçâðú-

ùàéêè ñå ïîñòåïåííî êúì íåãî, èëè îòêëîíåíèåòî îò íåãî ùå çàïî÷íå

äà íàðàñòâà. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ãîâîðèì çà óñòîé÷èâîñò, à âúâ âòîðèÿ çà

íåóñòîé÷èâîñò íà ñòàöèîíàðíîòî ñúñòîÿíèå N0 = N .

Îòãîâîð íà òîâà, äàëè åäíî ðåøåíèå å óñòîé÷èâî èëè íå, ìîæå äà ïî-

ëó÷èì âåäíàãà îò àíàëèòè÷íîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâ-

íåíèåòî (3.16) ïðè íà÷àëíîòî óñëîâèå N(0) = N0. Íàïðèìåð, ðåøåíèÿòà

(3.5) è (3.7) ïîêàçâàò, ñúîòâåòíî, ÷å ñòàöèîíàðíîòî ðåøåíèå N = 0 â

ìîäåëà íà Ìàëòóñ å íåóñòîé÷èâî ïðè " > 0 è óñòîé÷èâî ïðè " < 0.

Â îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî f(N) å ïî-ñëîæíà ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷íîòî
ðåøåíèå íà ñúîòâåòíàòà çàäà÷à íà Êîøè, êàòî ïðàâèëî, å íåâúçìîæíî.
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Îêàçâà ñå, îáà÷å, ÷å ïîëåçíà èíôîðìàöèÿ çà óñòîé÷èâîñòòà èëè íåóñ-
òîé÷èâîñòòà íà ñòàöèîíàðíîòî ðåøåíèå ìîæå äà ñå ïîëó÷è íà áàçàòà

íà ïðîñò êà÷åñòâåí àíàëèç, áåç çíàíèåòî íà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî

(3.16).

Íàèñòèíà, äà ïðåäïîëîæèì, ÷å íà÷àëíîòî óñëîâèå N0 å ëåêî ñìóòåíî,

ò. å. ìàëêî ñå îòëè÷àâà îò ñòàöèîíàðíàòà ñòîéíîñò N , jN � N0j � 1.

Òúðñèì ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî (3.16) âúâ âèäà

N(t) = N + n(t) ; (3.19)

ïðåäïîëàãàéêè, ÷å ñìóùåíèåòî n(t) ñúùî å ìàëêî jn(t)j � 1. Âíàñÿìå

(3.19) â (3.16)

d(N + n)

dt
= f(N + n)

è ðàçëàãàìå äÿñíàòà ñòðàíà â ðåä íà Òåéëúð â îêîëíîñòòà íà N

dn

dt
= f(N) + f 0(N)n+ O(n) : (3.20)

Íî f(N) = 0, âæ. (3.18), è çà ñìóùåíèåòî n(t) ïîëó÷àâàìå

dn

dt
= An ; A = f 0(N ) ; (3.21)

ñ òî÷íîñò äî áåçêðàéíî-ìàëêè îò ïî-âèñîê ðåä ñïðÿìî jn(t)j. Ñ äðóãè

äóìè, íèå ,,ëèíåàðèçèðàõìå`̀ äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (3.16) â îêîë-
íîñòòà íà ñòàöèîíàðíîòî ìó ðåøåíèå N(t) � N êàòî ãî çàìåíèõìå ñ

ëèíåéíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (3.21) ñ ïîñòîÿííèÿ êîåôèöèåíò A.

Ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî (3.21), ïðè íà÷àëíîòî óñëîâèå n(0) = N0�

N , å î÷åâèäíî

n(t) = (N0 �N) e
At ; A = f 0(N) : (3.22)

Ïîâåäåíèåòî ìó ñå îïðåäåëÿ îò çíàêà íà A. Àêî A > 0 òî ñìóùåíèåòî

n(t) íàðàñòâà åêñïîíåíöèàëíî ïðè t!1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ñòàöèîíàð-

íîòî ðåøåíèå å íåóñòîé÷èâî. Àêî A < 0, òî n(t) êëîíè åêñïîíåíöèàëíî

êúì íóëà, êîåòî ãîâîðè çà óñòîé÷èâîñò íà ðàçãëåæäàíîòî ðåøåíèå. Ùå

îòáåëåæèì, ÷å àêî A = 0, íå ìîæåì äà íàïðàâèì íèêàêâè çàêëþ÷åíèÿ

çà óñòîé÷èâîñò èëè íåóñòîé÷èâîñò â ðàìêèòå íà ïðîâåäåíàòà ëèíåàðèçà-
öèÿ (3.20) íà ôóíêöèÿòà f(N) â îêîëíîñòòà íà òî÷êàòà N . Â òîçè ñëó÷àé

ñëåäâà äà ïðèâëå÷åì â àíàëèçà íà óñòîé÷èâîñòòà è ÷ëåíîâåòå îò ïî-âèñîê

ðåä â òåéëúðîâîòî ðàçëàãàíå (3.20).
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