
� 16. Íàäëúæíè òðåïòåíèÿ íà åëàñòè÷åí ïðúò � âúëíîâî

óðàâíåíèå. Ðåøåíèå íà Äàëàìáåð

Öåëòà íè â òîçè ïàðàãðàô å äà ïîêàæåì ïî êàêúâ íà÷èí çàêîíúò íà

Õóê, êîìáèíèðàí ñ èäåÿòà çà âúòðåøíèòå íàïðåæåíèÿ è âòîðèÿ çàêîí íà

Íþòîí, ïîçâîëÿâà äà îïèøåì íàäëúæíèòå òðåïòåíèÿ íà åëàñòè÷åí ïðúò.

Òîâà å ïðîñòà è ïîó÷èòåëíà èëþñòðàöèÿ êàê íà áàçàòà íà ïðîñòè áàçèñíè

ìîäåëè (îò òèïà íà òîçè íà Õóê) ìîæåì äà îïèøåì è èçó÷èì ìàòåìàòè-

÷åñêè ïî-ñëîæíè ïðîöåñè â èçó÷àâàíèòå òåëà èëè, ïî-îáùî, îáåêòè.
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Ôèã. 16.1
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Ôèã. 16.2

16.1. Íàäëúæíè òðåïòåíèÿ íà åëàñòè÷åí ïðúò. Äà ðàçãëåäà-

ìå ïðàâ åëàñòè÷åí ïðúò ñ ïîñòîÿííî íàïðå÷íî ñå÷åíèå ñ ëèöå S. Îñòà

íà ïðúòà îçíà÷àâàìå ñ Ox, âæ. ôèã. 16.1. Ïðåäïîëàãàìå, íàïðèìåð, ÷å

åäèíèÿò êðàé íà ïðúòà, å çàêà÷åí íåïîäâèæíî, à äðóãèÿò êðàé â ðå-

çóëòàò íà ïðèëîæåíà ñèëà, å ïîëó÷èë äàäåíî ïðåìåñòâàíå. Ñëåä òîâà

ïðúòúò å îñâîáîäåí îò ñèëàòà è îñòàâåí ñâîáîäíî äà òðåïòè. Âïðî÷åì, çà

ïî-ãîëÿìà íàãëåäíîñò, âìåñòî åëàñòè÷åí ïðúò ìîæåì äà ñè ïðåäñòàâèì

ïðóæèíà, çàêà÷åíà íåïîäâèæíî â åäèíèÿ ñè êðàé. Ïðóæèíàòà å ðàçòåã-

íàò ðàçòåãíàòà íàäëúæíî, ïðèëàãàéêè ñèëà â äðóãèÿ �è êðàé, ñëåä êîåòî

å îñâîáîäåíà îò ñèëàòà.

Â ðåçóëòàò íà âñè÷êî òîâà â ïðúòà ñå ïîÿâÿâàò âúòðåøíè íàïðå-

æåíèÿ, êîèòî çàâèñÿò âå÷å è îò äâåòå íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè x è t:

� = �(x; t) ñ äèðåêòðèñà, ñúâïàäàùà ñ îñòà Ox. Àíàëîãè÷íî íà íàòîâà-

ðåíàòà íèøêà (� 13.1), òå ñå ïðîÿâÿâàò ñàìî àêî ðàçðåæåì ìèñëåíî ïðúòà

� ïî äâàòà áðÿãà íà ðàçðåçà ùå ñå ïîÿâÿò òîãàâà íàïðåæåíèÿòà ��(x; t)

(íà ëåâèÿ) è �(x; t) (íà äåñíèÿ áðÿã), âæ. ôèã. 16.1.
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Êàêòî è â çàäà÷àòà çà âåðèæêàòà, äà èçðåæåì ìèñëåíî îò ïðúòà

åëåìåíò ñ äúëæèíà dx, íà ðàçñòîÿíèå x îò íà÷àëîòî ìó, âæ. ôèã. 16.2.

Âúðõó äâåòå ñòåíè íà òîçè åëåìåíò ùå äåéñòâàò ñèëèòå ��(x; t)S è

�(x+dx; t)S. (Äà íàïîìíèì, ÷å � å íàïðåæåíèå, ò. å. ñèëàòà, äåéñòâàùà

âúðõó åäèíèöà ëèöå îò íàïðå÷íîòî ñå÷åíèå, âæ. (14.1).) Ñëåäîâàòåëíî,

ãëàâíèÿò âåêòîð íà ñèëèòå, ïðèëîæåíè âúðõó ðàçãëåæäàíîòî ïàð÷å îò

ïðúòà, å

F (x; t) = [�(x+ dx; t)� �(x; t) ] S : (16.1)

Òúé êàòî ïàð÷åòî å áåçêðàéíî-òúíêî, ìîæåì äà ãî ðàçãëåæäàìå êàòî

ìàòåðèàëíà òî÷êà ñ ìàñà �dV = �S dx è äà ïðèëîæèì êúì íåãî âòîðèÿ

çàêîí íà Íþòîí (1.4):

�S dx
@2u(x; t)

@t2
= F (x; t) ; (16.2)

êúäåòî u(x; t) å ïðåìåñòâàíåòî íà òî÷êàòà îò ïðúòà ñ êîîðäèíàòà x. Òóê

� å ïëúòíîñòòà íà ïðúòà, òàêà ÷å ìàñàòà íà èçðÿçàíîòî ïàð÷å å �dxS.

Ïðúòúò ïðè òîâà ñå ïðåäïîëàãà õîìîãåíåí, ò. å. � = const. Îáúðíåòå âíè-

ìàíèå, ÷å ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà â ëÿâàòà ñòðàíà íà óðàâíåíèåòî (16.2)

å ñëåäñòâèå îò ôàêòà, ÷å ïðåñìÿòàìå óñêîðåíèåòî âúâ ôèêñèðàíà òî÷-

êà îò ïðúòà, ò. å. äèôåðåíöèðàìå (äâóêðàòíî) ôóíêöèÿòà u(x; t)ñïðÿìî

âðåìåòî t ïðè ôèêñèðàíî x.

Âíàñÿìå â (16.2) èçðàçà (16.1) çà F (x; t). Òúé êàòî âñè÷êè âåêòîðè

â ñëó÷àÿ èìàò îáùà äèðåêòðèñà (îñòà Ox), òî ñëåä ñúêðàùàâàíå íà S è

ðàçäåëÿíå äâåòå ÷àñòè íà ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò ñ dx íàìèðàìå

�
@2u(x; t)

@t2
=
@�(x; t)

@x
: (16.3)

Òîâà å óðàâíåíèåòî íà äâèæåíèåòî íà ïðúòà ïðè íàäëúæíîòî ìó òðåï-

òåíå. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å â ñòàòè÷íèÿ ñëó÷àé, êîãàòî çàâèñèìîñò îò

âðåìåòî íÿìà, (16.3) ñúâïàäà ïî ñúùåñòâî ñ óðàâíåíèåòî íà ðàâíîâåñèåòî

íà íèøêàòà (13.3). ×àñòíàòà ïðîèçâîäíà @�(x; t)=@x â (16.3) ñå ïîÿâÿâà

ïîðàäè ôàêòà, ÷å íàðàñòâàíåòî íà ôóíêöèÿòà �(x; t) â (16.1) ñå èç÷èñëÿ-

âà ïðè ôèêñèðàíî âðåìå t.

Óðàâíåíèåòî (16.3) å â ñèëà ïðè íàäëúæíî òðåïòåíå çà ïðîèçâîëåí

ïðúò, íåçàâèñèìî îò íåãîâèòå ìåõàíè÷íè ñâîéñòâà. Â ñëó÷àÿ íà íèøêà-

òà (13.3) íèå äîáàâèõìå êúì ïîäîáíîòî íà (16.3) óðàâíåíèå (13.3) óñëîâè-

åòî çà íåðàçòåãëèâîñò (13.12) çà äà ïîëó÷èì äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ

íà ðàâíîâåñíîòî ïîëîæåíèå íà íèøêàòà. Ñåãà ùå äîáàâèì êúì (16.3) óñ-

ëîâèåòî çà åëàñòè÷íîñò (êîåòî äî ìîìåíòà íå å èçïîëçâàíî èçîáùî), çà
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äà äîñòèãíåì äî äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, îïèñâàùî õîðèçîíòàëíîòî

ïðåìåñòâàíå u(x; t) íà òî÷êèòå îò ïðúòà.

x dx
x+ dx x+ u(x; t) x+ dx+ u(x+ dx; t)

Ôèã. 16.3

Çà òàçè öåë å íåîáõîäèìî ïúðâî äà èçðàçèì äåôîðìàöèÿòà "(x; t) â

ïðúòà ÷ðåç íà ïðåìåñòâàíåòî u(x; t).

Ðàçãëåæäàìå îòíîâî åëåìåíòà ñ äúëæèíà `0 = dx, íàìèðàù ñå íà

ðàçñòîÿíèå x îò íà÷àëîòî íà ïðúòà, âæ. ôèã. 16.3. Ïðåìåñòâàíåòî íà

ëåâèÿ áðÿã íà åëåìåíòà å u(x; t), à íà äåñíèÿ � u(x + dx; t). Íà÷àëíàòà

äúëæèíà íà åëåìåíòà `0 = dx ñå èçìåíÿ è ñòàâà

` = x+ dx+ u(x+ dx; t)� (x+ u(x; t))

= dx+ u(x+ dx; t)� u(x; t) ;

è äåôîðìàöèÿòà íà ðàçãëåæäàíèÿ åëåìåíò å

"(x; t) =
`� `0

`0
=
u(x+ dx; t)� u(x; t)

dx
; (16.4)

ò. å.

"(x; t) =
@u(x; t)

@x
: (16.5)

Ïðîèçâîäíàòà å ÷àñòíà ñïðÿìî x, äîêîëêîòî èçìåíåíèåòî íà ôóíêöèÿòà

u(x; t) â (16.4) ñå èç÷èñëÿâà ïðè èçìåíåíèåòî íà x ïðè ôèêñèðàíî âðåìå

t.

Ñúãëàñíî (16.5) è çàêîíà íà Õóê (14.5)

�(x; t) = E"(x; t) = E
@u(x; t)

@x
:

Ñ òîâà óðàâíåíèåòî íà äâèæåíèåòî íà ïðúòà (16.3) ïðèåìà âèäà

�
@2u(x; t)

@t2
= E

@2u(x; t)

@x2
;
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èëè
@2u(x; t)

@t2
� a2

@2u(x; t)

@x2
= 0 : (16.6)

Òóê ñìå âúâåëè ìàòåðèàëíèÿ ïàðàìåòúð

a =

s
E

�
; (16.7)

ïðåäïîëàãàéêè çà ïðîñòîòà, ÷å ïðúòúò å õîìîãåíåí è ïî îòíîøåíèå íà

åëàñòè÷íèòå ñè ñâîéñòâà, ò. å. E = const. Ïàðàìåòúðúò a èìà, î÷åâèäíî,

ðàçìåðíîñò íà ñêîðîñò � [a] = L=T . Íåãîâàòà èíòåðïðåòàöèÿ, ñâúðçàíà

ñúñ ñêîðîñòòà íà ðàçïðîñòðàíåíèå íà íàäëúæíèòå âúëíè â ïðúòà, ùå

áúäå äàäåíà â ñëåäâàùèÿ � 16.2.

Óðàâíåíèåòî (16.6) å òúðñåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå íà íàä-

ëúæíèòå òðåïòåíèÿ íà åëàñòè÷åí ïðúò. Çàáåëåæåòå, ÷å òîâà å ÷àñòíî

äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (×ÄÓ ) â ñìèñúë, ÷å òî âêëþ÷âà ÷àñòíèòå

ïðîèçâîäíè íà íåèçâåñòíîòî ïîëå íà ïðåìåñòâàíåòî u(x; t).

Óðàâíåíèå (16.6) e íàé-ïðîñòèÿò (åäíîìåðåí) ïðèìåð íà ò. íàð. âúë-

íîâî óðàâíåíèå. Óðàâíåíèÿ îò òîçè âèä îïèñâàò, íàïðèìåð, íàïðå÷íèòå

òðåïòåíèÿ íà ñòðóíà èëè ïðúò è, ïî-îáùî, øèðîêè êëàñîâå îò ,,òðåïòåëèâè`̀

èëè âúëíîâè ïðîöåñè â äåôîðìèðóåìè ñðåäè. Ïîäðîáíîòî èì èçñëåäâà-

íå å ïðåäìåò íà òåîðèÿòà íà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Òóê

ùå ñå îãðàíè÷èì ñàìî ñ íàìèðàíåòî íà åäíî çíàìåíèòî îáùî ðåøåíèå

íà óðàâíåíèåòî (16.6), êîåòî ùå èçÿñíè êàêòî èçïîëçâàíîòî íàèìåíîâà-

íèå âúëíîâî, òàêà è ñìèñúëà íà ïàðàìåòúðà a, êîéòî ñå ïîÿâè â òîâà

óðàâíåíèå, âæ. (16.7).

16.2. Ðåøåíèå íà Äàëàìáåð. Ñëåäâàéêè Äàëàìáåð, äà âúâåäåì

âìåñòî x è t íîâèòå íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè

� = x� at ; � = x+ at : (16.8)

Òîãàâà u(x; t) = eu(�; �). Ïî ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå íà ñëîæíà ôóí-
êöèÿ å ëåñíî äà ïðîâåðèì, ÷å

@2u

@t2
� a2

@2u

@x2
= �4a2

@2eu
@� @�

: (16.9)

Óðàâíåíèåòî (16.6) ñïðÿìî íîâèòå ïðîìåíëèâè � è �, ïðèäîáèâà âèäà

@2eu
@� @�

= 0 ;
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âæ. (16.9), è îáùîòî ìó ðåøåíèå, î÷åâèäíî, å

eu(�; �) = '(�) +  (�) ;

ò. å.

u(x; t) = '(x� at) +  (x+ at) : (16.10)

Òóê ' è  ñà ïðîèçâîëíè (äâóêðàòíî äèôåðåíöèðóåìè) ôóíêöèè íà åäíà

ñêàëàðíà ïðîìåíëèâà. Èçðàçúò (16.10) ïðåäñòàâëÿâà îáùîòî ðåøåíèå íà

Äàëàìáåð íà õîìîãåííîòî âúëíîâî óðàâíåíèå (16.6)3.

Ðåøåíèåòî íà Äàëàìáåð èìà ïðîñòà ôèçè÷åñêà èíòåðïðåòàöèÿ (âæ.,

íàïðèìåð, [4, � 14]).

xx0 x0 � at

'(x0 � at)

 (x0 + at)

x0 + at

Ôèã. 16.4. Èíòåðïðåòàöèÿ íà ðåøåíèåòî íà Äàëàìáåð (16.10)

Ôóíêöèÿòà '(x0�at) ïðåäñòàâëÿâà ,,ñìóùåíèå`̀ , êîÿòî â ìîìåíò t = 0

å ëîêàëèçèðàíî â òî÷êàòà x = x0, âæ. ôèã. 16.4. Â ìîìåíò t ñúùîòî

ñìóùåíèå å ëîêàëèçèðàíî âå÷å â òî÷êàòà x0 = at. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

'(x0 � at) ìîæå äà ñå òðåòèðà êàòî âúëíà, ÷èÿòî ôîðìà ñå îïðåäåëÿ îò

ôóíêöèÿòà '(x), äâèæåùà ñå íàäÿñíî ïî îñòà x ñúñ ñêîðîñò a.

Àíàëîãè÷íî,  (x0 + at) ïðåäñòàâëÿâà âúëíà, äâèæåùà ñå âëÿâî ïî

îñòà x ñúñ ñúùàòà ñêîðîñò a, ÷èÿòî ôîðìà ñå îïðåäåëÿ îò ôóíêöèÿòà

 (x).

Ñëåäîâàòåëíî, ðåøåíèåòî íà Äàëàìáåð (16.10) îçíà÷àâà, ÷å îáùîòî

ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå (16.6) å ñóïåðïîçèöèÿ íà äâå âúëíè

ñ íåèçìåííè ôîðìè, äâèæåùè ñå â ïðîòèâîïîëîæíè ïîñîêè ïî îñòà x

3Âïðî÷åì, äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å '(x� at) å ðåøåíèå íà õîìîãåííîòî âúëíîâî

óðàâíåíèå. Íàèñòèíà,

@2'

@x2
= '

00

;
@2'

@t2
= a

2
'

00

; ò. å.
@2'

@t2
� a

2 @
2
'

@x2
= 0 ;

è àíàëîãè÷íî çà  (x+ at).
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ñ åäíà è ñúùà ñêîðîñò a. Òàçè èíòåðïðåòàöèÿ îáÿñíÿâà èçïîëçâàíèÿò

òåðìèí âúëíîâî çà óðàâíåíèåòî (16.6), êàòî åäíîâðåìåííî ïðîÿñíÿâà è

ôèçè÷åñêèÿ ñìèñúë íà ìàòåðèàëíèÿ ïàðàìåòúð a, äåôèíèðàí â (16.7):

òîâà å ñêîðîñòòà íà ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà ñïîìåíàòèòå äâå âúëíè.
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