
� 11. Òåîðèÿ íà äâîèöèòå

� 11.1. Ìîìåíò íà ñèëà. Ðàçãëåæäàìå ñèëà F ñ ïðèëîæíà òî÷êà

A, âæ. ôèã. 11.1. Ôèêñèðàìå òî÷êàòà O (ò. íàð. ïîëþñ). Ïî îïðåäåëåíèå

âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå

momOF = r � F (11.1)

ñå íàðè÷à ìîìåíò íà ñèëàòà F ñïðÿìî òî÷-
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Ôèã. 11.1

êàòà O. Óñëàâÿìå ñå äà ñâúðçâàìå âåêòîðà-

ìîìåíò ñ òî÷êàòà O. Òîâà å åñòåñòâåíî,

äîêîëêîòî momOF î÷åâèäíî çàâèñè îò èç-

áîðà íà ïîëþñà O.

Êàêòî å èçâåñòíî, âåêòîðíîòî ïðîèç-

âåäåíèå r � F å âåêòîð, íàñî÷åíî ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî íà âåêòîðèòå r è F (ò. å. ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî íà ðàâíèíàòà, îïðåäåëåíà

îò r è F ), òàêà ÷å âåêòîðèòå r, F è r�F

äà îáðàçóâàò äÿñíà òðîéêà. Òîâà îçíà÷à-

âà, äà íàïîìíèì, ÷å òîé å íàñî÷åí òàêà,

÷å îò âúðõà ìó ,,çàâúðòàíåòî gk íà r êúì

F å ïîëîæèòåëíî, ò. å. îáðàòíî íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà. Ïî ãîëåìè-

íà âåêòîðúò r � F å ðàâåí íà ëèöåòî íà óñïîðåäíèêà, ïîñòðîåí âúðõó

âåêòîðèòå r è F , ò. å.

jmomOF j = Fh ; (11.2)

êúäåòî h å äúëæèíàòà íà ïåðïåíäèêóëÿðà, ñïóñíàò îò O êúì äèðåêòðè-

ñàòà íà F , âæ. ôèã. 11.1; h ñå íàðè÷à ðàìî íà ñèëàòà F ñïðÿìî ïîëþñà O.

Íåñòðîãî êàçàíî, ìîìåíòúò momOF íà ñèëàòà F ïðåäñòàâëÿâà õà-

ðàêòåðèñòèêà íà ,,âúðòåëèâèÿ åôåêò`̀ , êîéòî èìà F ñïðÿìî òî÷êàòà O.

Çà äà ïîÿñíèì òîâà, äà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å âåêòîðúò r =
�!
OA å ïðúò, êúì

êðàÿ A íà êîéòî ïðèëàãàìå ñèëàòà F , çà äà ãî çàâúðòèì îêîëî íåïîäâèæ-

íèÿ ìó êðàé O. Òîãàâà ,,âúðòåëèâèÿò åôåêò`̀ ñïðÿìî O ùå áúäå, îáðàçíî

êàçàíî, òîëêîâà ,,ïî-ãîëÿì`̀ êîëêîòî ñà ïî-ãîëåìè ïðèëîæåíàòà ñèëà F

è ðàìîòî �è h. Àêî h = 0, òî ñèëàòà ìèíàâà ïðåç O è âúðòåëèâ åôåêò

èçîáùî íÿìà. Ïîðàäè òîâà å åñòåñòâåíî äà õàðàêòåðèçèðàìå ñïîìåíà-

òèÿ åôåêò ñ ïðîèçâåäåíèåòî Fh, âæ. (11.2). Íà ñâîé ðåä ,,âúðòåëèâèÿò

åôåêò`̀ òðÿáâà äà áúäå âåêòîðíà âåëè÷èíà, çà äà ìîæå äà ñå îïðåäåëè
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ðàâíèíàòà, â êîÿòî ñå îñúùåñòâÿâà âúðòåíåòî. Âåêòîðúò (11.1) å òî÷íî

òàêàâà âåëè÷èíà � âúðòåíåòî å â ðàâíèíàòà, êîÿòî ìèíàâà ïðåç òî÷êàòà

O è å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà òîçè âåêòîð.

Äà íàïîìíèì, ÷å ñïðÿìî äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà Oxyz ñ íà-

÷àëî O, âæ. ôèã. 11.1, çà âåêòîðà-ìîìåíò momOF å â ñèëà ñëåäíîòî

äåòåðìèíàíòíî ïðåäñòàâÿíå

momOF =
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�
�
�
�
�
�
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�
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�
�
�
�

= (yFz � zFy) i+ (zFx � xFz) j + (xFy � yFx)k ;

(11.3)

êúäåòî i, j è k ñà òðèòå îðòà (åäèíè÷íèòå âåêòîðè) íà îñèòå Ox, Oy è Oz,

ñúîòâåòíî, x, y è z ñà êîìïîíåíòèòå íà r, à Fx, Fy è Fz � êîìïîíåíòèòå

íà ñèëàòà F ïî êîîðäèíàòíèòå îñè. Ïî-äîëó ùå èçïîëçâàìå ìíîãîêðàòíî

è ôîðìóëàòà çà ðàçëàãàíå íà äâîéíîòî âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå20

a� (b� c) = b(a � c)� c(a � b) : (11.4)

� 11.2. Ìîìåíò íà äâîèöà. Íåêà (F 1;F 2) å äâîèöà, ò. å. ñèñòåìà

îò äâå ðàâíè è àíòèóñïîðåäíè ñèëè (� 10.5). Ðàâíèíàòà, îïðåäåëåíà îò

ñèëèòå F 1 è F 2, ñå íàðè÷à ðàâíèíà íà äâîèöàòà, à ðàçñòîÿíèåòî h ìåæäó

òåõíèòå äèðåêòðèñè � ðàìî íà äâîèöàòà, âæ. ôèã. 11.2.

Âúâåæäàìå âåêòîðà-ìîìåíò (èëè ïðîñòî ìîìåíòà) mom(F 1;F 2) íà

äâîèöàòà (F 1;F 2) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

1) âåêòîðúò mom(F 1;F 2) å ñâîáîäåí è å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ðàâíè-

íàòà íà äâîèöàòà, êàòî å íàñî÷åí â ïîñîêà, îò êîÿòî âúðòåíåòî, îïðåäåëå-

íî îò äâîèöàòà, å ïîëîæèòåëíî (ò. å. îáðàòíî íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà);

2) ãîëåìèíàòà íà ìîìåíòà å ïðîèçâåäåíèåòî îò ãîëåìèíàòà íà ñèëàòà

F 1 (èëè F 2) è ðàìîòî, ò. å.

jmom(F 1;F 2)j = F1h : (11.5)

Èíòóèòèâíî, ìîìåíòúò mom(F 1;F 2) ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà, ïî-

äîáíî íà ìîìåíòà íà ñèëà (� 11.1), êàòî õàðàêòåðèñòèêà íà ,,âúðòåëèâèÿ

åôåêò`̀ íà äàäåíàòà äâîèöà. Òîçè åôåêò ùå áúäå òîëêîâà ,,ïî-ãîëÿì`̀ êîë-

êîòî å ïî-ãîëÿìà ñèëàòà F1 = F2 è ðàìîòî h. Åñòåñòâåíà õàðàêòåðèñòèêà

íà ñïîìåíàòèÿ åôåêò òîãàâà å ïðîèçâåäåíèåòî Fh, âæ. (11.5). Ñ ïîñîêàòà

20Äà íàïîìíèì ìíåìîíè÷íîòî ïðàâèëî a�(b�c) = b(a �c)�c(a �b) = ÁÀÖ�ÖÀÁ.
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Ôèã. 11.2. Ìîìåíò íà äâîèöà

ñè âåêòîðúò mom(F 1;F 2) îïðåäåëÿ íà ñâîé ðåä ðàâíèíàòà íà äâîèöàòà,

ñ òî÷íîñò äî ïðîèçâîëíà òðàíñëàöèÿ. Íî ïðè òàêàâà òðàíñëàöèÿ (áåç èç-

ìåíåíèå íà ãîëåìèíàòà íà ñèëàòà è íà ðàìîòî íà äâîèöàòà) äåéñòâèåòî

�è íå ñå ìåíè, êàêòî ùå âèäèì ïî-äîëó â Ëåìà 11.2. Òîâà îáÿñíÿâà çàùî

èìåííî mom (F 1;F 2) ñå âúâåæäà êàòî ñâîáîäåí âåêòîð.

Îñíîâíàòà öåë íà òîçè ïàðàãðàô å äà ïîêàæåì, ÷å âåêòîðúò-ìîìåíò

ïðåäñòàâëÿâà îñíîâíàòà õàðàêòåðèñòèêà íà åäíà äâîèöà. Ïî-ñïåöèàëíî,

ùå ïîêàæåì, ÷å äâîèöèòå ñå ñúáèðàò êàòî ñå ñúáèðàò òåõíèòå ìîìåíòè.

Íåùî ïîâå÷å, ñúâïàäåíèåòî íà âåêòîðèòå-ìîìåíòè íà äâå äâîèöè ãàðàí-

òèðà òÿõíàòà åêâèâàëåíòíîñò.

Ïðåäè äà ñå çàåìåì ñ äîêàçàòåëñòâàòà íà òåçè äâà öåíòðàëíè ðåçóëòà-

òà íà ãåîìåòðè÷íàòà ñòàòèêà å íåîáõîäèìî äà ñå ñïðåì íà íÿêîëêî ïðîñòè

ñâîéñòâà íà ìîìåíòà íà äâîèöà.

� 11.3. Ñâîéñòâà íà âåêòîðà-ìîìåíò íà äâîèöà.

1) Äâîèöàòà ñå ,,àíóëèðà`̀ (ò. å. åêâèâàëåíòíà å íà íóëà) òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî íåéíèÿò âåêòîð-ìîìåíò å íóëåâ:

(F 1;F 2) � (0) , mom(F 1;F 2) = 0 : (11.6)

Äåéñòâèòåëíî, àêî mom(F 1;F 2) = 0, òî F1h = 0 è çàòîâà èëè F1

= F2 = 0, â êîéòî ñëó÷àé ñèñòåìàòà (F 1;F 2) å ïðîñòî íóëåâà, èëè h =

0. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ñèëèòå F1 è F2 èìàò îáùà äèðåêòðèñà, ò. å. òå

ñà ðàâíè è ñðåùóïîëîæíî íàñî÷åíè è ñúãëàñíî Àêñèîìà 9.2 îáðàçóâàò

ñèñòåìà, åêâèâàëåíòíà íà íóëà.
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Îáðàòíî, àêî (F 1;F 2) � (0) òî, ñúãëàñíî ñúùàòà Àêñèîìà 9.2, ñèëèòå

F 1 è F 2 èìàò îáùà äèðåêòðèñà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ðàìîòî h = 0 è,

ñëåäîâàòåëíî, F1h = 0, ò. å. mom(F 1;F 2) = 0.

2) Ìîìåíòúò íà äâîèöàòà å ðàâåí íà ìîìåíòà íà âñÿêà åäíà îò ñèëèòå

�è ñïðÿìî ïðèëîæíàòà òî÷êà íà äðóãàòà ñèëà.

Äåéñòâèòåëíî, îò îïðåäåëåíèåòî íà ìîìåíòà íà ñèëà (11.1) âåäíàãà

ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

mom (F 1;F 2) =
��!
AB � F 2 =

��!
BA� F 1 : (11.7)

3) Ìîìåíòúò íà äâîèöàòà å ðàâåí íà ñóìàòà îò ìîìåíòèòå íà ñèëèòå

�è ñïðÿìî ïðîèçâîëåí ïîëþñ O.

Äåéñòâèòåëíî, íåêà O å ïðîèçâîëåí ïîëþñ. Òîãàâà
��!
AB = r2 � r1

(ôèã. 11.2) è ñ ïîìîùòà íà (11.7) íàìèðàìå

mom (F 1;F 2) =
��!
AB � F 2 = (r2 � r1)� F 2 = r2 � F 2 � r1 � F 2 : (11.8)

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å â òàçè ôîðìóëà, êàêòî è â (11.7), ìîìåíòèòå

íà ñèëèòå ñå òðåòèðàò êàòî ñâîáîäíè âåêòîðè, äîêîëêîòî òå ñå ñâúðçâàò

ñ ìîìåíòà íà äâîèöà � ñâîáîäåí âåêòîð ïî äåôèíèöèÿ. Ïðè òàêîâà òðå-

òèðàíå íà ìîìåíòà íà ñèëà r1 � F 2 = �r1 � F 1 êîåòî, âíåñåíî â (11.8),

äàâà

mom(F 1;F 2) = r1 � F 1 + r2 � F 2 : (11.9)

Ñ òîâà ñâîéñòâî 4) å äîêàçàíî.

� 11.4. Òåîðåìà çà ñúáèðàíå íà äâîèöè.

Òåîðåìà 11.1. Íåêà (F 0

1
;F 0

2
) è (F 00

1
;F 00

2
) ñà äâå äâîèöè. Òîãàâà òÿõ-

íàòà ñóìà å åêâèâàëåíòíà íà åäíà äâîèöà (R1;R2), ò. å.

�
F 0

1;F
0

2;F
00

1;F
00

2

�
� (R1;R2) ;

÷èéòî âåêòîð-ìîìåíò å âåêòîðíàòà ñóìà îò âåêòîðèòå-ìîìåíòè íà äâåòå

èçõîäíè äâîèöè,

mom(R1;R2) = mom
�
F 0

1;F
0

2

�
+mom

�
F 00

1;F
00

2

�
: (11.10)

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà å ïðîñòî ñëåäñòâèå íà ñëåäíèòå òðè

ëåìè.

Ëåìà 11.1. Äåéñòâèåòî íà äâîèöàòà íå ñå èçìåíÿ, àêî ÿ ïðåìåñòèì ïî

ïðîèçâîëåí íà÷èí â íåéíàòà ðàâíèíà (áåç äà èçìåíÿìå ñèëèòå è ðàìîòî

íà äâîèöàòà).
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Ôèã. 11.3

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà (F 1;F 2) å äâîèöà ñ ðàìî h è ïðèëîæíè òî÷êè

íà F 1 è F 2 ñúîòâåòíî A è B . Ïîñòðîÿâàìå â ðàâíèíàòà �è äâå óñïîðåäíè

ïðàâè, ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó êîèòî å ñúùî h; â äâå ïðîèçâîëíè òî÷êè C

è D íà òåçè ïðàâè ïðèëàãàìå ïî äâå ñèëè F 3 = �F 5 è F 4 = �F 6, ðàâíè

ïî ãîëåìèíà íà ñèëèòå îò äâîèöàòà (ôèã. 11.3). Ñúãëàñíî Àêñèîìà 9.3

ìîæåì äà äîáàâèì êúì äàäåíàòà äâîèöà ÷åòèðèòå ñèëè F 3, F 4, F 5 è F 6

áåç äà èçìåíèì äåéñòâèåòî �è

(F 1;F 2) � (F 1;F 2;F 3;F 4;F 5;F 6) : (11.11)

Ãðóïèðàìå øåñòòå ñèëè F 1; : : : ;F 6 ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Õëúçãàìå ñè-

ëàòà F 1, ïî íåéíàòà äèðåêòðèñà, äîêàòî ïðèëîæíàòà �è òî÷êà ñúâïàäíå ñ

ïðåñå÷íàòà òî÷êà P íà äèðåêòðèñàòà �è ñ òàçè íà F 5. Àíàëîãè÷íî õëúç-

ãàìå F 5 äî òî÷êàòà P , âæ. ôèã. 11.3. Ïî ñúùèÿ íà÷èí õëúçãàìå F 2 è

F 6 ïî òåõíèòå äèðåêòðèñè äî òî÷êàòà R. (Òîâà å âúçìîæíî, òúé êàòî

ñèëàòà å õëúçãàù âåêòîð, âæ. Ëåìà 3.1). Ñèëèòå F 1 è F 5, êàêòî è F 2 è

F 6, çàìåíÿìå ñ òåõíèòå ðàâíîäåéñòâàùè

(F 1;F 5) � F 15 ; (F 2;F 6) � F 26 :

Ñèñòåìàòà îò øåñò ñèëè â (11.11) ñå ñâåæäà ïî òîçè íà÷èí äî ÷åòèðè

(F 1;F 2) � (F 3;F 4;F 15;F 26) : (11.12)

Íî ÷åòèðèúãúëíèêúò PQRS íà ôèã. 11.3 å î÷åâèäíî ðîìá è çàòîâà F 15

è F 15 èìàò êàòî îáùà äèðåêòðèñà äèàãîíàëà PR; òå ñà ðàâíè ïî ãîëå-
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ìèíà è ïðîòèâîïîëîæíî íàñî÷åíè. Ïî Àêñèîìà 9.2, (F 15;F 15) � (0) è

ïðèëàãàéêè îùå åäèí ïúò Àêñèîìà 9.3, îò (11.12) íàìèðàìå

(F 1;F 2) � (F 3;F 4) :

Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å (F 3;F 4) ïðåäñòàâëÿâà èçõîäíàòà äâîèöà

(F 1;F 2), õëúçíàòà è çàâúðòÿíà ïî ïðîèçâîëåí íà÷èí â ðàâíèíàòà �è, ïðè

ôèêñèðàíà ãîëåìèíà íà ñèëàòà è íà ðàìîòî. (Ïîñòðîåíàòà äâîéêà óñïî-

ðåäíè ïðàâè å ïðîèçâîëíà, ñòèãà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òÿõ äà å h. Ïðî-

èçâîëåí e ñúùî èçáîðúò íà òî÷êèòå C è D âúðõó òåçè ïðàâè.) Ñ òîâà

ëåìàòà å äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå 11.1. Â ïðîâåäåíîòî òîêó-ùî äîêàçàòåëñòâî äâîèöàòà

ïðè õëúçãàíåòî ñè ñå çàâúðòà òàêà, ÷å äèðåêòðèñèòå íà (F 3;F 4) è íà

(F 1;F 2) íå ñà óñïîðåäíè. Ïðîâåäåòå äîêàçàòåëñòâîòî â ñëó÷àÿ, êîãàòî

òåçè äèðåêòðèñè ñà óñïîðåäíè.

Ëåìà 11.2. Äåéñòâèåòî íà äâîèöàòà íå ñå èçìåíÿ, àêî ïðåíàñåì ðàâ-

íèíàòà íà äåéñòâèåòî �è óñïîðåäíî íà ñåáå ñè.

A

B
D

C

F 1 F 3

F 2 F 4

F 6

F 5

O

F 26

F 15

Ôèã. 11.4

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïðåíåñåì ìèñëåíî äâîèöàòà (F 1;F 2) çàåäíî ñ

ðàâíèíàòà �è íà äåéñòâèå óñïîðåäíî íà ñåáå ñè. Íåêà ïðèëîæíèòå òî÷-

êè A è B íà ñèëèòå F 1 è F 2 äà çàåìàò, ñúîòâåòíî, ïîëîæåíèÿ C è D,

âæ. ôèã. 11.4. ßñíî å, ÷å ÷åòèðèúãúëíèêúò ABCD å óñïîðåäíèê. Â òî÷-

êèòå C è D ïðèëàãàìå ïî äâå ðàâíè è ïðîòèâîïîëîæíî íàñî÷åíè ñèëè

F 3 = �F 6 è F 4 = �F 5 (ôèã. 11.4), ðàâíè ïî ãîëåìèíà íà ñèëèòå îò

èçõîäíàòà äâîèöà è óñïîðåäíè íà òÿõ. Ïðèëàãàìå ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî

ðàçñúæäåíèÿòà îò äîêàçàòåëñòâî íà Ëåìà 11.1. Î÷åâèäíî,

(F 1;F 2) � (F 1;F 2;F 3;F 4;F 5;F 6) : (11.13)
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Ñèëèòå F 1 è F 5 ñà óñïîðåäíè è ðàâíè. Ñúãëàñíî � 9.3, òå èìàò ðàâíî-

äåéñòâàùà F 15, ïðèëîæåíà â ñðåäàòà O íà äèàãîíàëà AD íà óñïîðåäíèêà

ABCD, è ðàâíà ïî ãîëåìèíà íà 2F1. Àíàëîãè÷íî, F 2 è F 6 èìàò ðàâíî-

äåéñòâàùà F 26, ïðèëîæåíà â ñðåäàòà íà äèàãîíàëà BC (ò. å. â ñúùàòà

òî÷êà O, êúäåòî å ïðèëîæåíà F 15), êîÿòî ïî ãîëåìèíà å ðàâíà íà 2F1

è ñïðÿìî F 15 å ïðîòèâîïîëîæíî íàñî÷åíà. Ñëåäîâàòåëíî F 15 = �F 26,

ò. å. (F 15;F 26) � (0) è îò (11.13) íàìèðàìå

(F 1;F 2) � (F 3;F 4;F 15;F 26) � (F 3;F 4) :

Äîêîëêîòî èçáîðúò íà óñïîðåäíàòà ðàâíèíà, â êîÿòî ïðåíàñÿìå (F 1;F 2),

êàêòî è íà òî÷êèòå C èD â íåÿ (ñòèãà
��!
CD è

��!
AB äà ñà óñïîðåäíè è ðàâíè),

ñà ïðîèçâîëíè, ëåìàòà å äîêàçàíà.

Ëåìà 11.3. Äåéñòâèåòî íà äâîèöàòà íå ñå èçìåíÿ àêî, ïðè äàäåíàòà

ïîñîêà íà âúðòåíå íà äâîèöàòà, èçìåíèì ñèëèòå è ðàìîòî �è òàêà, ÷å

òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå äà îñòàíå ïîñòîÿííî.

Äîêàçàòåëñòâî. Õëúçãàìå ñèëè-

A
B

C

F 3

F 5

F 1

F 2

F 4

h00

h0

Ôèã. 11.5

òå F 1 è F 2 ïî òåõíèòå äèðåêòðèñè,

ïðèëàãàéêè ãè, ñúîòâåòíî, â òî÷êèòå

A è B, òàêà ÷å
��!
AB ? F 1;F 2. Èç-

ïîëçâàìå ïðàâèëîòî çà ðåäóêöèÿ íà

óñïîðåäíè ñèëè (� 9.3). Ïðåäñòàâÿìå

F 2 êàòî ðàâíîäåéñòâàùà íà äâå óñïî-

ðåäíè ñèëè F 3 è F 4 ïðèëîæåíè, ñú-

îòâåòíî, â òî÷êèòå A è C:

F 2 � (F 3;F 4) ;

âæ. ôèã. 11.5. Òîãàâà

(F 1;F 2) � (F 1;F 3;F 4) :

Ñèëèòå F 1 è F 3 èìàò ðàâíîäåéñòâàùà F 5 = F 1 � F 3, ñ ãîëåìèíà

F5 = F1 � F3.

Íî F2 = F3 + F4 ïî ïîñòðîåíèå, ò. å. F4 = F1 � F3 (òúé êàòî F1 = F2)

è ñëåäîâàòåëíî ñèëèòå F4 è F5 ñà ðàâíè è àíòèóñïîðåäíè, ò. å. îáðàçóâàò

äâîèöà, êîÿòî å åêâèâàëåíòíà íà èçõîäíàòà

(F 1;F 2) � (F 4;F 5) :

Ñúãëàñíî ,,ïðàâèëîòî íà ëîñòà`̀ (10.10)

F4

jABj
=

F2

jACj
:

96



A

B

P
00

1

P
0

1

R1

P
00

2

P
0

2

R2
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0

1
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0

2

F
00

1

F
00

2

Ôèã. 11.6

Íî jABj = h0 å ðàìîòî íà äâîèöàòà (F 1;F 2), à jACj = h00 å ðàìîòî

íà åêâèâàëåíòíàòà äâîèöà (F 4;F 5), âæ. ôèã. 11.5. (Äà íàïîìíèì, ÷å

îòñå÷êàòà AC å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà äèðåêòðèñèòå íà ñèëèòå F 1 è F 2.)

Ñëåäîâàòåëíî F1h
0
= F4h

00 è ëåìàòà å äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà çà ñúáèðàíå íà äâîèöè. Ùå ðàçã-

ëåäàìå îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ðàâíèíèòå íà äâåòå äâîèöè íå ñà óñïîðåä-

íè. Ôèêñèðàìå îòñå÷êà AB âúðõó ïðåñå÷íèöàòà íà ðàâíèíèòå íà äâåòå

äâîèöè (ôèã. 11.6). Ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 11.1 è Ëåìà 11.3 çàìåíÿìå äâî-

èöàòà (F 0

1
;F 0

2
) ñ åêâèâàëåíòíà äâîèöà (P 0

1
;P 0

2
) ñ ðàìî AB; àíàëîãè÷íî,

çàìåíÿìå (F 00

1
;F 00

2
) ñ åêâèâàëåíòíàòà äâîèöà (P 00

1
;P 00

2
) ñúñ ñúùîòî ðàìî

AB. (Ñ äðóãè äóìè, ïðèâåæäàìå äàäåíèòå äâîèöè êúì îáùî ðàìî AB,

õëúçãàéêè ãè â òåõíèòå ðàâíèíè è èçìåíÿéêè ãîëåìèíàòà íà ñèëèòå çà

ñìåòêà íà äúëæèíàòà íà ðàìîòî.) Ïî òàêúâ íà÷èí

�
F 0

1;F
0

2;F
00

1 ;F
00

2

�
�

�
P 0

1;P
0

2;P
00

1;P
00

2

�
: (11.14)

Ïðè òîâà, î÷åâèäíî,

mom
�
F 0

1
;F 0

2

�
=mom

�
P 0

1
;P 0

2

�
;

mom
�
F 00

1;F
00

2

�
=mom

�
P 00

1;P
00

2

�
;

(11.15)

òúé êàòî ïðè îïåðàöèèòå, îïèñàíè â Ëåìè 11.1 è 11.3, âåêòîðèòå-ìîìåíòè

íà ñúîòâåòíèòå äâîèöè íå ñå èçìåíÿò.

Ñèëèòå P 0

1 è P 00

1 ñà ïðèëîæåíè â òî÷êàòà A è çàòîâà èìàò ðàâíî-

äåéñòâàùà R1. Àíàëîãè÷íî, P
0

2
è P 00

2
, êàòî ïðèëîæåíè â òî÷êàòà B, èìàò
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ðàâíîäåéñòâàùà R2, ò. å.

R1 = P 0

1 + P 00

1 ; R2 = P 0

2 + P 00

2 : (11.16)

Î÷åâèäíî R1 è R2 ñà ðàâíè è àíòèóñïîðåäíè, ò. å. îáðàçóâàò äâîèöà,

åêâèâàëåíòíà íà ñóìàòà îò äâåòå äàäåíè äâîèöè

�
F 0

1
;F 0

2
;F 00

1
;F 00

2

�
�

�
P 0

1
;P 0

2
;P 00

1
;P 00

2

�
� (R1;R2) ;

âæ. (11.14).

Äà ïðåñìåòíåì ìîìåíòà íà äâîèöàòà (R1;R2). Ñúãëàñíî (11.7), (11.15)

è (11.16),

mom(R1;R2) =
��!
BA�R1 =

��!
BA�

�
P 0

1
+ P 00

1

�

=
��!
BA� P 0

1
+
��!
BA� P 00

1
=mom

�
P 0

1
;P 0

2

�
+mom

�
P 00

1
;P 00

2

�

= mom
�
F 0

1;F
0

2

�
+mom

�
F 00

1;F
00

2

�
;

ñ êîåòî òåîðåìàòà çà ñúáèðàíå íà äâîèöè å äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå 11.2. Ïðîâåäåòå äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà çà ñú-

áèðàíå íà äâîèöè â ñëó÷àÿ, êîãàòî ðàâíèíèòå íà äâåòå äâîèöè ñà óñïî-

ðåäíè.

� 11.5. Óñëîâèå çà åêâèâàëåíòíîñò íà äâîèöè. Çà ïúëíîòà íà

èçëîæåíèåòî ùå ïîêàæåì, â çàêëþ÷åíèå íà òîçè ïàðàãðàô, ÷å ìîìåíòúò

ïðåäñòàâëÿâà îïðåäåëÿùà õàðàêòåðèñòèêà íà åäíà äâîèöà ïî ñìèñúëà íà

ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 11.2 (òåîðåìà çà åêâèâàëåíòíîñò íà äâîèöè). Àêî âåê-

òîðèòå-ìîìåíòè íà äâå äâîèöè ñà ðàâíè (êàòî ñâîáîäíè âåêòîðè), òî äâî-

èöèòå ñà åêâèâàëåíòíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî îòíîâî å ïðîñòî ñëåäñòâèå íà òðè-

òå ëåìè, äîêàçàíè â � 11.4.

Íåêà (S 0
) = (F 0

1;F
0

2) è (S 00
) = (F 00

1;F
00

2) ñà äâå äâîèöè è íåêà

mom
�
F 0

1
;F 0

2

�
= mom

�
F 00

1
;F 00

2

�
: (11.17)

Ïúðâî, ùîì âåêòîðèòå-ìîìåíòè ñúâïàäàò, òî äâåòå äâîèöè, â ÷àñò-

íîñò, äåéñòâàò â óñïîðåäíè ðàâíèíè. Ñúãëàñíî Ëåìà 11.2 òîãàâà ìîæåì

äà ïðåíåñåì åäíàòà äâîèöà çàåäíî ñ ðàâíèíàòà �è, äà ðå÷åì (S 00
), òàêà ÷å

(S 0
) è (S 00

) äà äåéñòâàò â åäíà è ñúùà ðàâíèíà P � ðàâíèíàòà íà (S 0
).
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Âòîðî, èçïîëçâàéêè Ëåìà 11.1 ,,õëúçãàìå`̀ åäíà îò äâîèöèòå, äà ðå÷åì

ïðåíåñåíàòà âå÷å (S 00
), â ðàâíèíàòà P òàêà ÷å ðàìîòî �è äà ,,ëåãíå`̀ âúðõó

òîâà íà (S 0
), à ñèëèòå F 0

1
è F 00

1
äà èìàò îáùà äèðåêòðèñà è ïîñîêà.

Òðåòî, èçïîëçâàéêè Ëåìà 11.3, çàìåíÿìå äâîèöàòà (S 00
) ñ åêâèâàëåí-

òíà äâîèöà (T ) = (T 1;T 2), ÷èåòî ðàìî h ñúâïàäà ñ ðàìîòî h0 íà (S 0
),

h = h0. Ñèëèòå íà íîâàòà äâîèöà (T ) ùå èìàò ãîëåìèíà T1 = T2, òàêà ÷å

F 00

1
h00

= T1h
0 ; (11.18)

ñúãëàñíî ñúùàòà ëåìà. Íî ïî óñëîâèå

F 0

1h
0
= F 00

1 h
00 ; (11.19)

òúé êàòî âåêòîðèòå-ìîìåíòè íà (S 0
) è (S 00

) ñúâïàäàò ïî óñëîâèå íå ñàìî

ïî ïîñîêà, íî è ïî ãîëåìèíà, âæ. (11.17). Îò (11.18) è (11.19) ñåãà ñëåäâà

F 0

1
h0
= T1h

0 ; ò. å. F 0

1
= T1 :

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å äâîèöàòà (T ), ,,ëÿãàéêè`̀ âúðõó äâîèöàòà (S 0
) ñëåä íàï-

ðàâåíèòå îïåðàöèè, ñúâïàäà ñ ïîñëåäíàòà. Íî (T ) � (S 00
) ïî ïîñòðîåíèå

è, ñëåäîâàòåëíî, (S 0
) � (S 00

). Ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà.
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