
Ãëàâà 1

ÏÐÅÄÌÅÒ ÍÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÒÎ

ÌÎÄÅËÈÐÀÍÅ. ÀÍÀËÈÇ ÍÀ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈÒÅ

� 1. Ïðåäìåò è îñíîâíè èäåè íà ìàòåìàòè÷åñêîòî

ìîäåëèðàíå

� 1.1. Ïîíÿòèå çà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë. Ôèçè÷åñêèòå ñèñòåìè

ñå íàáëþäàâàò è èçó÷àâàò ñ îãëåä ðàçáèðàíå (äîêîëêîòî òîâà å âúçìîæ-

íî) íà âúòðåøíàòà èì ñòðóêòóðà è íà ïîâåäåíèåòî èì. Çà öåëòà ÷åñòî

å íåîáõîäèìî ïðîâåæäàíåòî íà ïîäõîäÿùè åêñïåðèìåíòè, êîåòî â ìíîãî

ñëó÷àè å íåòðèâèàëíî è èçèñêâà èçîáðåòàòåëíîñò è çíà÷èòåëíè ñðåäñòâà.

Äà îòáåëåæèì âåäíàãà, ÷å ôèçè÷åñêàòà ñèñòåìà ñå íàáëþäàâà â èí-

òåðâàëè îò âðåìå [t1; t2] 2 < è â îáëàñò 
 íà òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî.

Èíòåðâàëúò îò âðåìå (t1; t2) è îáëàñòòà 
 ìîãàò äà áúäàò, ïî ïðèíöèï, è

íåîãðàíè÷åíè. Íàâñÿêúäå â òîçè êóðñ âðåìåòî è ïðîñòðàíñòâîòî ñå ðàç-

áèðàò è òðåòèðàò â êëàñè÷åñêèÿ íþòîíîâ ñìèñúë. Âðåìåòî å àáñîëþòíî è

òå÷å íàâñÿêúäå ïî åäèí è ñúùè íà÷èí, íåçàâèñèìî îò äâèæåíèåòî íà òå-

ëàòà. Ïðîñòðàíñòâîòî ñúùî å àáñîëþòíî, òî å ,,âìåñòèëèùå`̀ è ,,àðåíà`̀ íà

äâèæåùàòà ñå ìàòåðèÿ. Ñâîéñòâàòà ìó ñà åäíè è ñúùè âúâ âñè÷êè òî÷-

êè è íå çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâîòî ïðèñúñòâàùà òàì ìàòåðèÿ. Ñúãëàñíî

àéíùàéíîâàòà òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñòòà òîâà ðàçáèðàíå å ñàìî ïðèá-

ëèæåíèå, êîåòî å íàïúëíî ïðèåìëèâî çà äâèæåíèÿ ñúñ ñêîðîñòè, ìíîãî

ïî-ìàëêè îò ñêîðîñòòà íà ñâåòëèíàòà.

Ñëåä ñúáèðàíåòî íà åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè, èçó÷àâàíåòî ïðåìè-

íàâà íà ñòàäèÿ íà èíòåðïðåòàöèÿòà è ïðåäñêàçâàíåòî íà ïîâåäåíèåòî íà

ñèñòåìàòà. Çà òàçè öåë èìåííî ñå ñòðîÿò ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè.

Íàé-îáùî, ïðåäíàçíà÷åíèåòî íà âñåêè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë å äà èçÿñ-

íè:

1. íàé-âàæíèòå âåëè÷èíè, îïðåäåëÿùè ñúñòîÿíèåòî è ïîâåäåíèåòî íà

åäíà ñèñòåìà è
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2. êîëè÷åñòâåíèòå çàêîíîìåðíîñòè, ò. å. ìàòåìàòè÷åñêèòå çàêîíè, íà

êîèòî ñå ïîä÷èíÿâà èçìåíåíèåòî íà òåçè âåëè÷èíè.

Ïî-ñïåöèàëíî, ïîñòðîÿâàíåòî íà âñåêè êîíêðåòåí ìîäåë âêëþ÷âà äâà

îñíîâíè åòàïà:

À. Èäåíòèôèöèðàíå íà ïàðàìåòðèòå íà ñúñòîÿíèåòî q1; q2; : : : ; qn, êî-

èòî õàðàêòåðèçèðàò ñúñòîÿíèåòî íà ñèñòåìàòà ñ ïðèåìëèâà çà íàøèòå

öåëè òî÷íîñò.

Ùî å òîâà ñúñòîÿíèå çàâèñè îò êîíêðåòíèÿ êîíòåêñò íà ìîäåëèðàíåòî

è ïðåñëåäâàíèòå îò íàñ öåëè. Â íàé-ïðîñòèÿ ïðèìåð, ñâúðçàí ñ ìîäåëèðà-

íåòî íà äâèæåíèåòî íà ìàòåðèàëíà òî÷êà M ïîä äåéñòâèåòî íà âúíøíà

ñèëà, ñúîòâåòíèÿò ïàðàìåòúð íà ñúñòîÿíèåòî å ïðîñòî ïîëîæåíèåòî íà

òî÷êàòà, îïðåäåëåíî, íàïðèìåð, ñ ðàäèóñ-âåêòîðúò �è ñïðÿìî ôèêñèðà-

íà òî÷êà â ïðîñòðàíñòâîòî. Òîçè ïðèìåð ùå ðàçãëåäàìå ïî-ïîäðîáíî â

� 1.3, ïðåäâèä ïðèíöèïíàòà ðîëÿ íà ïîÿâÿâàùèÿ ñå òàì ôóíäàìåíòàëåí

íþòîíîâ çàêîí íà äèíàìèêàòà, íà êîéòî ñå ïîä÷èíÿâà äâèæåíèåòî íà

òî÷êàòà.

Çà áèîëîãè÷íà ïîïóëàöèÿ � ïàðàìåòðèòå qi ñà êîëè÷åñòâîòî èíäèâè-

äè N1; N2; : : : ; Nk îò îïðåäåëåí âèä.

Çà íàãðÿòî òÿëî îñíîâíèÿò ïàðàìåòúð íà ñúñòîÿíèåòî å òåìïåðàòó-

ðàòà, êàêòî è âåêòîðà íà òîïëèííèÿ ïîòîê, âæ. � 15.1.

Çà èäåàëåí ãàç ïàðàìåòðèòå íà ñúñòîÿíèåòî ñà íàëÿãàíåòî, îáåìà è

òåìïåðàòóðàòà,

Â îáùèÿ ñëó÷àé ïàðàìåòðèòå íà ñúñòîÿíèåòî ñà ôóíêöèè íà îñíîâ-

íèòå íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè: âðåìåòî t è ïðîñòðàíñòâåíèòå êîîðäèíàòè

qi = qi(t; x1; x2; x3) ; i = 1; 2; : : : ; n : (1.1)

Ïîðàäè òîâà qi ñå íàðè÷àò ñúùî è çàâèñèìè ïðîìåíëèâè. Êîíêðåòíèÿò

âèä íà çàâèñèìîñòèòå (1.1) ñå íàìèðà â ðàìêèòå íà äàäåí ìîäåë ñëåä

êàòî ñå ðåøè ñúîòâåòíàòà ìîäåëíà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à.

B.Èäåíòèôèöèðàíå íà ïàðàìåòðèòå íà ñèñòåìàòà, ò. å. íà ôèçè÷åñêè-

òå âåëè÷èíè, êîèòî õàðàêòåðèçèðàò ñâîéñòâàòà íà ìîäåëèðàíàòà ñèñòåìà,

êàêòî è âëèÿíèåòî íà îáêðúæåíèåòî �è.

Íàïðèìåð, ïðè ìîäåëèðàíåòî íà äâèæåíèåòî íà çà ìàòåðèàëíà òî÷êà

ïàðàìåòðèòå ñà íåéíàòà ìàñà è äåéñòâàùàòà âúðõó íåÿ ñèëà. Òóê ìàñàòà

õàðàêòåðèçèðà ñâîéñòâàòà íà ìîäåëèðàíàòà ñèñòåìà (òî÷êàòà), à ñèëà-

òà � âëèÿíèåòî íà îáêðúæåíèåòî �è, ò. å. îòðàçÿâà âçàèìîäåéñòâèåòî íà

òî÷êàòà ñ äðóãè òåëà. Ïàðàìåòðèòå íà áèîëîãè÷íà ïîïóëàöèÿ ñà ò. íàð.

êîåôèöèåíòè íà ïðèðàñò è íà ìåæäóâèäîâî âçàèìîäåéñòâèå.
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Çà âñåêè êîíêðåòåí ñëó÷àé ïàðàìåòðèòå íà ñèñòåìàòà ñå îïðåäåëÿò

èëè ÷ðåç äèðåêòíî èçìåðâàíå âúðõó èçñëåäâàíèòå îáåêòè, èëè ÷ðåç ñðàâ-

íåíèå ìåæäó ïîâåäåíèåòî íà ðåàëíàòà ñèñòåìà è ïðåäñêàçàíèÿòà íà ìî-

äåëà.

Ñåãà ñìå â ñúñòîÿíèå äà äàäåì åäíà äîñòàòú÷íî îáùà, ìàêàð è òâúðäå

ôîðìàëíà, äåôèíèöèÿ íà ïîíÿòèåòî ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë, èìåííî,

Äåôèíèöèÿ 1.1. ([16]) Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë å óðàâíåíèå (èëè

ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ), êîåòî ñâúðçâà ïàðàìåòðèòå íà ñúñòîÿíèåòî è òåõ-

íèòå ïðîèçâîäíè (ñïðÿìî âðåìåòî èëè ñïðÿìî ïðîñòðàíñòâåíèòå êîîðäè-

íàòè). Óðàâíåíèåòî, êîåòî äåôèíèðà ìîäåëà, ñå íàðè÷à ÷åñòî óðàâíåíèå

íà ñúñòîÿíèåòî.

Íàé-îáùî, óðàâíåíèåòî íà ñúñòîÿíèåòî èìà ñëåäíèÿ ñõåìàòè÷åí âèä

f(t; q1; q2; : : : ; qn; : : :) = 0 : (1.2)

Ìíîãîòî÷èåòî ñëåä qn ìîæå äà âêëþ÷âà ïðîèçâîäíè íà qi, èíòåãðàëíè

îïåðàòîðè, ïðèëîæåíè âúðõó òÿõ èëè âúðõó òåõíè êîìáèíàöèè è ò. í.

Ëÿâàòà ñòðàíà íà (1.2) âêëþ÷âà, åñòåñòâåíî, è ïàðàìåòðèòå íà ñèñòåìàòà.

Óðàâíåíèåòî (1.2) ìîæå äà áúäå ñúùî âåêòîðíî èëè òåíçîðíî. Ïðîåê-

òèðàíåòî ìó âúðõó ñúîòâåòíèòå êîîðäèíàòíè îñè â ùå äîâåäå äî ñèñòåìà

îò ñêàëàðíè óðàâíåíèÿ ñïðÿìî ïàðàìåòðèòå íà ñúñòîÿíèåòî. Êúì òÿõ

ïî ïðàâèëî ñå ïðèáàâÿò íà÷àëíè è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, êîèòî ïîçâîëÿâàò

åäíîçíà÷íîòî îïðåäåëåíèå íà òúðñåíèòå ïàðàìåòðè íà ñúñòîÿíèåòî âúâ

âñÿêà êîíêðåòíà çàäà÷à. Ðåøåíèåòî íà ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà ñ ïîäõîäÿ-

ùè íà÷àëíè è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ êîíêðåòèçèðà çàâèñèìîñòèòå (1.1), âæ.

ïðèìåðà â � 1.3 ïî-äîëó.

Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ (1.2) êàñàå, ðàçáèðà ñå, äèíàìè÷íè ìîäåëè, â êî-

èòî âðåìåòî t è ñêîðîñòèòå _qi íà èçìåíåíèå íà ïàðàìåòðèòå íà ñúñòîÿíè-
åòî ñà îò ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå çà àäåêâàòíîòî îïèñàíèå íà èçó÷àâàíàòà

ñèñòåìà. Ñëåäâàéêè Íþòîí, òóê è íàâñÿêúäå ïî-íàòàòúê îçíà÷àâàìå äè-

ôåðåíöèðàíåòî ñïðÿìî âðåìåòî ñ òî÷êà íàä ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ, òàêà

÷å _qi = dqi=dt.
Â ñòàöèîíàðíèòå ìîäåëè âðåìåòî è ïðîèçâîäíèòå ñïðÿìî íåãî, â ÷àñ-

òíîñò, ñêîðîñòèòå _qi, íå ó÷àñòâàò ÿâíî â óðàâíåíèåòî íà ñúñòîÿíèåòî

f(q1; q2; : : : ; qn; : : :) = 0 (1.3)

è òî ñå ïðåâðúùà âúâ ôóíêöèîíàëíî ñúîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðè-

òå qi, i = 1; 2; : : : ; n. Âðåìåòî ìîæå äà ó÷àñòâà, îáà÷å, íåÿâíî â (1.3),

íàïðèìåð, àêî ñêîðîñòòà å åäèí îò ïàðàìåòðèòå qi. Àêî ôèçè÷åñêèòå çà-

êîíè, ñ êîèòî åâåíòóàëíî ñå êîìáèíèðà (1.3), çàåäíî ñ ïàðàìåòðèòå qi, íå
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ñúäúðæàò ÿâíî èëè íåÿâíî âðåìåòî, òî ìîäåëúò ñå íàðè÷à ñòàòè÷åí. Ñ

òàêúâ ìîäåë ùå ñå ñáëúñêàìå â Ãë. 3, ïðè ðàçãëåæäàíå íà ãåîìåòðè÷íà-

òà ñòàòèêà � óñëîâèÿòà çà ðàâíîâåñèå íà ñèñòåìà ñèëè, ïðèëîæåíè êúì

àáñîëþòíî òâúðäî òÿëî.

Äà îòáåëåæèì ñïåöèàëíî, ÷å ÷åñòî ïîä ìîäåë ñå ðàçáèðà åäèíñòâå-

íî îêîí÷àòåëíàòà ôîðìà íà óðàâíåíèåòî (1.2), îïèñâàùî ðàçãëåæäàíî-

òî ôèçè÷íî ÿâëåíèå, íàïðèìåð âúëíîâîòî óðàâíåíèå (çà òðåïòåíèÿòà íà

ïðúò èëè ñòðóíà, âæ. � 8) èëè óðàâíåíèåòî íà òîïëîïðîâîäíîñòòà (çà òåì-

ïåðàòóðíîòî ïîëå â òÿëî, âæ. � 15). Ïîäîáíà ãëåäíà òî÷êà, ðàçáèðà ñå,

å îïðàâäàíà â ñëó÷àèòå, êîãàòî ìîäåëèòå èìàò ÷èñòî ôåíîìåíîëîãè÷åí

õàðàêòåð. Êëàñè÷åñêè ïðèìåð íà ïîäîáíè ìîäåëè ïðåäëàãà ïîïóëàöèîí-

íàòà äèíàìèêà, íà êîÿòî å ïîñâåòåíà Ãëàâà 4 íà íàñòîÿùàòà êíèãà. Â òåçè

ìîäåëè ñêîðîñòèòå íà èçìåíåíèå _Ni íà áðîÿ íà èíäèâèäèòå îò âñåêè âèä

ñå ñâúðçâàò ñ áðîÿ N1; N2; : : : ; Nk íà âñè÷êè èíäèâèäè â ïîïóëàöèÿòà íà

áàçàòà íà ÷èñòî åìïèðè÷íè1 è ïðàâäîïîäîáíè ðàçñúæäåíèÿ, êàòî çàä òÿõ

íå ñòîÿò ôóíäàìåíòàëíè çàêîíîìåðíîñòè îò òèïà íà çàêîíà íà Íþòîí.

Ïîäîáåí ïîäõîä, ðàçáèðà ñå, å ïîëåçåí è îïðàâäàí, äîêîëêîòî å â ñúñòî-

ÿíèå äà îïèøå è ïðîãíîçèðà àäåêâàòíî ðåàëíîñòèòå íà ïîïóëàöèîííàòà

äèíàìèêà.

Â ðàìêèòå íà òîçè êóðñ ùå ïðåäïî÷åòåì, êúäåòî òîâà å âúçìîæíî,

åäèí ,,ïî-ôèçè÷åí`̀ ïîäõîä êúì ìîäåëèðàíåòî êîéòî, ïî ìíåíèå íà àâòî-

ðà, ñïîìàãà çà ïî-äúëáîêîòî îñìèñëÿíå íà ñúîòâåòíèòå ìîäåëè. Èìåííî,

ïîä óðàâíåíèå íà ìîäåëà (1.2) ùå ðàçáèðàìå ïðåäè âñè÷êî ñúâêóïíîñòòà

îò âðúçêèòå ìåæäó ïàðàìåòðèòå íà ñúñòîÿíèåòî íà ñèñòåìàòà, à íå ñàìî

îêîí÷àòåëíèòå óðàâíåíèÿ çà òåçè ïàðàìåòðè. Íàïðèìåð, çà åëàñòè÷íî

òÿëî öåíòðàëåí çà íàñ ùå áúäå çàêîíúò íà Õóê, ñâúðçâàù íàïðåæåíèåòî

è äåôîðìàöèÿòà (� 8); çà òîïëîïðîâîäÿùî òÿëî ïîäîáíà öåíòðàëíà ðî-

ëÿ ùå èãðàå çàêîíúò íà Ôóðèå, ñâúðçâàù òîïëèííèÿ ïîòîê è ãðàäèåíòà

íà òåìïåðàòóðàòà (� 15). Íà ñâîé ðåä òåçè óðàâíåíèÿ ñå êîìáèíèðàò ïî

ïîäõîäÿù íà÷èí ñ åäèí èëè äðóã îñíîâåí çàêîí íà ôèçèêàòà. Íàïðèìåð,

çàêîíúò íà Õóê, êîìáèíèðàí ñ âòîðèÿ çàêîí íà Íþòîí, âîäè äî óðàâ-

íåíèåòî íà äâèæåíèåòî íà åëàñòè÷íî òÿëî, ðàçãëåäàíî òóê (� 9) ñàìî â

åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé. Çàêîíúò íà Ôóðèå, êîìáèíèðàí ñúñ çàêîíà çà òîï-

ëîïîãëúùàíåòî2 âîäè äî óðàâíåíèåòî íà òîïëîïðîâîäíîñòòà, íà êîåòî ñå

ïîä÷èíÿâà ïîëåòî íà òåìïåðàòóðàòà â òÿëîòî (� 15).

Äà ïîä÷åðòàåì, ÷å êàòî ïðàâèëî óðàâíåíèå íà ñúñòîÿíèåòî å ñàìî

1Â îñíîâàòà íà ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà å åìïèðè÷íèÿò ôàêò, ÷å åäíà ïîïóëàöèÿ

ðàñòå òîëêîâà ïî-áúðçî, êîëêîòî ïîâå÷å ñà èíäèâèäèòå â íåÿ.
2Êîëè÷åñòâîòî òîïëèíà, ïîãúëíàòî îò îáåì îò òÿëîòî, å ïðîïîðöèîíàëíî íà èçìå-

íåíèåòî íà òåìïåðàòóðàòà íà òîçè îáåì.
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êðàéíèÿò ðåçóëòàò íà ìîäåëèðàíåòî èëè, îáðàçíî êàçàíî, ,,âúðõúò íà

àéñáåðãà`̀ . Çà äà ñå äîñòèãíå äî íåãî ñëåäâà ïîïúòíî äà ñå èçÿñíè îá-

ùàòà ñòðóêòóðà íà èçó÷àâàíèòå êëàñîâå îáåêòè, ñ öåë êëàñèôèêàöèÿ è

ñâåæäàíå äî âúçìîæíî íàé-ïðîñòèòå (â îïðåäåëåí ñìèñúë). Òðÿáâà äà

ñå èçÿñíÿò è îñìèñëÿò è ïðèåòèòå, ÿâíî èëè íåÿâíî, ïðåäïîëîæåíèÿ, äî-

âåëè äî ôîðìóëèðîâêàòà íà óðàâíåíèÿòà íà ìîäåëà (1.2). Àêî òîâà íå

ñå íàïðàâè ïðåäâàðèòåëíî, ñúùåñòâóâà îïàñíîñò ìîäåëúò äà ñå ïðèëàãà

êúì ïðîáëåìè è ÿâëåíèÿ, çà êîèòî òîé ïî ïðèíöèï å íåïðèëîæèì è òîâà,

ðàíî èëè êúñíî, äîâåäå äî íåðåàëèñòè÷íè è äàæå àáñóðäíè ðåçóëòàòè.

Ïî-äîëó â Ãëàâà 2 ùå èëþñòðèðàìå òîâà âúðõó åëåìåíòàðíàòà ãåîìåò-

ðè÷íà ñòàòèêà. Çà äà ñòèãíåì äî óðàâíåíèÿòà íà ðàâíîâåñèå íà ñèñòåìà

îò ñèëè, äåéñòâàùè âúðõó àáñîëþòíî òâúðäî òÿëî, ïúðâî ùå ñå íàëîæè

äà ÿ ñâåäåì äî íàé-ïðîñòà òàêàâà. Â äðóãè ñëó÷àè å íåîáõîäèìî äà ñå

ðàçðàáîòè ñïåöèôè÷åí ìàòåìàòè÷åñêè àïàðàò çà óñïåøíîòî ìîäåëèðà-

íå íà êðúã ÿâëåíèÿ. Ñ òàêàâà íåîáõîäèìîñò ùå ñå ñáëúñêàìå â Ãëàâà 5

ïðè èçó÷àâàíåòî íà òîïëèííèòå ïðîöåñè â íåðàâíîìåðíî íàãðåòè òåëà.

Íóæíèÿò àïàðàò3 òàì å âåêòîðíèÿò àíàëèç è íàáëà-ñìÿòàíåòî íà Õà-

ìèëòúí, êîèòî ñà èçëîæåíè â � 14. Åäâà ñëåä òîâà ùå ñìå â ñúñòîÿíèå

äà ñå çàåìåì ïî-äåòàéëíî ñ êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà òîïëîïðîâîäíîñòòà íà

Ôóðèå. Âñè÷êî òîâà ïðåäñòàâëÿâà íåòðèâèàëíàòà ÷àñò íà ìîäåëèðàíåòî

èëè, îáðàçíî êàçàíî, ,,ïîäâîäíàòà ÷àñò íà àéñáåðãà`̀ êîÿòî, êàêòî å èçâåñ-

òíî, å ìíîãî ïî-îáøèðíà è ,,äúëáîêà`̀ (â ïðåêèÿ è ïðåíîñåí ñìèñúë) îò

,,âúðõà`̀ ìó (â íàøèÿ êîíòåêñò, îò ôîðìàëíîòî ñàìî ïî ñåáå ñè óðàâíåíèå

íà ñúñòîÿíèåòî (1.2).

� 1.2. Îáùà ñõåìà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå. Îñíîâíèòå

è òèïè÷íè ñòúïêè ïðè ìîäåëèðàíåòî íà äàäåíî ÿâëåíèå ñà îòáåëÿçàíè â

Ñõåìà 1.1, ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò êîÿòî å çàèìñòâàíà îò êíèãàòà [16, ñòð.

24]. Òå åäâà ëè ñå íóæäàÿò îò ïî-ïîäðîáåí äîïúëíèòåëåí êîìåíòàð, îñâåí

îò íÿêîëêî çàáåëåæêè.

Ñèìóëàöèÿòà íà ôèçè÷åñêàòà ñèñòåìà å ðåçóëòàò îò ðåøàâàíå íà

ñúîòâåòíàòà ìîäåëíà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à ñ ïîìîùòà íà ïîäõîäÿùè

ìàòåìàòè÷åñêè ìåòîäè. Íåêà ñïåöèàëíî îòáåëåæèì, ÷å ìíîãî îò íàé-

êðàñèâèòå ìåòîäè â ÷èñòàòà ìàòåìàòèêà ñà ñå ïîÿâèëè òî÷íî ïðè ðåøà-

âàíåòî íà êëàñè÷åñêèòå çàäà÷è íà äèíàìèêàòà, áàëèñòèêàòà, òðåïòåíèÿòà

íà ñòðóíà, òîïëîïðîâîäíîñòòà è ïð.

Ïðè âåðèôèêàöèÿòà ñå ïðàâè ñðàâíåíèå íà ïðåäñêàçàíèòå ðåçóëòàòè

3Äà îòáåëåæèì, ÷å ìîäåëèðàíåòî íà ïîâåäåíèåòî íà íåïðåêúñíàòèòå (äåôîðìèðó-

åìèòå) ñðåäè, êîåòî òóê íÿìà äà áúäå çàñåãíàòî, èçèñêâà ïðåäâàðèòåëíî âúâåæäàíåòî

è óñâîÿâàíåòî íà òåíçîðíàòà àëãåáðà è òåíçîðíèÿ àíàëèç.
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A : Ôåíîìåíîëîãè÷íî íàáëþäåíèå è
åêñïåðèìåíòàëíî èçó÷àâàíå íà ñèñòåìàòà

B1: Îáëàñòè íà

íåçàâèñèìèòå

ïðîìåíëèâè

B2: Èçáîð íà

ïàðàìåòðè íà

ñúñòîÿíèåòî

B3: Äåôèíèðàíå

íà ïàðàìåòðèòå

íà ñèñòåìàòà

C: Ôîðìóëèðîâêà íà ìîäåëà

D: Àíàëèç íà ìîäåëà

M1: ,,×èñòà`̀ ìàòåìàòèêà:

èçñëåäâàíå íà ìàò. ìîäåë

ñàì ïî ñåáå ñè

M2: ,,* 1`̀ � õèòðîóìíè

îáîáùåíèÿ è âñå

ïî-êðàñèâè òåîðåìè

P1: ,,Ïðèëîæíà`̀ ìàòåìàòèêà:

èçñëåäâàíå íà ìàò. ìîäåë

â êîíêðåòíèÿ êîíòåêñò

P2: Àíàëèòè÷íà è êîìïþòúðíà

ñèìóëàöèÿ íà ìîäåëà

P3: Âåðèôèêàöèÿ

íà ìîäåëà

Íîâè ñèìóëàöèè

è âåðèôèêàöèè

ÍÅ / ÄÀ

Íîâ ìîäåë

Ñõåìà 1.1
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ñ íàáëþäåíèÿòà è åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè. Àêî èìà ñúâïàäåíèÿ ìåæ-

äó ïðåäñêàçàíèÿòà è åêñïåðèìåíòà, ìîäåëúò ñå ïîòâúðæäàâà. Àêî ñúâ-

ïàäåíèå íÿìà, èçñëåäîâàòåëÿò ñå âðúùà êúì èçõîäíèòå ïðåäïîñòàâêè

è ñúîòíîøåíèÿ, çà äà ãè îñìèñëè, ðåâèçèðà è óòî÷íè. Äîêîëêîòî óíè-

âåðñàëíè ìîäåëè íå ñúùåñòâóâàò4, ðàíî èëè êúñíî âåðèôèêàöèèòå ùå

ïîêàæàò ñúùåñòâóâàíåòî íà ñèòóàöèè, â êîèòî ìîäåëúò å íåïðèëîæèì.

Òîâà äàëå÷ íå âèíàãè å ïðè÷èíà, îáà÷å, òîé äà ñå îòõâúðëè êàòåãîðè÷íî

èëè äà ñå óñëîæíÿâà è îáîáùàâà. Âåðèôèêàöèèòå ïî-ñêîðî ïîçâîëÿâàò

äà ñå î÷åðòàÿò ãðàíèöèòå íà ïðèëîæèìîñò íà ìîäåëà. Ïðè òîâà íà ïðàê-

òèêà å óäîáíî äà ñå ðàáîòè ñ íÿêîëêî ïî-ïðîñòè ìîäåëà, âñåêè îò êîèòî

èìà ÿñíè è äîáðå ïðîâåðåíè îáëàñòè íà ïðèëîæèìîñò, îòêîëêîòî ñ åäèí

ïî-îáù, íî çà ñìåòêà íà òîâà ïî-ñëîæåí ìîäåë.

Ñïåöèàëíî ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà ìîìåíòà ñëåä ôîðìóëèðîâêàòà

íà ìîäåëà (âæ. ,,ïðàâîúãúëíè÷åòî`̀ D â Ñõåìà 1.1), êúäåòî ñòàâà ðàçäå-

ëÿíåòî íà ,,÷èñòàòà`̀ îò ,,ïðèëîæíàòà`̀ ìàòåìàòèêà. ×èñòèÿò ìàòåìàòèê

èãíîðèðà, ,,çàáðàâÿ`̀ ïðîèçõîäà íà ïðîáëåìà, è ñå êîíöåíòðèðà åäèíñòâå-

íî è èçöÿëî âúðõó ìàòåìàòè÷åñêèÿ ïðîáëåì ñàì ïî ñåáå ñè. Ïðèëîæíè-

ÿò ìàòåìàòèê ïðåç öÿëîòî âðåìå ñå ñúîáðàçÿâà ñ êîíêðåòíèÿ ôèçè÷åñêè

êîíòåêñò è âúçìîæíîòî ïðèëàãàíå íà ñâîèòå ðåçóëòàòè. Ïðè òîâà òîé

÷åñòî ïðèâëè÷à êà÷åñòâåíè, ïðèáëèæåíè è äàëå÷ íå âèíàãè ñòðîãè ìå-

òîäè,5 ñòèãà òå äà ñà åôåêòèâíè è äà âîäÿò äî ðåàëèñòè÷íè è ñìèñëåíè

ðåçóëòàòè.

Äà îòáåëåæèì â çàêëþ÷åíèå íà òîçè ïóíêò, ÷å ìàòåìàòè÷åñêîòî ìî-

äåëèðàíå íå å åäèíñòâåíèÿò íà÷èí çà èçó÷àâàíå íà êîíêðåòíè ôèçè÷åñêè

ñèñòåìè. Â ïîñëåäíèòå ãîäèíè, â ðåçóëòàò íà âçðèâîîáðàçíîòî óâåëè÷à-

âàíå íà ïðîöåñîðíàòà ìîù, ïàìåòòà è áúðçîäåéñòâèåòî íà ñúâðåìåííèòå

èç÷èñëèòåëíè êîìïëåêñè, âñå ïî-÷åñòî ñå èçïîëçâà è ò. íàð. äèðåêòíî

êîìïþòúðíî ìîäåëèðàíå. Íî êîëêîòî è ëþáîïèòíè äà ñà ïîëó÷åíèòå ïî

òîçè ïúò ðåçóëòàòè, öÿëîñòíîòî èì îñìèñëÿíå å íåâúçìîæíî èçâúí ðàì-

êèòå íà åäèí àäåêâàòåí ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë.

� 1.3. Ïðèìåð � äèíàìèêà íà ìàòåðèàëíà òî÷êà. Äà èëþñòðè-

ðàìå èçëîæåíàòà â � 1.1 îáùà ñõåìà ïîñðåäñòâîì êëàñè÷åñêèÿ ïðèìåð íà

äâèæåíèå íà ìàòåðèàëíà òî÷êà M (òÿëî ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëêè ðàçìå-

ðè) ïîä äåéñòâèåòî íà ïðèëîæåíà êúì íåÿ ñèëà F , âæ. ôèã. 1.1. Ñòúïêà

A � ïàðàìåòúðúò íà ñúñòîÿíèåòî, â ñëó÷àÿ ïîëîæåíèåòî íà òî÷êàòà, ñå

çàäàâà ñ ðàäèóñ-âåêòîðà �è r =
��!
OM ñïðÿìî íåïîäâèæåí ïîëþñ O.

Íåêà ïîä÷åðòàåì, ÷å òóê è íàâñÿêúäå ïî-íàòàòúê ùå îçíà÷àâàìå âåê-

òîðèòå ñ ,,ïîëó÷åðíèòå`̀ áóêâè r, a, F è ò. í. Äúëæèíèòå íà ñúîòâåòíèòå

âåêòîðè ùå îçíà÷àâàìå ñúñ ñúùàòà áóêâà, íî èçïèñàíà ñ êóðñèâ, íàïðè-

4Òîâà òâúðäåíèå ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî åäèíñòâåíèÿò ,,óíèâåðñàëeí`̀ çàêîí

ïðè ìîäåëèðàíåòî íà ïðèðîäíèòå ÿâëåíèÿ.
5Îò ìíîãî îò òåçè ìåòîäè ÷èñòèÿò ìàòåìàòèê ìîæå äà ñå ,,óæàñè`̀ , ïðè òîâà ñ

ïúëíî, îò íåãîâà ãëåäíà òî÷êà, ïðàâî.

7



ìåð,

r = jrj ; a = jaj ; F = jF j è ò. í.

Ðàäèóñ-âåêòîðúò â ñëó÷àÿ å ôóíêöèÿ ñà-

O

M

r

v

F

Ôèã. 1.1. Äâèæåíèå

íà òî÷êà

ìî íà âðåìåòî t:

r = r(t) :

Ñòúïêà C � ïàðàìåòðèòå íà ñèñòåìàòà

ñà ìàñàòà íà òî÷êàòà m, êîÿòî å ìÿðêà çà

íåéíàòà èíåðòíîñò è ïðèëîæåíàòà ñèëà F ,

êîÿòî å ìÿðêà çà âçàèìîäåéñòâèåòî íà òî÷êà-

òà ñ îáêðúæàâàùèòå ÿ òåëà. Äà îòáåëåæèì,

÷å ñèëàòà, íàé-îáùî êàçàíî, å ïðîìåíëèâà íå

ñàìî âúâ âðåìåòî. Òÿ ìîæå äà çàâèñè è îò ïîëîæåíèåòî íà òî÷êàòà (òàêà-

âà å, íàïðèìåð, ñèëàòà íà ïðèâëè÷àíåòî, ïðóæèííàòà ñèëà è äð.). Òàêà

íàðå÷åíèòå ñúïðîòèâèòåëíè ñèëè, âúçíèêâàùè ïðè äâèæåíèå íà òÿëî â

òå÷íîñò èëè â ãàç, çàâèñÿò ñúùåñòâåíî îò ñêîðîñòòà íà äâèæåíèåòî. Òîâà

îçíà÷àâà, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé

F = F (t; r;v) :

êúäåòî

v = _r =
dr

dt
å âåêòîðúò�ñêîðîñò íà òî÷êàòà.

È ñåãà èäâà ôèíàëíèÿò ìîìåíò � ôîðìóëèðàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ

ìîäåë. Â ñëó÷àÿ òîâà å âòîðèÿò çàêîí íà Íþòîí, èçðàçÿâàù óðàâíåíèåòî

íà ,,ñúñòîÿíèåòî`̀ íà òî÷êàòà

d

dt
(mv) = F : (1.4)

Â äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà Ox1x2x3 è ïðè ïîñòîÿííà ìàñà íà

òî÷êàòà âåêòîðíîòî óðàâíåíèå (1.4) âîäè, ñëåä ïðîåêòèðàíå âúðõó êîîð-

äèíàòíèòå îñè, äî ñèñòåìàòà îò òðè îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíå-

íèÿ
m�x1 = F1 (t; x1; x2; x3; _x1; _x2; _x3) ;

m�x2 = F2 (t; x1; x2; x3; _x1; _x2; _x3) ;

m�x3 = F3 (t; x1; x2; x3; _x1; _x2; _x3) ;

(1.5)

êîÿòî ñëåäâà äà ñå ðåøàâà ïðè ñúîòâåòíèòå íà÷àëíè óñëîâèÿ
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x1 = x10 ; x2 = x20 ; x3 = x30 ;

_x1 = _x10 ; _x2 = _x20 ; _x3 = _x30 ; ïðè t = t0 ;
(1.6)

ò. å. ïðè çàäàäåíî íà÷àëíî ïîëîæåíèå r0 è íà÷àëíà ñêîðîñò v0 â ìîìåíò

t = t0. Äà íàïîìíèì, ÷å ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ (1.5) çàåäíî ñ íà÷àëíèòå

óñëîâèÿ (1.6) ïðåäñòàâëÿâà ò. íàð. çàäà÷à íà Êîøè.

Ñëåä ïîñòàâÿíåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè (1.5), (1.6) èçñëåäîâàòåëÿò

ìîæå äà òðúãíå, êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå6, ïî äâàòà ïúòÿ ñëåä ,,ïðàâî-

úãúëíè÷åòî`̀ D â Ñõåìà 1.1. Ïúðâèÿò å ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèÿò � òúð-

ñåíå íà óñëîâèÿ çà ëîêàëíî è/èëè ãëîáàëíî ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèåòî

íà çàäà÷àòà íà Êîøè (1.5), (1.6) (ñïîìíåòå ñè òåîðåìèòå íà Ïèêàð èëè

íà Ïåàíî), êà÷åñòâåíî èçñëåäâàíå íà ðåøåíèåòî, òúðñåíå íà ïåðèîäè÷íè

ðåøåíèÿ, è ïð. è ïð. Âñè÷êî òîâà å ïðåäìåò íà ñúâðåìåííàòà òåîðèÿ íà

îáèêíîâåíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Âòîðèÿò ïúò å ïðèëîæíèÿò. Òóê çàäà÷àòà (1.5), (1.6) ñå ðåøàâà çà

êîíêðåòíè ñèëè è êîíêðåòíè ìåõàíè÷íè ïðîáëåìè (åäíîìåðíî äâèæåíèå,

îñöèëàöèè, äâèæåíèå íà ïëàíåòà â íþòîíîâî ïîëå è ïð. è ïð.) Âñè÷êî

òîâà å ïðåäìåò íà êëàñè÷åñêàòà íþòîíîâà ìåõàíèêà.

Èäåàëúò, ðàçáèðà ñå, å â êîìáèíàöèÿòà è ñú÷åòàâàíåòî íà ñïîìåíàòèòå

äâà ïúòÿ íà ðàçñúæäåíèÿ è èçñëåäâàíèÿ. Òîâà å ïî ñèëèòå íà áëåñòÿùèÿò

ìàòåìàòèê�ôîðìàëèñò, ïðèòåæàâàù â ñúùîòî âðåìå äúëáîêî ðàçáèðàíå,

èíòóèöèÿ è àôèíèòåò êúì ïðèëîæíèòå çàäà÷è. Òàêèâà ñà áèëè êëàñè-

öèòå Íþòîí, Ëàéáíèö, Õþéãåíñ, ßêîá, Éîàí è Äàíèèë Áåðíóëè, Îéëåð,

Ôóðèå, Êîøè, Ñòîêñ, Ìàêñóåë, à è ðåäèöà äðóãè, ñ ÷èèòî èäåè, ìîäåëè

è ðåçóëòàòè ùå ñå ñáëúñêâàìå ìíîãîêðàòíî ïî-íàòàòúê.

6Âúïðîñúò êîé îò òÿõ å ïî-äîáúð èëè çà ïðåäïî÷èòàíå å áåçñúäúðæàòåëåí, òúé

êàòî îòãîâîðúò ìó çàâèñè îò ïîñòàâåíèòå öåëè, íàêëîííîñòèòå è îò ëè÷íèÿ âêóñ. À çà

âêóñîâåòå, êàêòî å èçâåñòíî, íå ñå ñïîðè. Îùå ïîâå÷å, ÷å ,,õóáàâàòà`̀ ìàòåìàòèêà ðàíî

èëè êúñíî íàìèðà íåòðèâèàëíè è äúëáîêè ïðèëîæåíèÿ. Äà ñïîìåíåì ñàìî åäèí êëà-

ñè÷åñêè ïðèìåð � 20 âåêà ñëåä êàòî Àïîëîíèé â äðåâíà Ãúðöèÿ âúâåæäà è èçñëåäâà

êîíè÷íèòå ñå÷åíèÿ, âîäåí åäèíñòâåíî îò ëþáîïèòñòâîòî ñè íà ,,÷èñò`̀ ìàòåìàòèê, Íþ-

òîí ïîêàçâà, ÷å òåçè ñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿâàò òðàåêòîðèèòå íà ïëàíåòèòå â íþòîíîâîòî

ïîëå íà ïðèâëè÷àíå íà Ñëúíöåòî. Îáðàòíî òâúðäåíèå å ñúùî âåðíî � êàêòî ïîêàçâà

èñòîðè÷åñêèÿò îïèò èíòåðåñíèÿò è ñúäúðæàòåëåí ìîäåë ïîðàæäà è ñòèìóëèðà ðàçâè-

òèåòî íà ,,õóáàâàòà`̀ ìàòåìàòèêà. (Äà ñè ïðèïîìíèì ñàìî, ÷å êëàñè÷åñêèÿò àíàëèç â

ãîëÿìà ñòåïåí å ïëîä íà ïðåäèçâèêàòåëñòâàòà, ïîñòàâåíè îò êëàñè÷åñêàòà è íåáåñíàòà

ìåõàíèêà.)
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