
Çàäà÷è êúì êóðñà "Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè âúâ ôèçèêàòà "

Â ïðèâåäåíèòå ïî�äîëó çàäà÷è îçíà÷åíèÿòà ñëåäâàò òåçè îò êóðñà
"Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè âúâ ôèçèêàòà ". Ïî-òðóäíèòå çàäà÷è ñà îòáå-
ëÿçàíè ñúñ ∗.

÷àñò 1 "Êëàñè÷åñêà ìåõàíèêà".

1. Äâèæåíèå ïî äåéñòâèå íà öåíòðàëíè ñèëè. Çàäà÷à íà Êåïëåð.

Çàäà÷à 1.1. Ïðåñìÿòàéêè èíòåãðàëà

t− t0 =
p2

c

∫ ϕ

ϕ0

dϕ

(1 + e cos(ϕ− ϕ0))2
.

ïîñðåäñòâîì ñóáñòèòóöèÿòà

cos(ϕ− ϕ0) =
cos E − e

1− e cos E
,

äà ñå ïîëó÷è ôîðìóëàòà

t− t0 =
p2

c(1− e2)
3
2

(E − e sin E),

èçâåñòíà êàòî óðàâíåíèå íà Êåïëåð. Ùå îòáåëåæèì, ÷å èçðàçÿâàíåòî íà E =
E(t) ÷ðåç åëåìåíòàðíè ôóíêöèè å íåâúçìîæíî.

Çàäà÷à 1.2. (Äîïúëíèòåëåí ïðúâ èíòåãðàë â çàäà÷àòà íà Êåïëåð.)
Íåêà èìàìå äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåòî íà öåíòðàëíà ñèëà ñ ïîòåíöèàë

V = −α

r

è íåêà èìàìå ïúðâèÿ èíòåãðàë:

M = r×mṙ = C.

Òîãàâà óðàâíåíèåòî:
mv̇ =

αr

r3
= −gradV (r)

èìà ïðúâ èíòåãðàë
I(r,v) = v ×M +

αr

r
= Const.

Óïúòâàíå. Îò óñëîâèÿòà íà çàäà÷àòà èìàìå

dI

dt
= v̇ ×M +

αv

r
− α

(r.v)r

r3
= mv̇ × (r× v) +

αv

r
− α

(r.v)r

r3
= 0

Çà äà ïîëó÷èòå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî èçïîëçâàéòå, ÷å a× (b× c) = b(a.c)−
c(a.b) è (r.r) = r2.
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Çàäà÷à 1.3. ( ïðîñòðàíñòâåí îñöèëàòîð) Äà ñå íàìåðè òðàåêòîðèÿòà íà äâè-
æåíèå â öåíòðàëíî ïîëå

V =
kr2

2

Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéòå, ÷å ñèëàòà å öåíòðàëíà, äâèæåíèåòî å â ðàâíèíàòà
Oxy. Ñëåäîâàòåëíî

V =
k(x2 + y2)

2
⇒ F = (−kx,−ky).

Çàäà÷à 1.4. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïîòåíöèàëà

V = −α

r
r =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

êúäåòî (x0, y0, z0) ñà êîîðäèíàòèòå íà ïðèâëè÷àùèÿ öåíòúð, óäîâëåòâîðÿâà óðàâ-
íåíèåòî íà Ëàïëàñ

∆V =
∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2
+

∂2V

∂z2
= 0.

Çàäà÷à 1.5*. Íåêà F(r) = F (r, ϕ)er å öåíòðàëíî ñèëîâî ïîëå ( öåíòðàëíà
ñèëà, er �åäèíè÷åí âåêòîð ïî r.) Òî å ïîòåíöèàëíî òîãàâà è ñàìà òîãàâà, êîãàòî
F = F (r), ò.å. F íå çàâèñè ÿâíî îò ϕ, ïîòåíöèàëà

V (x, y) = V (r), V (r) = −
∫

F (r) dr.

Óïúòâàíå. Íåêà F = (X,Y ) = (Fr, Fϕ). Èçðàçúò

X dx + Y dy = Fr dr + Fϕ dϕ

å ïúëåí äèôåðåíöèàë òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

∂Fϕ

∂r
=

∂Fr

∂ϕ
.

Íî Fϕ = 0 è ñëåäîâàòåëíî ∂Fr/∂ϕ = 0, ò.å.

F = F (r) ⇒ V = −
∫

F (r) dr.

Çà äà çàâúðøèì ðåøåíèåòî îñòàâà äà íàïîìíèì, ÷å ïúëíèÿ äèôåðåíöèàë å èí-
âàðèàíòåí ïðè ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå.

2. Óðàâíåíèÿ íà Ëàãðàíæ è Õàìèëòîí.

çàäà÷à 2.1 Ôóíêöèÿ íà Ëàãðàíæ çà åäíà ñâîáîäíà òî÷êà ñå äàâà â äåêàðòîâè
êîîðäèíàòè ñ èçðàçà

L =
mv2

2
=

m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2),
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a.Ïîêàæåòå, ÷å â öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè

x = r cos ϕ, y = r sin ϕ, z = z,

èìàìå
L =

m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2),

á. Ïîêàæåòå, ÷å â ñôåðè÷åñêè êîîðäèíàòè

x = r cos ψ cos ϕ,
y = r cos ψ sin ϕ,

z = r sin ψ,
(−π

2
< ψ < π

2
, 0 ≤ ϕ < 2π)





,

èìàìå
L =

m

2
(ṙ2 + r2 cos2 ψϕ̇2 + r2ψ̇2).

çàäà÷à 2.2 Äà ñå íàìåðè õàìèëòîíèàíà è äà ñå ñúñòàâÿò óðàâíåíèÿòà íà
Õàìèëòîí çà ìåõàíè÷íè ñèñòåìè ñ ëàãðàíæèàí

L =
3

2
q̇2
1 +

1

2
q̇2
2 − q2

1 −
1

2
q2
2 − q1q2,

L =
5

2
q̇2
1 +

1

2
q̇2
2 + q̇1q̇2 cos(q1 − q2) + 3 cos q1 + cos q2,

L =
1

2
(q̇2

1 + q̇2
2) +

1

4
(q̇1 + q̇3)

2 +
1

4
(q̇2 + q̇4)

2 − 2(q2
1 + q2

2 − q1q2)− 1

4
(q2

3 + q2
4).

çàäà÷à 2.3. Äà ñå íàìåðè ëàãðàíæèàíà è äà ñå ñúñòàâÿò óðàâíåíèÿòà íà
Ëàãðàíæ çà ìåõàíè÷íè ñèñòåìè ñ õàìèëòîíèàí

H =
1

2
(p2

1 + p2
2) +

a

4
(q1 − q2)

2 +
b

4
(q1 + q2)

2,

H = q1p2 − q2p1 + a(p2
1 + p2

2),

H =
1

2
(p2

1 +
p2

2

sin2 q1

)− a cos q1.

çàäà÷à 2.3 Äà ñå ðåøàò óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí, àêî

H = (p2
1 + q2

1)F (p2, . . . , pn, t).

çàäà÷à 2.4 Íåêà

qi = ϕi(αj, βj, t), pi = ψi(αj, βj, t), i = 1, . . . , n

ñà ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí

q̇i =
∂H0

∂pi

ṗi = −∂H0

∂qi

.
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Äà ñå íàìåðè äâèæåíèåòî íà ñèñòåìàòà ñ õàìèëòîíèàí

H1 = γ(t)H0(qi, pi).

3. Ñêîáêè íà Ïîàñîí

çàäà÷à 3.1 Íåêà îçíà÷èì êîîðäèíàòèòå è èìïóëñèòå íà òî÷êà ñúîòâåòíî ÷ðåç

x, y, z, px = mẋ, py = mẏ, pz = mż

è íåêà êîìïîíåíòèòå íà ìîìåíòà íà êîëè÷åñòâîòî íà äâèæåíèå ñà

mx = ypz − zpy, my = zpx − xpz, mx = xpy − ypx.

Äà ñå ïîêàæå, ÷å ñêîáêèòå íà Ïîàñîí

{px, py} = 0, {px,my} = pz, {mx,my} = mz.

çàäà÷à 3.2 Äà ñå ïðåñìåòíàò ñêîáêèòå íà Ïîàñîí çà

ϕ = q2 + p2, ψ = arctg
p

q
.

ϕ = ϕ(q2 + p2), ψ = arctg
p

q
.

ϕ = qi, ψ = ψ(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t).

ϕ = pi, ψ = ψ(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t).

ϕ = ϕ(p1, q1), ψ = F (ϕ(p1, q1), q2, . . . , qn, p2, . . . , pn, t).

çàäà÷à 3.3 Äà ñå ïðåñìåòíàò ñêîáêèòå íà Ïîàñîí çà

ϕ = q cos ωt +
p

ω
sin ωt, ψ = p cos ωt− qω sin ωt.

çàäà÷à 3.4 Äà ñå ïðåñìåòíàò ñêîáêèòå íà Ïîàñîí çà

ϕ = ϕ[
n∑

i=1

(p2
i + q2

i )], ψ = ψ[
n∑

i=1

(p2
i + q2

i )].

ϕ = cos[
n∑

i=1

(p2
i + q2

i )], ψ = sin[
n∑

i=1

(p2
i + q2

i )].

çàäà÷à 3.5 Äà ñå ïðåñìåòíàò ñêîáêèòå íà Ïîàñîí çà

ϕ = f1(g(qi, pi)), ψ = f2(g(qi, pi)).
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÷àñò 2 "Êâàíòîâà ìåõàíèêà".

Çàäà÷à 1.1. ∗ Äà ñå íàìåðè ôóíêöèÿ v(x), çà êîÿòî ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî
íà Øðüîäèíãåð

y′′ + (k2 − v(x))y = 0

ñå çàïèñâà âúâ âèäà
y1 = eikx[2k + ia(x)].

Îòãîâîð
v(x) =

−2τ 2

ch2(τx− ϕ)
.

êúäåòî τ, ϕ ñà ðåàëíè êîíñòàíòè.

Çàäà÷à 1.1a. Äà ñå ïîêàæå, ÷å äâå ëèíèåéíî íåçàâèñèìè ðåøåíèÿ íà óðàâ-
íåíèåòî

y′′ + (k2 +
2τ 2

ch2(τx− ϕ)
)y = 0

ñà ôóíêöèèòå

f+(x, k) = eikx k + iτth(τx− ϕ)

k + iτ
, ( lim

x→∞ f+(x, k)e−ikx = 1),

f−(x, k) = e−ikx k − iτth(τx− ϕ)

k + iτ
, ( lim

x→−∞ f−(x, k)eikx = 1).

Êâàíòîâî-ìåõàíè÷íàòà ñêîáêà íà Ïîàñîí ùå âúâåäåì ïî ôîðìóëàòà

{A,B} = i[A,B], (1)

êúäåòî A è B ñà ñàìîñïðåãíàòè îïåðàòîðè â ñúîòâåòíîòî õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñ-
òâî, êîìóòàòîðúò

[A,B] = AB −BA. (2)

Çàäà÷à 1.2. Äà ñå ïîêàæå, ÷å àêî îïåðàòîðèòå

Q = x, P =
1

i

d

dx
(3)

òî
{P, Q} = i[P, Q] = I ↔ [Q, P ] = iI, (4)

êúäåòî I å åäèíè÷íèÿ îïåðàòîð.

Çàäà÷à 1.3. Äà ñå íàìåðè ðåøåíèåòî ϕ(x) íà óðàâíåíèåòî

(P − ρI)ϕ(x) = iγ(Q− σI)ϕ(x),

êúäåòî îïåðàòîðèòå P è Q ñà îïðåäåëåíè, êàêòî â ïðåäèøíàòà çàäà÷à, ρ, γ, σ ñà
ðåàëíè ÷èñëà, γ > 0.
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Çàäà÷à 1.4. Íåêà ñàìîñïðåãíàòèòå îïåðàòîðè P è Q óäîâëåòâîðÿâàò êîìóòà-
öèîííîòî ñúîòíîøåíèå (4), ò.å. [Q,P ] = iI. Äà ñå ïîêàæå, ÷å

[Q,P n] = inP n−1, n = 2, 3, . . . .

Çàäà÷à 1.5. ∗ Íåêà ñàìîñïðåãíàòèòå îïåðàòîðè P è Q óäîâëåòâîðÿâàò êîìó-
òàöèîííîòî ñúîòíîøåíèå (4), ò.å. [Q,P ] = iI. Äà ñå ïîêàæå, ÷å

[P, P 2f(Q)] = −iP 2f ′(Q),

[P, Pf(Q)P ] = −iPf ′(Q)P,

[P, f(Q)P 2] = −if ′(Q)P 2,

êúäåòî îïåðàòîðèòå

f(Q) = a0 + a1Q + a2Q
2 + . . . + anQn + . . . ,

f ′(Q) = a1 + 2a2Q + . . . + nanQn−1 + . . . ,

a1, a2, . . . , an, ... ñà ðåàëíè êîíñòàíòè.

Çàäà÷à 1.6. ∗ Äà ñå äîêàæå, ÷å çà îïåðàòîðèòå

L = −D2 + v(x), A = −4D3 + 6vD + 3v′, D =
d

dx

å ñïðàâåäëèâî ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå

[A,L] = 6v(x)vx(x)− vxxx(x),

ò.å. êîìóòàòîðúò íà äèôåðåíöèàëíèòå îïåðàòîðè L èA å îïåððàòîð íà óìíîæåíèå
íà ôóíêöèÿòà 6v(x)vx(x)− vxxx(x).

Çàäà÷à 1.7.Íåêà çà îïåðàòîðèòå Pj è Qk (j,k=1,2,3) ñà â ñèëà êîìóòàöèîííèòå
ñúîòíîøåíèÿ:

[Qj, Qk] = 0, [Pj, Pk] = 0, [Qj, Pk] = iδjk, j, k = 1, 2, 3, (5)

íàðè÷àíè êîìóòàöèîííè ñúîòíîøåíèÿ íà Õàéçåíáåðã. Èçïîëçâàéêè (5) äà ñå ïî-
êàæå, çà îïåðàòîðèòå íà ìîìåíòà â êâàíòîâàòà ìåõàíèêà

L1 = Q2P3 −Q3P2,
L2 = Q3P1 −Q1P3,
L3 = Q1P2 −Q2P1.

(6)

èìàìå ñëåäíèòå êîìóòàöèîííè ñúîòíîøåíèÿ

[L1, L2] = iL3,

[L2, L3] = iL1,
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[L3, L1] = iL2.

Ïðè òîâà çà îïåðàòîðà íà êâàäðàòà íà èìïóëñà

L2 = L2
1 + L2

2 + L2
3.

èìàìå
[Lj, L

2] = 0, j = 1, 2, 3.

Çàäà÷à 1.8 ∗. Íåêà ôóíêöèÿòà u(x, y) óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0.

Äà ñå ïîêàæå, ÷å ïðè ñìÿíàòà îò äåêàðòîâè â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè, ò.å.

x = r cos ϕ y = r sin ϕ.

ôóíêöèÿòà
ũ(r, ϕ) = u(r cos ϕ, r sin ϕ),

óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè

∂2ũ

∂r2
+

1

r2

∂2ũ

∂ϕ2
+

1

r

∂ũ

∂r
= 0.

Çàáåëåæêà. Ðåçóëòàòà íà òàçè çàäà÷à îáèêíîâåííî ñå çàïèñâà âúâ âèäà

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

∂2

∂r2
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
+

1

r

∂

∂r
.

Çàäà÷à 1.9. Íåêà èìàìå óðàâíåíèåòî

∂2Φ

∂ϕ2
+ νΦ = 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà ν, çà êîèòî ðåøåíèåòî Φ(ϕ) óäîâ-
ëåòâîðÿâà ñëåäíèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ

Φ(0) = Φ(2π) Φ′(0) = Φ′(2π),

Óïúòâàíå Èçïîëçâàéòå, ÷å îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî ìîæå äà áúäå
çàïèñàíî âúâ âèäà

Φ(ϕ) = Aei
√

νϕ + Be−i
√

νϕ, ν 6= 0,

Φ(ϕ) = A + Bϕ, ν = 0.

Îòãîâîð
ν = m2, m = 0,±1,±2, . . . .
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Çàäà÷à 1.10.Íåêà èìàìå ðàäèàëíîòî óðàâíåíèå íà Øðüîäèíãåð

d2S

dr2
+

2

r

dS

dr
+ {k2 − V (r)− λ

r2
}S = 0, 0 < r < ∞.

Äà ñå ïîêàæå, ÷å àêî ïîëîæèì

S = r−
1
2 R(r),

ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

1

r2

d

dr

(
r2dR

dr

)
+

(
k2 − V (r)− λ− 1/4

r2

)
R = 0.

Äà ñå ïîêàæå,÷å àêî â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íàïðàâèì ñìÿíàòà

R(r) = χ(r)/r,

òî:
d2χ

dr2
+

(
k2 − V (r)− λ− 1/4

r2

)
χ = 0.
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