
ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÈ È
ÏÎÂÚÐÕÍÈÍÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ,

ÔÎÐÌÓËÀ ÍÀ ÑÒÎÊÑ,
ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß



2

Â íàñòîÿùîòî ïîñîáèå ñà ðàçãëåäàíè îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ íà ìà-
òåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç çà ôóíêöèè íà íÿêîëêî íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè:
íåïðåêúñíàòîñò, ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ðàçâèòèå íà ôóíêöèèòå â ðåä íà
Òåéëîð, ëîêàëíè åêñòðåìóìè, êðàòíè èíòåãðàëè è ïðèëîæåíèÿòà èì.

Èçïîëçâàíà ëèòåðàòóðà:

• Äîé÷èíîâ: Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç â åâêëèäîâè ïðîñòðàíñòâà

• Èëèí, Ñàäîâíè÷èé, Ñåíäîâ: Êóðñ ïî ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, òîì 2

• Çîðè÷: Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç, òîì 1 è 2

• Ðóäèí, Îñíîâè íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç

• Ôèõòåíãîëö, Êóðñ ïî äèôåðåíöèàëíî è èíòåãðàëíî ñìÿòàíå, òîì
3



Ãëàâà 1

Êðèâè è êðèâîëèíåéíè

èíòåãðàëè

1.1 Ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè êðèâè

Äåôèíèöèÿ íà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà.
Òóê ùå ïîâòîðèì íÿêîè äåôèíèöèè îò ïàðàãðàôè 2.12 è 4.4 íà

÷àñò I.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè Γ â ðàâíè-
íàòà å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà, àêî ñà äàäåíè äâå ôóíêöèè x(t),
y(t), äåôèíèðàíè â èíòåðâàëà ∆, òàêà ÷å âñÿêà òî÷êà (x, y) ∈ Γ ñå
ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

x = x(t), y = y(t)

çà íÿêîå t ∈ ∆.

Äâîéêàòà ôóíêöèè x(t), y(t) ùå íàðè÷àìå ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

íà Γ. Àêî ñå óñëîâèì äà îçíà÷àâàìå ñ ~P = (x, y) ðàäèóñ-âåêòîðà íà ïðî-
èçâîëíà òî÷êà îò ðàâíèíàòà, òî ãîðíèòå äâå ñêàëàðíè ðàâåíñòâà ìîãàò
äà áúäàò çàïèñàíè êàòî åäíî âåêòîðíî ðàâåíñòâî

~P = ~P (t), t ∈ ∆,

êúäåòî ñìå îçíà÷èëè ~P (t) = (x(t), y(t)).
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Ïî-íàòàòúê ùå âèäèì, ÷å âñÿêà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà ïðè-
òåæàâà áåçêðàéíî ìíîãî ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ. Åäèí îò îñíîâ-
íèòå ïðîáëåìè å äà ñå âúâåäàò ïîíÿòèÿ, íåçàâèñèìè îò ïàðàìåòðè÷íî-
òî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâàòà. Çàñåãà îáà÷å ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å çàåäíî ñ
âñÿêà ðàçãëåæäàíà êðèâà å çàäàäåíî è åäíî ôèêñèðàíî ïàðàìåòðè÷íî
ïðåäñòàâÿíå. Òîâà íè äàâà âúçìîæíîñò äà äàäåì ñëåäíèòå äåôèíèöèè:

Äåôèíèöèÿ. Êðèâàòà Γ ùå íàðè÷àìå:
- íåïðåêúñíàòà, àêî ôóíêöèèòå x(t) , y(t) ñà íåïðåêúñíàòè.
- n-êðàòíî ãëàäêà, àêî x(t) è y(t) ñà n-êðàòíî ãëàäêè, ò.å ïðèòå-

æàâàò íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè äî ðåä n âêëþ÷èòåëíî.
- ïðîñòà (íåçàòâîðåíà), àêî íà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà t ñúîò-

âåòñòâóâàò ðàçëè÷íè òî÷êè (x(t), y(t)) îò ðàâíèíàòà.
- ïðîñòà çàòâîðåíà, àêî ôóíêöèèòå x(t) è y(t) âçåìàò åäíàêâè

ñòîéíîñòè â äâàòà êðàÿ a è b íà äåôèíèöèîííèÿ èíòåðâàë ∆ = [a, b]
, íî íà âñÿêà äðóãà äâîéêà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà t1, t2 ∈ D ñúîò-
âåòñòâóâàò ðàçëè÷íè òî÷êè îò ðàâíèíàòà.

Ñúùàòà äåôèíèöèÿ å â ñèëà è çà êðèâè â òðèìåðíîòî ïðîñòðàí-
ñòâî, èëè, ïî�îáùî, â Rn, ñ åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà, ÷å ïàðàìåòðè÷íèòå
ôóíêöèè ñà òðè (èëè ñúîòâåòíî n) íà áðîé.

Ïðèìåðè íà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè êðèâè â ðàâíèíàòà ìîãàò äà
áúäàò âèäÿíè â �2.12 íà ÷àñò I.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå ñúùî ìîãàò äà áúäàò
ðàçãëåæäàíè êàòî ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè êðèâè. Íàèñòèíà, àêî ôóí-
êöèÿòà f(x) å çàäàäåíà â èíòåðâàëà [a, b] , òî íåéíàòà ãðàôèêà ìîæå
äà áúäå ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâåíà ÷ðåç óðàâíåíèåòî y = f(x), êîåòî
ôîðìàëíî ìîæå äà áúäå çàïèñàíî âúâ âèäà:

x = t, y = f(t), t ∈ [a, b] .

Ïîíÿêîãà ùå êàçâàìå, ÷å òàêèâà êðèâè ñà ÿâíî çàäàäåíè.

Çàáåëåæêà. Â ïðèëîæåíèÿòà ÷åñòî ñå ðàçãëåæäàò ò.íàð. ÷àñòè÷íî
ãëàäêè êðèâè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å äåôèíèöèîííàòà îáëàñò [a, b] ìîæå äà
ñå ðàçäåëè íà êðàåí áðîé ïîäèíòåðâàëè, âúâ âúòðåøíîàòòà íà âñåêè îò
êîèòî êðèâàòà å ãëàäêà, è â äåëÿùèòå òî÷êè ïðîèçâîäíèòå íà ïàðàìåò-
ðè÷íèòå ôóíêöèè ïðèòåæàâàò ãðàíèöè îòëÿâî è îòäÿñíî.
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Òåîðåìà íà Æîðäàí. Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å âñÿêà ïðîñòà çàò-
âîðåíà è íåïðåêúñíàòà êðèâà Γ â R2 ðàçäåëÿ ðàâíèíàòà íà äâå ëèíåéíî
ñâúðçàíè ÷àñòè � îãðàíè÷åíà è íåîãðàíè÷åíà. Îãðàíè÷åíàòà ÷àñò ñå íà-
ðè÷à âúòðåøíîñò íà êðèâàòà è ñå áåëåæè ñ intΓ.

Ìàêàð ÷å òàçè òåîðåìà èçãëåæäà î÷åâèäíà, íåéíîòî ïúëíî äîêà-
çàòåëñòâî å äîñòà òðóäíî*, è íèå íå ãî ïðèâåæäàìå òóê.

Ðåãóëÿðíè êðèâè. Âàæíî å äà ñå âèäè, ÷å ãëàäêîñòòà íà ïàðà-
ìåòðèçèðàùèòå ôóíêöèè x(t) è y(t) íå å äîñòàòú÷íà, çà äà áúäå êðèâàòà
ãëàäêà â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë íà äóìàòà. Íàèñòèíà, äà ðàçãëåäàìå êðèâà-
òà ñ óðàâíåíèÿ

x = t2 sign t, y = t2, t ∈ [−1, 1].

Âúïðåêè, ÷å ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè ïðèòåæàâàò íåïðåêúñíàòè
ïúðâè ïðîèçâîäíè, òàíãåíòà ïðè t = 0 íå ñúùåñòâóâà (â ñúùíîñò êðè-
âàòà ñúâïàäà ñ ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà y = |x|). Îùå ïî-ëîøî å ïîëî-
æåíèåòî ñ êðèâàòà, çàäàäåíà ñ óðàâíåíèÿòà x = t3 y = t2, t ∈ [−1, 1].*

Òîâà íàëàãà äà ñå ïîñòàâè è äîïúëíèòåëíî óñëîâèå âúðõó ïàðàìåòðè÷-
íèòå óðàâíåíèÿ:

Äåôèíèöèÿ. Êðèâàòà Γ ùå íàðè÷àìå ðåãóëÿðíà, àêî òÿ å ïîíå
åäíîêðàòíî ãëàäêà è íàâñÿêúäå â D å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî:

(x′(t))
2

+ (y′(t))
2
> 0 ,

ò.å. ïðîèçâîäíèòå íà x(t) è y(t) íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî.
Êàêòî ùå âèäèì ìàëêî ïî-íàòàòúê, ðåãóëÿðíèòå êðèâè ïðèòåæà-

âàò äîïèðàòåëíè ïðàâè âúâ âñÿêà ñâîÿ òî÷êà, ò.å. îòãîâàðÿò íà èíòóè-
òèâíàòà ïðåäñòàâà çà ãëàäêà êðèâà.

Òî÷êèòå, â êîèòî ãîðíèòå äâå ïðîèçâîäíè ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåí-
íî, ñå íàðè÷àò îñîáåíè òî÷êè íà êðèâàòà.

ßâíî çàäàäåíèòå êðèâè âèíàãè ñà ðåãóëÿðíè: àêî f(x) ïðèòåæàâà
íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè äî ðåä n , òî íåéíàòà ãðàôèêà å n-êðàòíî
ãëàäêà è ðåãóëÿðíà (ïðîâåðåòå!).

*Âàæåí åëåìåíò îò òîâà äîêàçàòåëñòâî å òåîðèÿòà íà èíäåêñà íà êðèâà îòíîñíî
òî÷êà, êîÿòî íèå èçëàãàìå â �8.

*Çà ïúðâàòà êðèâà ñå êàçâà, ÷å â íóëàòà ïðèòåæàâà "úãëîâà òî÷êà", à çà âòîðàòà
� "ðîãîâà òî÷êà".
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Âðúçêà ìåæäó ðàçëè÷íèòå ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà äà-
äåíà êðèâà.

Àêî ðàçãëåæäàìå êðèâàòà êàòî ìíîæåñòâî îò òî÷êè â ðàâíèíàòà,
òî î÷åâèäíî òî ìîæå äà ñå ïîëó÷è ÷ðåç ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè÷íè ïðåä-
ñòàâÿíèÿ. Òå äîðè ñà áåçêðàéíî ìíîãî, çàùîòî îò äàäåíî ïðåäñòàâÿíå
ìîæåì äà ïîëó÷èì ìíîãî äðóãè ÷ðåç ñìåíà íà ïàðàìåòúðà. Ïî-òî÷íî,
èçïúëíåíî å ñëåäíîòî î÷åâèäíî òâúðäåíèå:

Òâúðäåíèå 1. Íåêà Γ å ðåãóëÿðíà è ïðîñòà ïàðàìåòðè÷íî çàäà-
äåíà êðèâà ñ óðàâíåíèÿ

x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b] .

Íåêà t(τ) å ãëàäêà ôóíêöèÿ, èçïðàùàùà èíòåðâàëà [α, β] â èíòåðâàëà
[a, b], êàòî íàâñÿêúäå èìàìå t′(τ) 6= 0*. Òîãàâà óðàâíåíèÿòà

x = x(t(τ)), y = y(t(τ)), τ ∈ [α, β]

ñúùî äàâàò ðåãóëÿðíî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâàòà Γ.

Ïî-èíòåðåñíî çà íàñ å, ÷å è îáðàòíîòî òâúðäåíèå ñúùî å èçïúëíå-
íî:

Òåîðåìà 2. Íåêà äàäåíà êðèâà Γ ïðèòåæàâà äâå ðàçëè÷íè ðåãó-
ëÿðíè ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ:

~P = ~P (t) : x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b] ,

~P = ~̃P (t) : x = x̃(τ), y = x̃(τ), τ ∈ [α, β] .

Òîãàâà òå ñå ïîëó÷àâàò åäíî îò äðóãî ÷ðåç ñìÿíà íà ïàðàìåòúðà.
Ïî-òî÷íî, ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ãëàäêà ôóíêöèÿ t(τ) :
[α, β] → [a, b], òàêàâà ÷å íàâñÿêúäå t′(τ) 6= 0, è ñà èçïúëíåíè ðàâåíñ-
òâàòà

x̃(τ) = x(t(τ)), ỹ(τ) = y(t(τ)).

*Îòòóê âåäíàãà ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà å ñòðîãî ìîíîòîííà è äàâà âçàèìíî åäíîç-
íà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó èíòåðâàëèòå [α, β] è [a, b].
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Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ëîêàëíî. Íåêà ~P0 =
~P (t0) = ~̃P (τ0) å òî÷êà îò Γ. Ïîðàäè ðåãóëÿðíîñòòà ïîíå åäíà îò ïðîèçâîäíèòå x′ (t0),
y′ (t0) íå ñå àíóëèðà; íåêà íàïðèìåð x′ (t0) 6= 0. Òîãàâà ïî òåîðåìàòà çà îáðàòíàòà
ôóíêöèÿ (ò. 2 îò �2.2, ÷àñò I) îêîëî t0 ôóíêöèÿòà x(t) ïðèòåæàâà äèôåðåíöèðóåìà
îáðàòíà t = t(x), äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà x (t0). Òîãàâà ôóíêöèÿòà

t(τ) = t (x̃(τ)) ,

äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà τ0, óäîâëåòâîðÿâà èçèñêâàíèÿòà íà òåîðåìàòà. Ëåñíî ñå
âèæäà, ÷å òåçè èçèñêâàíèÿ îïðåäåëÿò t(τ) åäíîçíà÷íî.

Çà äà äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà t(τ) âúðõó öåëèÿ èíòåðâàë [α, β], å äîñòàòú÷íî

äà ãî ðàçäåëèì íà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïîäèíòåðâàëè, äà ïðèëîæèì âúâ âñåêè îò òÿõ

ëîêàëíîòî òâúðäåíèå, è äà îòáåëåæèì, ÷å ïîðàäè åäèíñòâåíîñòòà òàêà äåôèíèðàíèòå

ëîêàëíî îïðåäåëåíè ôóíêöèèt(τ) ñå ñãëîáÿâàò â åäíà ãëîáàëíî îïðåäåëåíà.

Êðèâè â R3 è Rn. Äàäåíèòå ïî-ãîðå äåôèíèöèè è òåîðåìè ëåñíî ñå
ïðåíàñÿò è çà êðèâè â R3, çàäàäåíè ñ óðàâíåíèÿòà

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [a, b] .

Òîâà å â ñèëà è çà ïî÷òè âñè÷êè ñëåäâàùè òâúðäåíèÿ (áåç òåîðåìàòà
íà Æîðäàí). Ïî ñúùèÿò íà÷èí ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êðèâè è â ïðî-
èçâîëíî êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî. Ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíàòà êðèâà â
Rn ñ êîîðäèíàòè (x1, . . . , xn) ñå çàäàâà ñ ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

x1 = x1(t), . . . , xn = xn(t), ∈ [a, b].

Ïî-íàòàòúê � çà èêîíîìèÿ íà ìÿñòî � íèå ùå ðàçãëåæäàìå ãëàâíî
äâóìåðíèÿ ñëó÷àé, íî âñè÷êè äåôèíèöèè è òåîðåìè ñå ïðåíàñÿò êúì
îáùèÿ ñëó÷àé áåç ñúùåñòâåíè èçìåíåíèÿ. Íèå íàé-÷åñòî ùå îñòàâÿìå
òîâà íà ÷èòàòåëÿ.

Ïîñîêà âúðõó êðèâà. Èíòóèòèâíî, âñÿêà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà äàäåíà
êðèâà îïðåäåëÿ ïîñîêà âúðõó íåÿ, îïðåäåëåíà îò ïîñîêàòà íà íàðàñòâàíå
íà ïàðàìåòúðà. Ùå ôîðìàëèçèðàìå òàçè ïðåäñòàâà. Íåêà å äàäåíà êðè-
âàòà Γ çàåäíî ñ ïàðàìåòðè÷íîòî ñè ïðåäñòàâÿíå ~P = ~P (t). Òîãàâà âúðõó
òî÷êèòå îò Γ å îïðåäåëåíà íàðåäáà. Íåêà ñà äàäåíè òî÷êèòå ~P1, ~P2 ∈ Γ,
êàòî ~P1 = ~P (t1), ~P2 = ~P (t2). Ùå êàçâàìå, ÷å ~P2 ñëåäâà ~P1 (çàïèñâàìå
~P1 ≺ ~P2), àêî t1 ≤ t2. Òàêàâà íàðåäáà ùå íàðè÷àìå ïîñîêà âúðõó Γ.

Ùå âèäèì êàê íàðåäáàòà ñå ïðîìåíÿ â çàâèñèìîñò îò èçáðàíîòî ïà-
ðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå. Íåêà å äàäåíî äðóãî ðåãóëÿðíî ïàðàìåòðè÷íî
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ïðåäñòàâÿíå ~P = ~̃P (t) íà Γ, è íåêà ~̃P (τ) = ~P (t(τ)). Òúé êàòî t′(τ) 6= 0,
òî çíàêúò íà t′(τ) ìîæå äà å èëè íàâñÿêúäå ïëþñ, èëè íàâñÿêúäå ìèíóñ.
Ñëåäîâàòåëíî t(τ) òðÿáâà äà áúäå ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà èëè ñòðî-
ãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà. Àêî òÿ å ðàñòÿùà, íàðåäáèòå, îïðåäåëåíè îò
äâåòå ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ, ñúâïàäàò; â òàêúâ ñëó÷àé ùå êàçâà-

ìå, ÷å ïðåäñòàâÿíèÿòà ~P = ~P (t) è ~P = ~̃P (t) ñà åäíàêâî îðèåíòèðàíè.
Àêî t(τ) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà, íàðåäáèòå, îïðåäåëåíè îò ïðåäñòà-
âÿíèÿòà, ñà ïðîòèâîïîëîæíè åäíà íà äðóãà; â òàêúâ ñëó÷àé êàçâàìå,
÷å ïðåäñòàâÿíèÿòà ñà ïðîòèâíî îðèåíòèðàíè. Íàêðàòêî îò ãîðíèòå ðàç-
ñúæäåíèÿ ïîëó÷àâàìå:

Òâúðäåíèå 3. Âúðõó âñÿêà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà ñúùåñ-
òâóâàò òî÷íî äâå ïîñîêè, êàòî åäíàòà å ïðîòèâîïîëîæíà íà äðóãàòà.

Äåôèíèöèÿ. Ïîä îðèåíòèðàíà êðèâà ùå ðàçáèðàìå êðèâàòà êà-
òî ãåîìåòðè÷åí îáåêò, çàåäíî ñ åäíà èçáðàíà âúðõó íåÿ ïîñîêà. Êàçàíî
ôîðìàëíî, ðàçãëåæäàìå êðèâàòà çàåäíî ñ äàäåí êëàñ îò åäíàêâî îðè-
åíòèðàíè íåéíè ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ.

Äîïèðàòåëíà êúì ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà.

Íåêà P0 è P ñà äâå òî÷êè îò êðèâàòà Γ. Îïðåäåëåíàòà îò òÿõ ïðàâà
ùå íàðè÷àìå ñåêóùà çà Γ ùå áåëåæèì ñ lP0,P . Ùå îïðåäåëèì äîïèðà-
òåëíàòà ïðàâà â äàäåíà òî÷êà êàòî ãðàíè÷íî ïîëîæåíèå íà ñåêóùèòå:

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Γ å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà è P0 ∈ Γ.
Ùå êàçâàìå, ÷å ïðàâàòà l å äîïèðàòåëíà, èëè òàíãåíòà , êúì Γ â P0,
àêî òÿ å ãðàíèöà íà ñåêóùèòå lP0,Pn çà âñÿêà ðåäèöà {Pn} îò òî÷êè,
ëåæàùè âúðõó Γ è êëîíÿùè êúì P0.

ßñíî å, ÷å ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = |x|, ðàçãëåäàíà ïî-ãîðå,
íå ïðèòåæàâà äîïèðàòåëíà â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå, ìàêàð ÷å ìîæå
äà áúäå ãëàäêî ïàðàìåòðèçèðàíà. Àêî ïîèñêàìå îáà÷å îñâåí ãëàäêîñòòà
äà èìà è ðåãóëÿðíîñò, òî äîïèðàòåëíàòà ñúùåñòâóâà, êàêòî ñå âèæäà îò
ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4. Íåêà ~P0 = ~P (t0) å òî÷êà îò êðèâàòà Γ, ïðîèçâîäíè-
òå x′ (t0) è y′ (t0) ñúùåñòâóâàò è ïîíå åäíàòà îò òÿõ íå å íóëà. Òîãàâà
äîïèðàòåëíàòà â P0 ñúùåñòâóâà è å êîëèíåàðíà ñ âåêòîðà

~l (t0) = (x′ (t0) , y′ (t0)) .
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà tn å ðåäèöà îò ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà t,
êëîíÿùà êúì t0, è ~Pn = ~P (tn). Âåêòîðúò ~P0Pn = ~Pn − ~P0 å êîëèíåàðåí
ñúñ ñåêóùàòà lP0,Pn . Ðåäèöàòà îò òåçè âåêòîðè êëîíè êúì íóëåâèÿ âåêòîð
è ñëåäîâàòåëíî å áåçïîëåçíà çà îïðåäåëÿíåòî íà ãðàíèöàòà íà ñåêóùèòå.
Àêî îáà÷å âìåñòî òÿõ ðàçãëåäàìå ïðîïîðöèîíàëíèòå íà òÿõ âåêòîðè

1

tn − t0
~P0Pn =

(
x (tn)− x (t0)

tn − t0
,
y (tn)− y (t0)

tn − t0

)
,

âèæäàìå, ÷å ãðàíèöàòà ñúùåñòâóâà è ñúâïàäà ñ âåêòîðà ~l (t0). Ñëåäî-
âàòåëíî, ãðàíèöàòà íà ñåêóùèòå ñúùåñòâóâà. Î÷åâèäíî òÿ ñúâïàäà ñ
ïðàâàòà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà ~P0 è êîëèíåàðíà ñ âåêòîðà ~l (t0).

Â ÷àñòíîñò, àêî èìàìå êðèâà, ÿâíî çàäàäåíà ñ óðàâíåíèåòî y =
f(x), îò ãîðíàòà òåîðåìà ïîëó÷àâàìå äîïèðàòåëíèÿ âåêòîð (1, f ′(x)).

Àíàëîãè÷íî, çà êðèâà â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷àâàìå äî-
ïèðàòåëåí âåêòîð ~l (t) ñ êîìïîíåíòè

~l (t) = (x(t), y(t), z(t)) .

Çàáåëåæêà. Ïî äåôèíèöèÿ äîïèðàòåëíàòà ïðàâà íå çàâèñè îò èç-
áðàíîòî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâàòà. Çà äîïèðàòåëíèÿ âåê-
òîð ~l (t) òîâà íå å âÿðíî; ïðè èçáîð íà ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòà-
âÿíèÿ ñúîòâåòíèòå äîïèðàòåëíè âåêòîðè îáà÷å ñà êîëèíåàðíè åäèí íà
äðóã, ò.å. åäèíèÿò ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí îò äðóãèÿ ÷ðåç óìíîæåíèå ñ
÷èñëîâà ôóíêöèÿ.*

Äîíÿêúäå çàâèñèìîñòòà îò ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå ìîæå äà
áúäå èçáÿãíàòà, àêî âìåñòî ~l (t) ðàçãëåäàìå åäèíè÷íèÿ äîïèðàòåëåí âåê-
òîð ~e (t) :

~e (t) =
~l (t)∣∣∣~l (t)∣∣∣ =

(
x′(t)√

x′(t)2 + y′(t)2
,

y′(t)√
x′(t)2 + y′(t)2

)
.

(Àíàëîãè÷íà å ôîðìóëàòà è â R3).

*Òîâà ëåñíî ñå âèæäà íåïîñðåäñòâåíî êàòî ñëåäñòâèå îò òåîðåìà 2.
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Îò òåîðåìà 2 è òâúðäåíèå 3 ñëåäâà:
Òâúðäåíèå 5. Åäèíè÷íèÿò äîïèðàòåëåí âåêòîð ~e (t) íå çàâèñè

îò ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâàòà, à ñàìî îò ïîñîêàòà,
êîÿòî òî îïðåäåëÿ.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî èçáåðåì äðóãî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå
íà êðèâàòà, çàäàâàùî ïðîòèâîïîëîæíà ïîñîêà, åäèíè÷íèÿò äîïèðàòåëåí
âåêòîð ~e (t) ñå çàìåíÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíèÿ âåêòîð −~e (t).

Îò çíà÷åíèå å è åäèíè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð ~n (t), ïîëó÷åí îò
~e (t) ÷ðåç çàâúðòàíå íà úãúë π/2 ïî ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà:

~n (t) =

(
y′(t)√

x′(t)2 + y′(t)2
,− x′(t)√

x′(t)2 + y′(t)2

)
.

Äèðåêòîðíè êîñèíóñè íà âåêòîð. Íåêà ~e å åäèíè÷åí âåêòîð â
R3, è íåêà îçíà÷èì ñ α, β, γ úãëèòå, êîèòî ~e ñêëþ÷âà ñ êîîðäèíàòíè-
òå âåêòîðè ~x, ~y, ~z. Òîãàâà ïðîåêöèèòå íà ~e âúðõó êîîðäèíàòíèòå îñè
ñúâïàäàò ñ êîñèíóñèòå íà òåçè úãëè, è ïîëó÷àâàìå

~e = (cosα, cosβ, cos γ).

Êîìïîíåíòèòå íà ~e ñå íàðè÷àò îùå íåãîâè äèðåêòîðíè êîñèíóñè. Î÷å-
âèäíî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

cos 2α + cos 2β + cos 2γ = 1.

Ñïåöèàëíî, çà åäèíè÷íèÿò äîïèðàòåëåí âåêòîð ~e(P ) â òî÷êàòà P
îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíèòå úãëè ñ α(P ), β(P ), γ(P ), è çàïèñâàìå

~e(P ) = (cosα(P ), cosβ(P ), cos γ(P )).

Àíàëîãè÷íî çàïèñâàíå ìîæå äà ñå íàïðàâè è â R2, íî òàì òî íå å
îñîáåíî ñúäúðæàòåëíî, òúé êàòî òîãàâà β = π/2− α.
Äúëæèíà íà êðèâà. Çà óäîáñòâî òóê ùå ïîâòîðèì äåôèíèöèÿòà è
ôîðìóëàòà çà ïðåñìÿòàíå íà äúëæèíàòà íà êðèâà, äàäåíè â �4.4 íà ÷àñò
I. Íåêà å äàäåíà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíàòà êðèâà Γ ñ íà÷àëíà òî÷êà A
è êðàéíà òî÷êà B, è íåêà ≺ å íàðåäáàòà, îïðåäåëåíà îò ïàðàìåòðè÷íî-
òî ïðåäñòàâÿíå è çàäàâàùà ïîñîêàòà íà Γ. Ùå êàçâàìå, ÷å å çàäàäåíî
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ðàçáèâàíå τ íà Γ, àêî çà äàäåíè êðàåí áðîé òî÷êè P0, . . . , Pn ∈ Γ, òàêà
÷å P0 = A, Pn = B, è P0 ≺ . . . ≺ Pn. Äà îçíà÷èì

diam τ = max
i=1,...,n

∣∣Pi−1Pi
∣∣ .

Ïîä Lτ ùå ðàçáèðàìå íà÷óïåíàòà ëèíèÿ, ñúñòàâåíà îò îòñå÷êèòå
Pi−1Pi, i = 1, . . . , n (òî÷êèòå Pi ñå íàðè÷àò âúçëè íà íà÷óïåíàòà). Â
òàêúâ ñëó÷àé ùå êàçâàìå ñúùî, ÷å íà÷óïåíàòà ëèíèÿ Lτ å âïèñàíà â Γ.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïîíÿòèåòî "âïèñàíà íà÷óïåíà ëèíèÿ" íå çàâèñè
îò èçáîðà íà íàðåäáàòà. Íàèñòèíà, çà äà ïîëó÷èì íà÷óïåíàòà ëèíèÿ,
âñåêè îò òåçè âúçëè òðÿáâà äà ñâúðæåì ñ îòñå÷êè ñ äâàòà âúçåëà, êîèòî
ñà ìó ñúñåäíè ñïîðåä äàäåíàòà íàðåäáà. Àêî ñìåíèì òàçè íàðåäáà ñ
ïðîòèâîïîëîæíàòà, ñúñåäíè íà äàäåíàòà òî÷êà ùå áúäàò ñúùèòå äâå
òî÷êè, êàêòî è ïðåäè òîâà.

Äåôèíèöèÿ 1. Äúëæèíà íà äàäåíà êðèâà ùå íàðè÷àìå òî÷íàòà
ãîðíà ãðàíèöà íà äúëæèíèòå íà âïèñàíèòå â íåÿ íà÷óïåíè ëèíèè.

Êðèâàòà ñå íàðè÷à ðåêòèôèöèðóåìà, àêî äúëæèíàòà è å êðàéíà,
ò.å. äúëæèíèòå íà íà âñè÷êè âïèñàíè â íåÿ íà÷óïåíè ëèíèè ñà îãðàíè-
÷åíè îòãîðå. Ïðèìåð íà íåðåêòèôèöèðóåìà íåïðåêúñíàòà êðèâà íè äàâà
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x sin 1

x
â èíòåðâàëà [0, 1] (äîïúëíåíà ñ

óñëîâèåòî f(0) = 0).

Äåôèíèöèÿ 2. Äúëæèíà íà äàäåíà êðèâà íàðè÷àìå ãðàíèöàòà
íà äúëæèíèòå íà íà÷óïåíèòå ëèíèè Lτ , êîãàòî diam τ → 0.

Òåîðåìà 6. Äâåòå äåôèíèöèè ñà åêâèâàëåíòíè. Ïî-òî÷íî, âñÿêà
êðèâà, êîÿòî ïðèòåæàâà äúëæèíà ïî ïúðâàòà äåôèíèöèÿ, ïðèòåæàâà
òàêàâà è ïî âòîðàòà, êàòî äâåòå äúëæèíè ñúâïàäàò.

Äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå äà ñå âèäè â �4.4 íà ÷àñò I.

Ïðåñìÿòàíå íà äúëæèíàòà íà ãëàäêà êðèâà.

Òåîðåìà 7. Íåêà êðèâàòà Γ å åäíîêðàòíî ãëàäêà, ò.å. ïðèòåæà-
âà êîîðäèíàòíî ïðåäñòàâÿíå

x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b] ,
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â êîåòî ôóíêöèèòå x(t) è y(t) ñà äèôåðåíöèðóåìè è èìàò íåïðåêúñíà-
òè ïðîèçâîäíè.Òîãàâà çà äúëæèíàòà íà êðèâàòà Γ å â ñèëà ôîðìóëà-
òà*

l(Γ) =

b∫
a

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Çàáåëåæêà. Ïîíÿêîãà òàçè ôîðìóëà ñå çàïèñâà âúâ âèäà

l(Γ) =

b∫
a

∣∣∣~l(t)∣∣∣ dt.
Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå âòîðàòà äåôèíèöèÿ. Íåêà τ å

ðàçáèâàíå, îïðåäåëåíî îò òî÷êèòå P0, . . . , Pn, êàòî Pi = ~P (ti), è íåêà
Lτ å ñúîòâåòíàòà íà÷óïåíà ëèíèÿ. Òîãàâà çà íåéíàòà äúëæèíà l (Lτ )
ïîëó÷àâàìå

l (Lτ ) =
n∑
i=1

|Pi−1Pi| =
n∑
i=1

√
(x(ti)− x(ti−1))2 + (y(ti)− y(ti−1))2 .

Èçïîëçóâàéêè òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, ìîæåì äà çàïèøåì
òîçè èçðàç âúâ âèäà

l (Lτ ) =
n∑
i=1

√(
x(ti)− x(ti−1)

ti − ti−1

)2

+

(
y(ti)− y(ti−1)

ti − ti−1

)2

(ti − ti−1)

=
n∑
i=1

√
x′(ξi)2 + y′(ξ̃i)2 (ti − ti−1) ,

êúäåòî ξi è ξ̃i ñà ïîäõîäÿùè òî÷êè îò èíòåðâàëà (ti−1, ti).
Ìîæåì äà çàáåëåæèì, ÷å ãîðíèÿò èçðàç íàïîäîáÿâà ðèìàíîâà ñó-

ìà çà ñúîòâåòíèÿ èíòåãðàë. Åäèíñòâåíîòî ðàçëè÷èå ñå ñúñòîè â òîâà,
÷å â ãîðíàòà ñóìà ôèãóðèðàò äâå ðàçëè÷íè ìåæäèííè òî÷êè ξi è ξ̃i.

*×èòàòåëÿò ëåñíî ùå ñúîáðàçè êàê èçãëåæäà òàçè ôîðìóëà çà êðèâè â R3
.
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Ùå âèäèì, ÷å òîâà ðàçëè÷èå íå å ñúùåñòâåíî. Íàèñòèíà, äà ðàçãëåäàìå
ðèìàíîâàòà ñóìà

Rτ =
n∑
i=1

√
x′(ξi)2 + y′(ξi)2 (ti − ti−1) ,

ñúîòâåòñòâàùà íà ðàçáèâàíåòî τ̃ : a = t0 < . . . < tn = b è ìåæäèííèòå
òî÷êè ξi. ßñíî å, ÷å diam τ → 0 òî÷íî òîãàâà, êîãàòî diam τ̃ → 0.

Ùå ïîêàæåì, ÷å

lim
diam τ→0

(Rτ − l (Lτ )) = 0.

Çà äà îöåíèì ðàçëèêàòà ìåæäó l (Lτ ) è Rτ , ùå èçïîëçóâàìå íåðàâåíñò-
âîòî∣∣∣√a2 + b2 −

√
a2 + b̃2

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ b+ b̃
√
a2 + b2 +

√
a2 + b̃2

(
b− b̃

)∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣b− b̃∣∣∣ .
Ïðèëàãàéêè òîâà íåðàâåíñòâî ïî÷ëåííî, ïîëó÷àâàìå

|Rτ − l (Lτ )| ≤
n∑
i=1

∣∣∣y′(ξi)− y′(ξ̃i)∣∣∣ (ti − ti−1) .

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Äà èçáåðåì δ > 0 òàêîâà, ÷å îò
|t′ − t′′| < δ, t′, t′′ ∈ [a, b] äà ñëåäâà |y′(t′)− y′(t′′)| < ε. Òîãàâà, àêî
diam τ̃ = max(ti − ti−1) < δ, ùå èìàìå |Rτ − l (Lτ )| < ε(b− a), ò.å ðàçëè-
êàòà Rτ − l (Lτ ) ìîæå äà áúäå íàïðàâåíà ïðîèçâîëíî ìàëêà.

Òúé êàòî
b∫
a

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt å ãðàíèöà íà ðèìàíîâèòå ñóìè Rτ

ïðè diam τ̃ → 0, ñúùîòî å âÿðíî è çà äúëæèíèòå íà íà÷óïåíèòå l (Lτ ).

Ñèòóàöèÿòà, äî êîÿòî ñòèãíàõìå â ãîðíàòà òåîðåìà, ùå ñå ñðåùà ìíîãî ïúòè
â ïî-íàòàòúøíèÿ òåêñò. Òóê ùå ÿ ôîðìàëèçèðàìå, ò.å. ùå ÿ ïðåäñòàâèì êàòî ÷àñòåí
ñëó÷àé íà îáùà òåîðåìà. Íåêà ñ τ îçíà÷àâàìå ðàçáèâàíå íà èíòåðâàëà [a, b], ò.å.
ñúâîêóïíîñòòà îò äåëÿùè òî÷êè ti è ìåæäèííè òî÷êè ξi, è íåêà çà âñÿêî ðàçáèâàíå
τ ñà äàäåíè ñóìèòå

Rτ =

n∑
i=1

αi(τ) (ti − ti−1) , è R̃τ =

n∑
i=1

α̃i(τ) (ti − ti−1) .
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Ëåìà 8. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å

max
i
|αi(τ)− α̃i(τ)| → 0 ïðè diam τ → 0.

Òîãàâà Rτ − R̃τ ñúùî êëîíè êúì íóëà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðåäïîëîæåíèåòî íà ëåìàòà îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å ïðè diam τ < δ äà èìàìå |αi(τ)− α̃i(τ)| < ε çà âñÿêî

i. Ñëåäîâàòåëíî çà òàêèâà τ ùå èìàìå∣∣∣Rτ − R̃τ ∣∣∣ ≤ n∑
i=1

|αi(τ)− α̃i(τ)| (ti − ti−1) < ε

n∑
i=1

(ti − ti−1) = ε(b− a).

Î÷åâèäíî àíàëîãè÷íè òâúðäåíèÿ ñà â ñèëà è çà äâîéíè è òðîéíè èíòåãðàëè.

×èòàòåëÿò ñàì ùå ñúîáðàçè, ÷å âòîðàòà ÷àñò îò äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 7

ïðåäñòàâëÿâà ÷àñòåí ñëó÷àé íà íàñòîÿùàòà ëåìà.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Íåêà Γ å åäíîêðàòíî ãëàäêà ðåãóëÿðíà êðèâà â ðàâíèíàòà. Çà
âñÿêà òî÷êà P ∈ Γ äà íàíåñåì îòñå÷êà ñ äúëæèíà ε îò òî÷êàòà P ïî
íîðìàëàòà ~n(P ), è íåêà Dε å îáåäèíåíèåòî íà âñè÷êè òàêèâà îòñå÷êè.
Äîêàæåòå, ÷å

l(γ) = lim
ε→0

1

ε
µ (De) .

Óïúòâàíå. Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì ðàâåíñòâîòî çà ïàðàìåòðè÷-
íî çàäàäåíà êðèâà. Íåêà P = P (t) = (x(t), y(t)) å ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñ-
òàâÿíå çà Γ, êàòî t ∈ [a, b]. Íåêà ∆ äà å ïðàâîúãúëíèêà [a, b]× [0, ε]. Äà
ðàçãëåäàìå èçîáðàæåíèåòî Φ : ∆→ Dε, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå

Φ(t, τ) = ~P (t) + τ.~n(t) = (x(t)− τ.sinα(t), y(t) + τ.cosα(t)) .

Òóê ~n(t) îçíà÷àâà íîðìàëàòà â òî÷êàòà P (t), à α(t) å úãúëúò, êîéòî
äîïèðàòåëíèÿò âåêòîð ~l(t) â ñúùàòà òî÷êà ñêëþ÷âà ñ àáñöèñíàòà îñ. Â
�4.4 íà ÷àñò I å ïîêàçàíî, ÷å

α′(t) = k(t).
∣∣∣~l(t)∣∣∣ ,

êúäåòî k(t) å êðèâèíàòà íà Γ. Çà ÿêîáèàíà íà èçîáðàæåíèåòî Φ ïîëó-
÷àâàìå

Jφ(t, τ) =
D(x, y)

D(t, τ)
=

∣∣∣∣ x′ − τ.α′.cosα y′ + τ.α′.sinα
−sinα cosα

∣∣∣∣ =
∣∣∣~l(t)∣∣∣ (1− τ.k(t)) .
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Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå, çà ëèöåòî íà
Dε ïîëó÷àâàìå

µ (Dε) =

∫∫
Dε

dxdy =

∫ b

a

∫ ε

0

|Jφ(t, τ)| dτdt =

= ε

∫ b

a

∣∣∣~l(t)∣∣∣ dt− ε2

2

∫ b

a

∣∣∣~l(t)∣∣∣ k(t) dt = ε l(Γ)− ε2

2

∫
Γ

k(P ) dl,

îòêúäåòî ñëåäâà òâúðäåíèåòî.

DΕ

G

×åðòåæ êúì çàäà÷à 1.

2. Äîêàæåòå, ÷å íàé-êðàòêîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå òî÷êè â ïðîñ-
òðàíñòâîòî å ïî ñâúðçâàùàòà ãè îòñå÷êà.

Óïúòâàíå. Íåêà ñà äàäåíè òî÷êèòå P1 è P2 â R3. Òúé êàòî äúë-
æèíàòà íà êðèâàòà íå çàâèñè îò èçáîðà íà îðòîãîíàëíà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâîòî, íèå ìîæåì òàêà äà èçáåðåì êîîðäèíàòíàòà
ñèñòåìà, ÷å è äâåòå òî÷êè äà ëåæàò íà îñòà x. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å
P1 = (0, 0, a) è P2 = (0, 0, b).

Íåêà å äàäåíà åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà Γ, çàäàäåíà ñ óðàâíåíèÿ

P = P (t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [α, β],
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êîÿòî ñâúðçâà òî÷êèòå P1 è P2 (òîâà çíà÷è, ÷å P (α) = P1, P (β) = P2).
Ïî ôîðìóëàòà çà äúëæèíà íà êðèâà èìàìå

l(Γ) =

β∫
α

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt ≥

β∫
α

√
x′(t)2 dt =

β∫
α

|x′(t)| dt ≥

≥

∣∣∣∣∣∣
β∫
α

x′(t) dt

∣∣∣∣∣∣ = |x(β)− x(α)| = |b− a| .

Ñ äðóãè äóìè, äúëæèíàòà íà Γ å ïî-ãîëÿìà èëè ðàâíà íà äúëæè-
íàòà íà îòñå÷êàòà, ñâúðçâàùà òî÷êèòå P1 è P2.

3. Íåêà % è θ ñà ïîëÿðíèòå êîîðäèíàòè â ðàâíèíàòà (âèæ �1.9 íà
÷àñò II), è íåêà êðèâàòà Γ å çàäàäåíà ñ ïîëÿðíèòå óðàâíåíèÿ

% = %(t), θ = θ(t), t ∈ [a, b].

Óðàâíåíèÿòà â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè ñà

x = %(t) cos θ(t), y = %(t) sin θ(t), t ∈ [a, b].

Äîêàæåòå, ÷å äúëæèíàòà l(Γ) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

l(Γ) =

b∫
a

√
%′(t)2 + %(t)2θ′(t)2 dt.

4. Íåêà %, θ è ϕ ñà ñôåðè÷íèòå êîîðäèíàòè â R3 (âèæ �1.9 íà ÷àñò
II), è íåêà óðàâíåíèÿòà íà Γ â òåçè êîîðäèíàòè ñà

% = %(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t), t ∈ [a, b].

Çà óðàâíåíèÿòà â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè ïîëó÷àâàìå

x = %(t) cos θ(t) sinϕ(t), y = %(t) sin θ(t) sinϕ(t), z = %(t) cosϕ(t), t ∈ [a, b].

Äîêàæåòå, ÷å äúëæèíàòà l(Γ) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

l(Γ) =

b∫
a

√
%′(t)2 + %(t)2

(
sin 2ϕ(t) θ′(t)2 + ϕ′(t)2

)
dt.
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5. Äîêàæåòå, ÷å íàé-êðàòêîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå òî÷êè âúðõó
ñôåðàòà å ïî äúãà îò ãîëÿìàòà îêðúæíîñò, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå.

Ïîÿñíåíèå. Ïîä ãîëÿìà îêðúæíîñò âúðõó ñôåðàòà ñå ðàçáèðà
òàêàâà îêðúæíîñò, ÷èèòî ðàäèóñ å ðàâåí íà ðàäèóñà íà ñôåðàòà. Ïðåç
âñåêè äâå òî÷êè ìèíàâà òî÷íî åäíà ãîëÿìà îêðúæíîñò � òÿ ñå ïîëó÷àâà
êàòî ñå÷åíèå íà ñôåðàòà ñ ðàâíèíàòà, îïðåäåëåíà îò òåçè äâå òî÷êè è
öåíòúðà íà ñôåðàòà.

Óïúòâàíå. Íåêà P1 è P2 ñà òî÷êè âúðõó ñôåðàòà SR ñ öåíòúð
â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R. Ìîæåì äà èçáåðåì êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà ïî
òàêúâ íà÷èí, ÷å òî÷êèòå P1 è P2 äà ëåæàò íà åäèí ìåðèäèàí (êîéòî ùå
ñúâïàäà ñ åäèíñòâåíàòà ãîëÿìà îêðúæíîñò, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå).
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å â ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè èìàìå

P1 = (R, θ, ϕ1), P2 = (R, θ, ϕ2).

Íåêà Γ å åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà âúðõó SR, ñâúðçâàùà òî÷êèòå
P1 è P2, ñ óðàâíåíèÿ â ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè

% = R, θ = θ(t), ϕ = ϕ(t), t ∈ [a, b].

Ïî ôîðìóëàòà îò çàäà÷à 3 (èìàéêè ïðåä âèä, ÷å %′(t) = 0), ïîëó÷àâàìå:

l(Γ) = R

b∫
a

√
sin 2ϕ(t) θ′(t)2 + ϕ′(t)2 dt ≥ R

b∫
a

√
ϕ′(t)2 dt ≥

≥ R

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

ϕ′(t) dt

∣∣∣∣∣∣ = R |ϕ(b)− ϕ(a)| = R |ϕ2 − ϕ1| ,

êîåòî å òî÷íî ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó P1 è P2 ïî ìåðèäèàíà.

Çàáåëåæêà. Íåêà èìàìå äâà ãðàäà îò ñåâåðíîòî ïîëóêúëáî, êîèòî
ëåæàò íà åäèí è ñúùè ïàðàëåë. Òîãàâà íàé-êðàòêàòà ëèíèÿ ìåæäó òåçè
ãðàäîâå ìèíàâà çíà÷èòåëíî ïî íà ñåâåð îò òîçè ïàðàëåë. Òàêà íàïðèìåð
ñàìîëåòèòå, ëåòÿùè ìåæäó Ñîôèÿ è Íþ-Éîðê, ìèíàâàò áëèçî äî þæíèÿ
áðÿã íà Ãðåíëàíäèÿ.
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1.2 Êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè âèä

Êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè âèä.
Ôèçè÷åñêî îáîñíîâàâàíå. Ùå çàïî÷íåì ñ ìåõàíè÷íàòà çàäà÷à

çà ìàñà íà ìàòåðèàëíà êðèâà. Ïî-òî÷íî, íåêà Γ å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäå-
íà êðèâà (â ðàâíèíàòà èëè ïðîñòðàíñòâîòî), è íåêà çà òî÷êèòå P ∈ Γ å
çàäàäåíà íåîòðèöàòåëíàòà ôóíêöèÿ f(P ), èãðàåùà ðîëÿòà íà ëèíåéíà
ïëúòíîñò. Àêî ñè ïðåäñòàâèì íàïðèìåð òåë ñ ïðîìåíëèâà äåáåëèíà è
ìàòåðèàëåí ñúñòàâ, èçâèòà ïî ôîðìàòà íà Γ, ëèíåéíàòà ïëúòíîñò f(P )
å îòíîøåíèåòî íà ìàñàòà êúì äúëæèíàòà çà ìàëêà äúãà îò êðèâàòà,
ñúäúðæàùà òî÷êàòà P :

f(P ) ≈ m (∆Γ)

l (∆Γ)
,

êúäåòî ∆Γ å òàêàâà ìàëêà äúãà, m (∆Γ) å íåéíàòà ìàñà, à l (∆Γ) � íåé-
íàòà äúëæèíà.

Ñúùîòî ïîíÿòèå ìîæå äà ñå äåôèíèðà è ïî-òî÷íî. Àêî P1 è P2 ñà
òî÷êè îò êðèâàòà, à P0 ñå íàìèðà ìåæäó òÿõ (ò.å. P1 ≺ P0 ≺ P2 îòíîñíî
íÿêîÿ íàðåäáà), à ñ ΓP1P2 îçíà÷èì äúãàòà, ñúñòàâåíà îò âñè÷êè òî÷êè,
ëåæàùè ìåæäó P1 è P2, òî

f (P0) = lim
P1,P2→P0

m (ΓP1P2)

l (ΓP1P2)
.

Äà ñå îïèòàìå ñåãà äà ïðåñìåòíåì ìàñàòà íà öÿëàòà êðèâà Γ. Íåêà
τ å ðàçáèâàíå, îïðåäåëåíî îò òî÷êèòå P0, . . . , Pn ∈ Γ (ò.å. P0 ñúâïàäà
ñ íà÷àëíàòà òî÷êà íà êðèâàòà, Pn � ñ êðàéíàòà, è P0 ≺ . . . ≺ Pn). Äà
îçíà÷èì ñ Γi äúãàòà, ñúñòîÿùà ñå îò òî÷êèòå ìåæäó Pi−1 è Pi, è íåêà Qi

å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò òàçè äúãà. Èìàéêè ïðåä âèä ðàâåíñòâîòî

f (Qi) ≈
m (Γi)

l (Γi)
, ïîëó÷àâàìå çà ìàñàòà m(Γ) ïðèáëèçèòåëíèÿ èçðàç

m (Γ) =
n∑
i=1

m (Γi) ≈
n∑
i=1

f (Qi) .l (Γi) .

ßñíî å, ÷å êîëêîòî ïî-ñèòíî å ðàçáèâàíåòî τ , òîëêîâà ïî-òî÷íà å
ãîðíàòà ôîðìóëà, è çàòîâà å åñòåñòâåíî äà ïîëó÷èì ìàñàòà íà ìàòåðè-
àëíàòà êðèâà êàòî ãðàíèöà íà èçðàçà îòäÿñíî ïðè diam τ → 0.
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Äåôèíèöèÿ è ïðåñìÿòàíå íà êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò
I âèä. Ñåãà ìîæåì äà ïðåìèíåì êúì äåôèíèöèÿòà íà êðèâîëèíååí èí-
òåãðàë îò ïúðâè âèä. Ôàêòè÷åñêè íèå âúçïðîèçâåæäàìå, ñ èçâåñòíè èç-
ìåíåíèÿ, äåôèíèöèèòå, èçïîëçâàíè ïðè âúâåæäàíåòî íà îïðåäåëåíèÿ
èíòåãðàë â ÷àñò I:

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Γ å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà ñ íà÷àëíà
òî÷êà A è êðàéíà òî÷êà B. Ùå êàçâàìå, ÷å τ å ðàçáèâàíå íà Γ, àêî ñà
çàäàäåíè òî÷êèòå P0, . . . , Pn, êàòî P0 = A, Pn = B, è P0 ≺ . . . ≺ Pn
(ùå ãè íàðè÷àìå äåëÿùè òî÷êè, è ïî åäíà òî÷êà Qi ∈ Γi, ëåæà-
ùà â äúãàòà Γi, îãðàíè÷åíà îò òî÷êèòå Pi−1 è Pi (ùå ãè íàðè÷àìå
ìåæäèííè òî÷êè). Äèàìåòúð íà ðàçáèâàíåòî τ ùå íàðè÷àìå èçðàçà

diam τ = max
i=1,...,n

∣∣Pi−1Pi
∣∣ .

Äåôèíèöèÿ. Íåêà τ å ðàçáèâàíå íà ðåêòèôèöèðóåìàòà êðèâà
Γ, è f(P ) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó Γ. Ïîä ðèìàíîâà ñóìà çà f ,
ñúîòâåòñòâàùà íà ðàçáèâàíåòî τ , ðàçáèðàìå èçðàçà

Rτ (f) =
n∑
i=1

f (Qi) .l (Γi) .

Ùå îòáåëåæèì, ÷å äåôèíèöèÿòà íà ðàçáèâàíå, à ñëåäîâàòåëíî è
ñëåäâàùàòà äåôèíèöèÿ, íå çàâèñÿò îò èçáîðà íà ïîñîêà âúðõó ïàðàìåò-
ðè÷íî çàäàäåíàòà êðèâà.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Γ å ðåêòèôèöèðóåìà ïàðàìåòðè÷íî çàäà-
äåíà êðèâà, è f(P ) å ôóíêöèÿ âúðõó Γ. Ïîä êðèâîëèíååí èíòåãðàë
îò ïúðâè âèä îò ôóíêöèÿòà f âúðõó êðèâàòà Γ ùå ðàçáèðàìå ÷èñëîòî∫

Γ

f(P ) dl = lim
diam τ→0

Rτ (f).

Ùå êàçâàìå, ÷å f(P ) å èíòåãðóåìà âúðõó Γ, àêî ãîðíàòà ãðàíèöà ñú-
ùåñòâóâà.
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Âúâ âñè÷êè âàæíè çà íàñ ñëó÷àè ãîðíàòà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà, êàê-
òî ñå âèæäà îò ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òåîðåìà 8. Íåêà Γ å íåïðåêúñíàòà è ðåêòèôèöèðóåìà ïàðàìåò-
ðè÷íî çàäàäåíà êðèâà, è f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó Γ. Òîãàâà
f(P ) å èíòåãðóåìà âúðõó Γ.

Òóê íÿìà äà äîêàçâàìå ãîðíàòà òåîðåìà â ïúëíàòà è îáùíîñò. Çà
íàñ å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ íà åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà:

Òåîðåìà 9. Íåêà Γ å åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà, çàäàäåíà ñ ïàðà-
ìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

~P = ~P (t) : x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b] ,

è íåêà f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó Γ. Òîãàâà f(P ) å èíòåãðó-
åìà âúðõó Γ, è å âàëèäíà ôîðìóëàòà

∫
Γ

f(P ) dl =

b∫
a

f (x(t), y(t))
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Ôîðìàëíî, ìîæåì äà çàïîìíèì ðàâåíñòâîòî

dl =
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà τ , êàêòî ïî-ãîðå, å ðàçáèâàíå íà Γ, êàòî
Pi = ~P (ti), Qi = ~P (ξi). Òîãàâà äåëÿùèòå òî÷êè t0, . . . , tn è ìåæäèííèòå
òî÷êè ξ1, . . . , ξn îáðàçóâàò ðàçáèâàíå íà èíòåðâàëà [a, b]. Çà äúëæèíèòå
íà äúãèòå Γi èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà çà äúæèíà íà êðèâà è òåîðåìàòà
çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè çà èíòåãðàëèòå, ïîëó÷àâàìå

l (Γi) =

ti∫
ti−1

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt =

√
x′
(
ξ̃i

)2

+ y′
(
ξ̃i

)2

(ti − ti−1) ,

êúäåòî ξ̃i å ïîäõîäÿùà òî÷êà â èíòåðâàëà (ti−1, ti).
Òîãàâà

Rτ (f) =
n∑
i=1

f (Qi) .l (Γi) =
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=
n∑
i=1

f (x (ξi) , y (ξi))

√
x′
(
ξ̃i

)2

+ y′
(
ξ̃i

)2

(ti − ti−1) .

È òóê ñìå â ñèòóàöèÿ, ïîäîáíà íà ñðåùíàòàòà â äîêàçàòåëñòâîòî
íà òåîðåìà 7 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô: èçðàçúò âäÿñíî íàïîäîáÿâà ðèìà-
íîâà ñóìà çà èíòåðåñóâàùèÿ íè èíòåãðàë, îáà÷å â íåãî ôèãóðèðàò äâå
ðàçëè÷íè ìåæäèííè òî÷êè ξ̃i, ξi ∈ (ti−1, ti). Äà îáðàçóâàìå äðóã èçðàç:

R̃τ (f) =
n∑
i=1

f
(
x
(
ξ̃i

)
, y
(
ξ̃i

))√
x′
(
ξ̃i

)2

+ y′
(
ξ̃i

)2

(ti − ti−1) .

Òîãàâà R̃τ (f) å ðèìàíîâà ñóìà, è ïðè diam τ → 0 êëîíè êúì òúðñåíèÿ

èíòåãðàë
b∫
a

f (x(t), y(t))
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å Rτ (f) − R̃τ (f) → 0 ïðè diam τ → 0. Òîâà
ñëåäâà îò ëåìà 8 â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, íî çà óëåñíåíèå ùå ãî äîêàæåì

îòíîâî. Äà èçáåðåì ε > 0. Òúé êàòî ôóíêöèÿòà f
(
~P (t)

)
å íåïðåêúñíàòà

ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòúðà t, ìîæåì äà íàìåðèì δ > 0 òàêîâà, ÷å àêî

|ξ − ξ′| < δ, òî
∣∣∣f (~P (ξ)

)
− f

(
~P (ξ′)

)∣∣∣ < ε. Íåêà C å åäíà ãîðíà ãðàíèöà

çà ôóíêöèÿòà
√
x′(t)2 + y′(t)2 â èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâà∣∣∣Rτ (f)− R̃τ

∣∣∣ < n∑
i=1

∣∣∣f (~P (ξ)
)
− f

(
~P
(
ξ̃
))∣∣∣√x′

(
ξ̃i

)2

+ y′
(
ξ̃i

)2

(ti − ti−1) <

< cε
n∑
i=1

(ti − ti−1) = Cε(b− a)

è ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî ïðîèçâîëíî ìàëêî.

Çàáåëåæêà. Îò ãîðíîòî äîêàçàòåëñòâî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å êðèâî-
ëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò ïúðâè âèä ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè è êàòî ãðàíèöà
íà ñóìèòå

R̃τ (f) =
n∑
i=1

f (Qi) .
∣∣∣∣∣∣ ~Pi−1Pi

∣∣∣∣∣∣ ,
ò.å. ãðàíèöàòà íå ñå ïðîìåíÿ, àêî çàìåíèì äúëæèíàòà íà äúãàòà Γi ñ

äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà ~Pi−1Pi.



22 ÃËÀÂÀ 1. ÊÐÈÂÈ È ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ

Ñâîéñòâà íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè
âèä. Ñâîéñòâàòà íà òîçè èíòåãðàë äîñëîâíî ñúâïàäàò ñúñ ñâîéñòâàòà
íà îáèêíîâåíèÿ ðèìàíîâ èíòåãðàë, è ùå áúäàò äàäåíè íàêðàòêî. Ùå
ðàçãëåæäàìå ñàìî íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè è íåïðåêúñíàòè ðåêòèôèöè-
ðóåìè êðèâè.

Ñâîéñòâî 1 (Ëèíåéíîñò).∫
Γ

(f(P ) + g(P )) dl =

∫
Γ

f(P ) dl +

∫
Γ

g(P ) dl,

∫
Γ

λf(P ) dl = λ

∫
Γ

f(P ) dl.

Íàèñòèíà, äîñòàòú÷íî å â î÷åâèäíèòå ðàâåíñòâà

Rτ (f + g) = Rτ (f) +Rτ (g), Rτ (λf) = λRτ (f)

äà íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè diam τ → 0.

Ñâîéñòâî 2 (Ïîçèòèâíîñò).

Àêî f(P ) ≥ 0, òî
∫
Γ

f(P ) dl ≥ 0.

Òîâà ñëåäâà îò î÷åâèäíîòî ðàâåíñòâî Rτ (f) ≥ 0.

Ñâîéñòâî 3 (Ìîíîòîííîñò).

Àêî f(P ) ≥ g(P ), òî
∫
Γ

f(P ) dl ≥
∫
Γ

g(P ) dl.

(ñ äðóãè äóìè, íåðàâåíñòâàòà ìîæå äà ñå èíòåãðèðàò).
Íàèñòèíà, îò íåðàâåíñòâîòî f(P ) − g(P ) ≥ 0 è ñâîéñòâà 1 è 2

ñëåäâà, ÷å ∫
Γ

f(P ) dl −
∫
Γ

g(P ) dl =

∫
Γ

(f(P )− g(P )) dl ≥ 0.

Ñâîéñòâî 4. ∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

f(P ) dl

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Γ

|f(P )| dl.
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Ïîëó÷àâà ñå ÷ðåç èíòåãðèðàíå íà íåðàâåíñòâàòà

− |f(P )| ≤ f(P ) ≤ |f(P )| .

Ñâîéñòâî 5. ∫
Γ

1 dl = l (Γ) .

Ñâîéñòâî 6. (Òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè). Ñúùåñòâóâà òî÷êà
P0 ∈ Γ òàêàâà, ÷å ∫

Γ

f(P ) dl = f (P0) l (Γ)

(×èñëîòî f (P0) ñå íàðè÷à ñðåäíà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f âúðõó Γ).

Äîêàçàòåëñòâî.
Î÷åâèäíî âñÿêà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà íåïðåêúñíàòà êðèâà å

êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà (òÿ å íåïðåêúñíàò îáðàç íà êîì-
ïàêòíèÿ èíòåðâàë [a, b]). Îò òåîðåìèòå íà Âàéåðùðàñ çà íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè âúðõó êîìïàêòíè ìíîæåñòâà ñëåäâà, ÷å f(P ) äîñòèãà ìàê-
ñèìàëíàòà è ìèíèìàëíàòà ñè ñòîéíîñòè âúðõó Γ (äà ãè îçíà÷èì ñú-
îòâåòíî M è m). Ñ äðóãè äóìè, ñúùåñòâóâàò òî÷êè Pmin = ~P (tmin),
Pmax = ~P (tmax) îò Γ òàêèâà, ÷å çà âñÿêî P ∈ Γ èìàìå

m = f (Pmin) ≤ f(P ) ≤ f (Pmax) = M.

Èíòåãðèðàéêè ãîðíèòå íåðàâåíñòâà, âçåìàéêè ïðåä âèä ñâîéñòâî 5, è
ðàçäåëÿéêè íåðàâåíñòâàòà íà l(Γ), ïîëó÷àâàìå

m ≤ 1

l(Γ)

∫
Γ

f(P ) dl ≤M.

Ôóíêöèÿòà f
(
~P (t)

)
å íåïðåêúñíàòà â [a, b], è ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ïî-

êàçâà, ÷å ÷èñëîòî 1
l(Γ)

∫
Γ

f(P ) dl ëåæè ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà òàçè ôóíê-

öèÿ â òî÷êèòå tmin è tmax. Ïî òåîðåìàòà çà ìåæäèííèòå ñòîéíîñòè òàçè
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ñòîéíîñò ñå äîñòèãà â íÿêîÿ òî÷êà t0 ∈ [a, b]. Ïîëàãàéêè P0 = ~P (t0),
ïîëó÷àâàìå

f (P0) =
1

l(Γ)

∫
Γ

f(P ) dl.

Ñâîéñòâî 7. (Àäèòèâíîñò). Íåêà Γ1 å êðèâà ñ íà÷àëíà òî÷êà A è
êðàéíà òî÷êà B, à Γ2 � êðèâà ñ íà÷àëíà òî÷êà B è êðàéíà òî÷êà C. Äà
îçíà÷èì ñ Γ1+Γ2 êðèâàòà ñ íà÷àëíà òî÷êà A è êðàéíà òî÷êà C, ïîëó÷åíà
îò ñúåäèíÿâàíåòî íà òåçè äâå êðèâè (ëåñíî ñå âèæäà, ÷å Γ1 + Γ2 å ñúùî
íåïðåêúñíàòà ïàðàìåòðè÷íî çàäåíà êðèâà). Òîãàâà∫

Γ1+Γ2

f(P ) dl =

∫
Γ1

f(P ) dl +

∫
Γ2

f(P ) dl.

Òâúðäåíèåòî ñå âèæäà ëåñíî, àêî òàêà èçáèðàìå ðèìàíîâèòå ñó-
ìè çà èíòåãðàëà îòäÿñíî, ÷å òî÷êàòà B äà ôèãóðèðà ìåæäó äåëÿùèòå
òî÷êè.

Çàáåëåæêà. Äåôèíèöèÿòà è ñâîéñòâàòà íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåã-
ðàë îò ïúðâè âèä ñå ïðåíàñÿò áåç èçìåíåíèå â ñëó÷àÿ íà êðèâè, ðàç-
ïîëîæåíè â ïðîñòðàíñòâî ñ òðè èëè ïîâå÷å èçìåðåíèÿ. Â R3 íàïðèìåð
ðàâåíñòâîòî îò òåîðåìà 9 äîáèâà âèäà∫

Γ

f(P ) dl =

b∫
a

f (x(t), y(t), z(t))
√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt.

Ïðèëîæåíèÿ íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúð-
âè âèä.

1. Ìàñà è öåíòúð íà òåæåñòòà íà ìàòåðèàëíà êðèâà. Çàäà-
÷àòà çà íàìèðàíå íà ìàñàòà íà ìàòåðèàëíà êðèâà áåøå ìîòèâèðàùà ïðè
âúâåæäàíåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè âèä. Àêî òóê îçíà-
÷èì ïëúòíîñòòà ñ %(P ) (âìåñòî ñ f(P ), êàêòî áåøå ïî-ãîðå), ïîëó÷èõìå
çà ìàñàòà m (Γ) íà ìàòåðèàëíàòà êðèâà Γ ôîðìóëàòà:

m (Γ) =

∫
Γ

%(P ) dl.
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Ñëåäâàùîòî ïðèëîæåíèå å çà ïðåñìÿòàíå íà öåíòúð íà òåæåñòòà íà
ìàòåðèàëíà êðèâà. Ùå ïîâòîðèì ðàçñúæäåíèÿòà, èçïîëçâàíè â ÷àñò II,
�2.7 çà íàìèðàíå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà íà ìàòåðèàëíà ôèãóðà. Íåêà
ñà äàäåíè òî÷êèòå P1, . . . , Pn (â R2 èëè R3), ñ ìàñè ñúîòâåòíîm1, . . . ,mn.
Ïîä öåíòúð íà òåæåñòòà íà òàçè ñèñòåìà ðàçáèðàìå òî÷êàòà

~P∗ =

∑n
i=1mi

~Pi∑n
i=1mi

.

Àêî òî÷êèòå ~Pi èìàò êîîðäèíàòè (xi, yi), òî çà êîîðäèíàòèòå (x∗, y∗)

íà òî÷êàòà ~P∗ ïîëó÷àâàìå ôîðìóëèòå

x∗ =

∑n
i=1mixi∑n
i=1 mi

, y∗ =

∑n
i=1mixi∑n
i=1 mi

.

Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, τ å ðàçáèâàíå íà Γ ñ äåëÿùè òî÷êè Pi = (xi, yi)
è ìåæäèííè òî÷êè Qi = (ξi, ηi) ∈ Γi, êúäåòî Γi å äúãàòà, ñúñòîÿùà ñå îò
òî÷êèòå ìåæäó Pi−1 è Pi. Çà äà ïîëó÷èì ïðèáëèçèòåëåí èçðàç çà öåí-
òúðà íà òåæåñòòà P∗ = (x∗, y∗) íà êðèâàòà Γ, ùå ñ÷èòàìå, ÷å ïëúòíîñòòà
å ïîñòîÿííà âúðõó Γi è å ðàâíà íà % (Qi) è ñëåäîâàòåëíî ìàñàòà m (Γi) å
ðàâíà íà % (Qi) l (Γi). Ùå ñìÿòàìå ñúùî, ÷å òàçè ìàñà å ñúñðåäîòî÷åíà
â òî÷êàòà Qi. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå ïðèáëèçèòåëíèòå ôîðìóëè

P∗ ≈
1

m (Γ)

n∑
i=1

% (Qi) l (Γi) .Qi,

ò.å.

x∗ ≈
1

m (Γ)

n∑
i=1

ξi% (ξi, ηi) l (Γi) , y∗ ≈
1

m (Γ)

n∑
i=1

ηi% (ξi, ηi) l (Γi) .

Íå å òðóäíî äà ðàçïîçíàåì â òåçè èçðàçè ðèìàíîâèòå ñóìè çà ñúîòâåòíè-
òå êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè. Ïðè diam τ → 0 ïîëó÷àâàìå âå÷å òî÷íèòå
ôîðìóëè çà êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà íà Γ:

x∗ =
1

m (Γ)

∫
Γ

x %(x, y) dl, y∗ =
1

m (Γ)

∫
Γ

y %(x, y) dl
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(â òðèìåðíèÿ ñëó÷àé ôîðìóëàòà çà z∗ èçãëåæäà ïî ñúùèÿ íà÷èí.
Ïî-ñïåöèàëíî, â õîìîãåííèÿ ñëó÷àé (ò.å. êîãàòî %(P ) ≡ 1) òåçè

ôîðìóëè äîáèâàò âèäà

x∗ =
1

l (Γ)

∫
Γ

x dl, y∗ =
1

l (Γ)

∫
Γ

y dl.

Ïðèìåð. Íåêà Γ å ãîðíàòà ïîëóîêðúæíîñò íà îêðúæíîñò ñ öåí-
òúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R. Ùå íàìåðèì íåéíèÿ öåíòúð íà òåæåñòòà.
(×èòàòåëÿò ñàì ùå ñúîáðàçè çàùî íå òúðñèì öåíòúðà íà òåæåñòòà íà
öÿëàòà îêðúæíîñò.) Î÷åâèäíî Γ ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ óðàâíåíèÿòà

x = R cos t, y = R sin t, t ∈ [0, π] ,
√
x′(t)2 + y′(t)2 = R.

Çà êîîðäèíàòèòå x∗, y∗ íà öåíòúðà íà òåæåñòòà ïîëó÷àâàìå x∗ = 0 (î÷å-
âèäíî) è

y∗ =
1

πR

∫
Γ

y dl =
1

πR

π∫
0

R2sin t dt =
2

π
R.

Ïúðâà òåîðåìà íà Ãóëäèí*.
Â �2.7 íà ÷àñò II áåøå èçâåäåíà ôîðìóëà çà ëèöåòî íà ïîâúðõíè-

íàòà Sf , ïîëó÷åíà îò âúðòåíåòî îêîëî îñòà x íà ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà
f(x), äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [a, b]:*

µ (Sf ) = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + f ′(x)2 dx.

Àêî ñåãà Γ å åäíîêðàòíî ãëàäêà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà, ëå-
æàùà â ãîðíàòà ïîëóðàâíèíà íà R2, ùå îñíà÷àâàìå ñ SΓ ïîâúðõíèíàòà,
îáðàçóâàíà îò âúðòåíåòî íà Γ îêîëî àáñöèñíàòà îñ. Êàêòî ùå âèäèì

*Âòîðàòà òåîðåìà íà Ãóëäèí ñå îòíàñÿ çà îáåìà íà ðîòàöèîííîòî òÿëî è å äîêàçàíà
â �2.7 íà ÷àñò II.

*Ôîðìóëàòà áåøå èçâåäåíà íà îñíîâàòà íà èíòóèòèâíàòà ïðåäñòàâà çà ëèöå íà
ïîâúðõíèíà. Ïî-äîëó íèå ùå äàäåì òî÷íà äåôèíèöèÿ íà òîâà ïîíÿòèå.
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ïî-äîëó, çà ëèöåòî íà òàçè ïîâúðõíèíà ìîæå äà ñå íàïèøå ôîðìóëà,
îáîáùàâàùà ãîðíàòà:

µ (SΓ) = 2π

b∫
a

y(t)
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt =

∫
Γ

y(t) dl.

Ñðàâíÿâàéêè òàçè ôîðìóëà ñ èçâåäåíàòà ïî-ãîðå ôîðìóëà çà y-
êîîðäèíàòàòà y∗ íà õîìîãåííàòà ìàòåðèàëíà êðèâà Γ, íèå ïîëó÷àâàìå
ïúðâàòà òåîðåìà íà Ãóëäèí:

µ (SΓ) = 2π y∗.l (Γ) .

Ñ äðóãè äóìè, ëèöåòî íà ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíèíà SΓ å ðàâíî íà
äúëæèíàòà íà Γ, óìíîæåíà ñ äúëæèíàòà íà îêðúæíîñòòà, êîÿòî öåíòú-
ðúò íà òåæåñòòà îïèñâà ïðè âúðòåíåòî.

Íàïðèìåð, ïðè âúðòåíå íà ïîëóîêðúæíîñò ñå ïîëó÷àâà ñôåðà, è
÷èòàòåëÿò ëåñíî ìîæå äà âèäè âðúçêàòà ìåæäó êîîðäèíàòèòå íà öåí-
òúðà íà òåæåñòòà �è, ïîëó÷åíè â ïðåäíèÿ ïðèìåð, è ëèöåòî íà ñôåðàòà.

Ïðèìåð: Ëèöå íà òîðà. Íåêà 0 < r < R. Äà îçíà÷èì ñ S îêðúæ-
íîñòòà ñ ðàäèóñ r è öåíòúð â òî÷êàòà (0, R). Ïîâúðõíîñòòà T , ïîëó÷åíà
îò âúðòåíåòî íà S îêîëî àáñöèñíàòà îñ, ñå íàðè÷à òîð. Â �2.7 íà ÷àñò II
âòîðàòà òåîðåìà íà Ãóëäèí áåøå èçïîëçâàíà çà íàìèðàíå íà îáåìà íà
òÿëîòî, îãðàíè÷åíî îò T (ò.íàð. çàïúëíåí òîð). Òóê ÷ðåç ïúðâàòà òåîðå-
ìà íà Ãóëäèí ùå íàìåðèì ëèöåòî íà T . Î÷åâèäíî öåíòúðúò íà òåæåñòòà
íà åäíà îêðúæíîñò ñúâïàäà ñ íåéíèÿ öåíòúð, è ñëåäîâàòåëíî çà ëèöåòî
íà òîðà T ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

µ(T ) = 2πR.2πr = 4π2Rr.

2. Îêîëíà ïîâúðõíèíà íà êðèâîëèíååí öèëèíäúð. Òðèìåð-
íèÿò àíàëîã íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî å
êðèâîëèíåéíèÿò öèëèíäúð. Ïîä êðèâîëèíååí öèëèíäúð â R3 ðàçáèðàìå
òÿëîòî, îïðåäåëåíî ñ óñëîâèÿòà

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, f(x, y) ≤ z ≤ g(x, y)
}
,
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êúäåòî D å èçìåðèìî ïîäìíîæåñòâî â ðàâíèíàòà, f(x, y) è g(x, y) ñà
íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â D è óäîâëåòâîðÿâàùè íåðàâåí-
ñòâîòî f(x, y) ≤ g(x, y). Äîëíàòà è ãîðíàòà îñíîâà íà êðèâîëèíåéíèÿ
öèëèíäúð ñúâïàäàò ñ ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå f(x, y) è g(x, y), è òÿõ-
íîòî ëèöå ìîæå äà áúäå íàìåðåíî ïî èçâåñòíèòå ôîðìóëè (íèå ùå ãè
èçâåäåì îùå âåäíàæ ïî-íàòàòúê). Òóê ùå íàìåðèì ëèöåòî íà îêîëíà-
òà ïîâúðõíîñò íà V . Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ãðàíèöàòà íà D ñúâïàäà ñ
ïðîñòàòà ðåêòèôèöèðóåìà êðèâà Γ (èëè, ñ äðóãè äóìè, D ñúâïàäà ñ
âúòðåøíîñòòà íà Γ)*.

Äà âçåìåì, êàêòî ïî-ãîðå, ðàçáèâàíå τ íà êðèâàòà Γ, ñúñòîÿùî
ñå îò äåëÿùè òî÷êè P1, . . . , Pn è ìåæäèííè òî÷êè Qi ∈ Γi, êàòî Γi îç-
íà÷àâà ÷àñòòà îò êðèâàòà, ðàçïîëîæåíà ìåæäó Pi−1 è Pi. Íåêà Sîê å
öÿëàòà îêîëíà ïîâúðõíèíà íà V , à Si å íåéíàòà ÷àñò, ðàçïîëîæåíà íàä
Γi. Ïîâúðõíèíàòà Si å áëèçêà äî ïðàâîúãúëíèê ñ îñíîâà, ðàâíà íà l (Si)
è âèñî÷èíà, ðàâíà íà g (Qi) − f (Qi). Ïîëó÷àâàìå ïðèáëèçèòåëåí èçðàç
çà ëèöåòî µ (S):

µ (Sîê) =
n∑
i=1

µ (Si) ≈
n∑
i=1

(g (Qi)− f (Qi)) l (Si) ,

îòêúäåòî ïðè diam τ → 0 ïîëó÷àâàìå òî÷íàòà ôîðìóëà

µ (Sîê) =

∫
Γ

(g (P )− f (P )) dl.

Ïðèìåð: (Òÿëî íà Âèâèàíè). Òàêà ñå íàðè÷à ñå÷åíèåòî íà ãîð-
íîòî ïîëóêúëáî ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R ñ âåðòèêàëåí ïðàâ êðú-
ãîâ öèëèíäúð ñ ðàäèóñ íà îñíîâàòà R/2 è öåíòúð íà îñíîâàòà â òî÷êàòà
(R/2, 0). Àêî îçíà÷èì ñ D îñíîâàòà íà öèëèíäúðà, ò.å. êðúãà ñ ðàäèóñ
R/2 è öåíòúð â (R/2, 0), òî òÿëîòî V ñå ïðåäñòàâÿ êàòî êðèâîëèíååí
öèëèíäúð ñ óñëîâèÿòà:

V =
{

(x, y, z) : (x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤
√
R2 − x2 − y2

}
.

*È òóê ùå ñå îñíîâàâàìå íà èíòóèòèâíàòà äåôèíèöèÿ çà ëèöå íà ïîâúðõíîñò.
Ïî-íàòàòúê, â �???, íèå ùå äàäåì ñòðîãà äåôèíèöèÿ íà òîâà ïîíÿòèå è ùå ïðîâåðèì
îòíîâî èçâåäåíèòå òóê ôîðìóëè.
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Òÿëî íà Âèâèàíè.

Îêðúæíîñòòà, îãðàíè÷àâàùà D, ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ ôîðìóëèòå

x =
R

2
(1 + cos t) , y =

R

2
sin t, 0 ≤ t ≤ 2π,

îòêúäåòî çà ëèöåòî íà îêîëíàòà ïîâúðõíèíà ïîëó÷àâàìå

µ (Sîê) =

2π∫
0

√
R2 −

(
R

2
(1 + cos t)

)2

−
(
R

2
sin t

)2

.
R

2
dt =

=
R2

2

2π∫
0

sin
t

2
dt = 2R2.

Îò ãîðíèòå ïðåñìÿòàíèÿ ñå âèæäà ñëåäíèÿò ãåîìåòðè÷åí ôàêò:
àêî ñè ïðåäñòàâèì, ÷å îêîëíàòà ïîâúðõíîñò íà òÿëîòî íà Âèâèàíè å
íàïðàâåíà îò õàðòèÿ, è ðàçâèåì òàçè õàðòèÿ, ùå ïîëó÷èì ôèãóðàòà,
çàãðàäåíà îòäîëó îò àáñöèñíàòà îñ, à îòãîðå - îò ãðàôèêà íà ñèíóñîèäàòà
R sin

(
x

2R

)
, êàòî x ñå èçìåíÿ â èíòåðâàëà [0, 2πR].
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3. Èíòåãðàë íà Ãàóñ â ðàâíèíàòà. Íåêà èìàìå ðàâíèííà êðèâà,
êîÿòî íå ìèíàâà ïðåç äàäåíà òî÷êà. Ãàóñ ñè å ïîñòàâèë ñëåäíàòà çàäà-
÷à: äà ñå íàìåðè îðèåíòèðàíèÿò úãúëà, ïîä êîéòî êðèâàòà ñå âèæäà îò
òî÷êàòà. Ïîä îðèåíòèðàí úãúë òóê ñå ðàçáèðà úãúëà, ðàçãëåæäàí ñúñ
çíàêà ñè; ïðè ïðîìÿíà íà úãúëà â ïîñîêà ñðåùó ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà
úãúëúò íàðàñòâà, à â ïðîòèâíàòà ïîñîêà � íàìàëÿâà. Ñëåäîâàòåëíî òóê
èìà çíà÷åíèå è ïîñîêàòà íà êðèâàòà; àêî ñìåíèì ïîñîêàòà ñ ïðîòèâîïî-
ëîæíàòà, úãúëúò, ïîä êîéòî òÿ ñå âèæäà, ùå ñìåíè çíàêà ñè.

O

P
0

P
1

Q
1

DΘ

L

Èíòåãðàë íà Ãàóñ.

Äà îçíà÷èì ñ O òî÷êàòà, îò êîÿòî ãëåäàìå. Ùå ïðåñìåòíåì ïðèáëè-
çèòåëíî ïðîìÿíàòà ∆θ íà òúðñåíèÿ úãúë, ñúîòâåòñòâàùà íà äîñòàòú÷íî
ìàëêà äúãà îò êðèâàòà Γ, ëåæàùà ìåæäó òî÷êèòå P0 è P1. Äà ïðåêà-
ðàìå äîïèðàòåëíàòà êúì Γ â òî÷êàòà P0, è äà îçíà÷èì ñ Q1 ïðåñå÷íàòà
òî÷êà íà äîïèðàòåëíàòà ñ ïðîäúëæåíèåòî íà îòñå÷êàòà OP1. Ìîæåì äà
ñ÷èòàìå, ÷å äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà P0Q1 å áëèçêà äî äúëæèíàòà ∆l
íà äúãàòà P0P1

* Ùå ïðèëîæèì ñèíóñîâàòà òåîðåìà êúì òðèúãúëíèêà

*Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà P1Q1 å îò ïîðÿäúêà ∆l2, îò-
êúäåòî ñëåäâà, ÷å ãðåøêàòà, êîÿòî äîïóñêàìå ïðè òîâà ïðåäïîëîæåíèå, å îò ñúùèÿ
ïîðÿäúê è íå îêàçâà âëèÿíèå íà îêîí÷àòåëíàòà ôîðìóëà.
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4OP0Q1. Ïîëó÷àâàìå

∆θ ≈ sin (∆θ) = |P0Q1|
sin^ (OP0Q1)

|OQ1|
≈ ∆l

sin^ (OP0Q1)

|OP0|
=

= ∆l
sin^

(
~OP0, ~e (P0)

)
|OP0|

,

êúäåòî ñ ~e (P0) ñìå îçíà÷èëè åäèíè÷íèÿ äîïèðàòåëåí âåêòîð â òî÷êàòà
P0, ñúîòâåòñòâàù íà ïîñîêàòà íà êðèâàòà.

Íåêà ñåãà τ å ðàçáèâàíå íà êðèâàòà Γ, è ∆θi å íàðàñòâàíåòî íà
úãúëà, ñúîòâåòñòâàùî íà äúãàòà Γi. Çà òúðñåíèÿ úãúë Θ ïîëó÷àâàìå

Θ =
n∑
i=1

∆θi ≈
n∑
i=1

sin^
(
~OPi, ~e (Pi)

)
|OPi|

l (Γi) .

Òîâà å ðèìàíîâà ñóìà çà êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè âèä, è çà îðè-
åíòèðàíèÿ úãúë ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

Θ =

∫
Γ

sin^
(
~OP ,~e(P )

)
∣∣∣ ~OP ∣∣∣ dl,

êîéòî ñå íàðè÷à èíòåãðàë íà Ãàóñ.
Àêî òî÷êàòà O ñúâïàäà ñ íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå, èíòåãðàëúò

äîáèâà âèäà

Θ =

∫
Γ

sin^
(
~P ,~e(P )

)
∣∣∣~P ∣∣∣ dl.

Ïðèìåð. Íåêà ΓR å îêðúæíîñòòà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ
R, îðèåíòèðàíà â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà, ò.å. ñðåùó ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåë-

êà. Òîãàâà íàâñÿêúäå âúðõó íåÿ èìàìå
∣∣∣~P ∣∣∣ = R è sin^

(
~P ,~e(P )

)
= 1,

îòêúäåòî çà èíòåãðàëà íà Ãàóñ ïîëó÷àâàìå ïîëó÷àâàìå

Θ =
1

R

∫
ΓR

dl =
l (ΓR)

R
= 2π,
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êàêòî è òðÿáâàøå äà ñå î÷àêâà.

4. Çàêîí íà Áèî-Ñàâàð. Çàêîíúò íà Áèî-Ñàâàð îïèñâà ñèëàòà,
ñ êîÿòî åëåêòðè÷åñêèÿ òîê äåéñòâà âúðõó ìàãíèò (íà òîâà ñå îñíîâàâà
ðàáîòàòà íà åëåêòðîìîòîðèòå). Íåêà òîêúò òå÷å ñúñ ñèëà I ìåæäó òî÷-
êàòà ~P è áëèçêàòà äî íåÿ òî÷êà ~Q. Äà îçíà÷èì ~∆l = ~PQ. Òîãàâà ñèëàòà
~∆F , ñ êîÿòî òîêúò äåéñòâà íà åäèíè÷åí ìàãíèòåí òîâàð, ðàçïîëîæåí â
íà÷àëîòî ~O íà êîîðäèíàòèòå, ïðèáëèçèòåëíî ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

~∆F ≈ I ·
~P × ~∆l

|P |3
.

(òóê çíàêúò × îçíà÷àâà âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå â R3). Àêî òî÷êèòå ~P
è ~Q ëåæàò â ðàâíèíàòà Oxy. Òîãàâà ñèëàòà ~∆F å íàñî÷åíà ïî îñòà z,
ò.å. ~∆F = ∆F.~z, êàòî

F ≈ I ·
sin^

(
~P ,~e(P )

)
∣∣∣~P ∣∣∣2

∣∣∣ ~∆l∣∣∣ .
Íåêà ñåãà òîêúò òå÷å ñúñ ñèëà I ïî ðàâíèííàòà êðèâà Γ, è τ å íåéíî

ðàçáèâàíå, îïðåäåëåíî îò òî÷êèòå P0, . . . , Pn. Ïðèëàãàéêè ãîðíàòà ôîð-
ìóëà çà âñÿêà îò ÷àñòèòå Γi, ïîëó÷àâàìå, ÷å òîêúò äåéñòâà íà åäèíè÷åí
ìàãíèòåí òîâàð â íà÷àëîòî ñúñ ñèëà ~F = F.~z, è å â ñèëà ïðèáëèçèòåë-
íàòà ôîðìóëà

F ≈
n∑
i=1

∆Fi ≈
n∑
i=1

I ·
sin^

(
~Pi, ~e(Pi)

)
∣∣∣~Pi∣∣∣2

∣∣∣ ~Pi−1Pi

∣∣∣ .
Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå òî÷íàòà ôîðìóëà çà ñèëàòà íà

âúçäåéñòâèå:

F = I ·
∫
Γ

sin^
(
~P ,~e(P )

)
∣∣∣~P ∣∣∣2 dl.

5. Ïîòîê íà òå÷íîñò ïðåç ðàâíèííà êðèâà. Íåêà å äàäåíî
ñòàöèîíàðíî (íå çàâèñåùî îò âðåìåòî) òå÷åíèå íà òå÷íîñò â ðàâíèíàòà,
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çàäàäåíî ñ âåêòîðíîòî ïîëå íà ñêîðîñòòà âúâ âñÿêà òî÷êà P :

~V (P ) = (Vx(P ), Vy(P )) .

Íåêà Γ å îðèåíòèðàíà êðèâà â ðàâíèíàòà, ~e(P ) å åäèíè÷íèÿò äîïèðàòå-
ëåí âåêòîð â òî÷êàòà P , è ~n(P ) å åäèíè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð êúì Γ,
ïîëó÷åí ÷ðåç âúðòåíå íà ~e(P ) íà úãúë π/2 â îòðèöàòåëíà ïîñîêà (êàêòî
áåøå ïðèåòî â �1.1).

Èñêàìå äà ïðåñìåòíåì êîëè÷åñòâîòî òå÷íîñò, êîåòî ìèíàâà ïðåç Γ
çà åäèíèöà âðåìå. Ïðè òîâà òå÷íîñòòà, êîÿòî ìèíàâà â ïîñîêà íà ~n(P ),
ùå áðîèì ñúñ çíàê "+", à â ïðîòèâíàòà � ñúñ çíàê "−".

Íåêà, êàêòî â ïðåäíàòà òî÷êà, îòñå÷êàòà ~∆l = ~PQ ñúåäèíÿâà áëèç-
êèòå òî÷êè P è Q, è ~n å åäèíè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð êúì íåÿ. Ùå
äîïóñíåì, ÷å âåêòîðúò íà ñêîðîñòòà íàâñÿêúäå âúðõó îòñå÷êàòà å ïîñ-
òîÿíåí è ðàâåí íà ~e(P ). Êîëè÷åñòâîòî íà ïðîòåêëàòà òå÷íîñò ∆U çà
åäèíèöà âðåìå å ðàâíî íà ïðîèçâåäåíèåòî íà äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà ñ
ïðîåêöèÿòà íà ñêîðîñòòà âúðõó íîðìàëàòà:

∆U ≈
∣∣∣~V (P )

∣∣∣ .cos^(~V (P ), ~n
)
.
∣∣∣ ~∆l∣∣∣ =

∣∣∣~V (P )
∣∣∣ .sin^(~V (P ), ~∆l

)
.
∣∣∣ ~∆l∣∣∣ .

Êàêòî è â ïðåäèøíàòà òî÷êà, ìîæåì äà ðàçáèåì Γ íà ìàëêè äúãè,
è âñÿêà äúãà äà çàìåíèì ñúñ ñúîòâåòíàòà õîðäà. Ðàçñúæäàâàéêè êàêòî
ïî-ãîðå, äîñòèãàìå äî ôîðìóëàòà çà êîëè÷åñòâîòî UΓ íà ïðîòåêëàòà çà
åäèíèöà âðåìå òå÷íîñò ïðåç Γ:

UΓ =

∫
Γ

∣∣∣~V (P )
∣∣∣ sin^(~V (P ), ~e(P )

)
dl.
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1.3 Êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè âèä

Ôèçè÷åñêî îáîñíîâàâàíå. Ùå ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà çà ðàáîòà íà ìà-
òåðèàëíà òî÷êà â ñèëîâî ïîëå. Íåêà Γ å îðèåíòèðàíà* êðèâà â R3, è
íåêà

~F (P ) = (A(P ), B(P ), C(P ))

å âåêòîðíî ïîëå, äåôèíèðàíî â îêîëíîñò íà Γ. Çà äà ïðåñìåòíåì èç-
âúðøâàíàòà ðàáîòà, ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé, êîãàòî
âåêòîðíîòî ïîëå íå çàâèñè îò P , ò.å. ~F (P ) = ~F , à êðèâàòà Γ å îòñå÷êà, êî-
ÿòî ùå îçíà÷èì ñ ~l. Êàêòî çíàåì, ðàáîòàòà å ðàâíà íà ñèëàòà, óìíîæåíà
ïî èçìèíàòèÿ ïúò. Ïîä ñèëà òóê òðÿáâà äà ñå ðàçáèðà îáà÷å ïðîåêöè-
ÿòà íà âåêòîðà íà ñèëàòà âúðõó âåêòîðà íà ïúòÿ, ò.å. òàíãåíöèàëíàòà
êîìïîíåíòà íà ñèëàòà. Òàêà ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

A =
∣∣∣∣∣∣~F ∣∣∣∣∣∣ . ∣∣∣∣∣∣~l ∣∣∣∣∣∣ .cos^(~F ,~l) =

〈
~F ,~l
〉
.

Äà ðàçãëåäàìå îáùèÿ ñëó÷àé. Íåêà êàêòî è â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô,
τ å ðàçáèâàíå, îïðåäåëåíî îò òî÷êèòå P0, . . . , Pn ∈ Γ (ò.å. P0 ñúâïàäà ñ
íà÷àëíàòà òî÷êà íà êðèâàòà, Pn � ñ êðàéíàòà, è P0 ≺ . . . ≺ Pn), êàòî
Pi = (xi, yi, zi). Íåêà Qi = (ξi, ηi, ζi) å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò äúãàòà Γi, ñúñ-
òîÿùà ñå îò âñè÷êè òî÷êè, ëåæàùè ìåæäó Pi−1 è Pi. Çà ïðèáëèçèòåëíî
ïðåñìÿòàíå íà ðàáîòàòà ùå çàìåíèì äúãàòà Γi ñ îòñå÷êàòà ~Pi−1Pi, è ùå
ñìÿòàìå, ÷å íàâñÿêúäå âúðõó òàçè îòñå÷êà ñèëàòà ~F (P ) å ïîñòîÿííà è å
ðàâíà íà ~F (Qi). Òàêà, çà ðàáîòàòà ïîëó÷àâàìå

A ≈ Rτ =
n∑
i=1

〈
~F (Qi) , ~Pi−1Pi

〉
=

=
n∑
i=1

(A (Qi) (xi − xi−1) +B (Qi) (yi − yi−1) + C (Qi) (zi − zi−1)) .

Òî÷íàòà ñòîéíîñò íà ðàáîòàòà, èçâúðøåíà îò ìàòåðèàëíàòà òî÷êà
ïðè äâèæåíèå ïî êðèâàòà Γ, å ðàâíà íà ãðàíèöàòà íà Rτ ïðè diam τ → 0.
Òîâà íè ïîäñêàçâà äà âúâåäåì ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ.

*Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âúðõó Γ å èçáðàíà ïîñîêà: âèæ �1.
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Äåôèíèöèÿ è ïðåñìÿòàíå íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò
II âèä. Íåêà îòíîâî Γ å îðèåíòèðàíà êðèâà â R3, è ôóíêöèèòå A(P ),
B(P ), C(P ) ñà äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà Γ. Óäîáíî å òåçè òðè ôóíêöèè
äà áúäàò îáåäèíåíè â åäèí, çàñåãà ÷èñòî ôîðìàëåí, èçðàç

ω = A(x, y, z) dx+B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz.

Íåêà îòíîâî τ å ðàçáèâàíå, îïðåäåëåíî îò òî÷êèòå P0, . . . , Pn ∈ Γ,
êúäåòî Pi = (xi, yi, zi), è Qi = (ξi, ηi, ζi) å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò äúãàòà Γi.

Äåôèíèöèÿ. Ïîä ðèìàíîâà ñóìà çà ω, ñúîòâåòñòâàùà íà ðàç-
áèâàíåòî τ , ðàçáèðàìå èçðàçà

Rτ (ω) =
n∑
i=1

(A (Qi) (xi − xi−1) +B (Qi) (yi − yi−1) + C (Qi) (zi − zi−1)) .

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Γ å îðèåíòèðàíà êðèâà â R3, è A(P ), B(P ),
C(P ) ñà ôóíêöèÿ âúðõó Γ. Ïîä êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè âèä îò
èçðàçà ω âúðõó êðèâàòà Γ ùå ðàçáèðàìå ÷èñëîòî∫

Γ

A(x, y, z) dx+B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz = lim
diam τ→0

Rτ (f).

Òåîðåìà. Íåêà Γ å åäíîêðàòíî ãëàäêà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà
êðèâà ñ óðàâíåíèÿ

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [a, b],

è íåêà ôóíêöèèòå A(P ), B(P ), C(P ) ñà íåïðåêúñíàòè. Òîãàâà êðèâî-
ëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò ω âúðõó Γ ñúùåñòâóâà è ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà∫

Γ

A(x, y, z) dx+B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz =

=

b∫
a

[A(x(t), y(t), z(t))x′(t) +B(x(t), y(t), z(t))y′(t) + C(x(t), y(t), z(t))z′(t)] dt.
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Çàáåëåæêà. Êàêòî ñå âèæäà, îçíà÷åíèÿòà ñà òàêà ïîäáðàíè, ÷å
äà ïîäñêàçâàò ôîðìóëàòà: òðÿáâà ñàìî dx äà ñå çàìåíè ñ x′(t)dt, è ò.í.

Â ðàâíèíàòà äåôèíèöèÿòà íà èíòåãðàëà è ôîðìóëàòà çà íåãîâî-
òî ïðåñìÿòàíå èçãëåæäàò àíàëîãè÷íî, êàòî ïîäèíòåãðàëíèÿò èçðàç èìà
âèäà ω = A(x, y) dx+B(x, y) dy, à ôîðìóëàòà çà íåãîâîòî ïðåñìÿòàíå å

∫
Γ

A(x, y) dx+B(x, y) dy =

b∫
a

[A(x(t), y(t))x′(t) +B(x(t), y(t))y′(t)] dt.

Â ÷àñòíîñò, àêî Γ å ÿâíî çàäàäåíà óðàâíåíèåòî y = f(x), x ∈ [a, b],
ôîðìóëàòà äîáèâà âèäà∫

Γ

A(x, y) dx+B(x, y) dy =

b∫
a

[A(x, f(x)) +B(x, f(x))f ′(x)] dx.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà. Äîñòàòú÷íî å äà ðàçãëåäàìå ñëó-
÷àÿ, êîãàòî B(P ) = C(P ) = 0, ò.å. ω = A(x, y, z) dx. Àêî ðàâåíñòâîòî
áúäå äîêàçàíî â òîçè ñëó÷àé, äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå äà ñå ïðåíåñå è çà
ω = B(x, y, z) dx è ω = A(x, y, z) dx. Ñúáèðàéêè ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè,
ùå ïîëó÷èì ðàâåíñòâîòî íà òåîðåìàòà.

Íåêà τ å ðàçáèâàíå íà Γ, êàòî Pi = ~P (ti), Qi = ~P (ξi). Ïðèëàãàé-
êè òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ çà ôóíêöèÿòà x(t) â èíòåðâàëà
[ti−1, ti], ïîëó÷àâàìå

xi − xi−1 = x′
(
ξ̃i

)
(ti − ti−1) ,

êúäåòî ξ̃i å ïîäõîäÿùà òî÷êà îò èíòåðâàëà [ti−1, ti]. Çà ðèìàíîâàòà ñóìà
Rτ (ω) ïîëó÷àâàìå

Rτ (ω) =
n∑
i=1

A (x (ξi) , y (ξi) , z (ξi))x
′
(
ξ̃i

)
(ti − ti−1) .

Ñèòóàöèÿòà å ñúùàòà êàêòî è â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô: íàëè÷èåòî íà äâå
ðàçëè÷íè ìåæäèííè òî÷êè ξi, ξ̃i ïðå÷è íà Rτ (ω) äà áúäå ðèìàíîâà ñóìà
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çà èíòåãðàëà îòäÿñíî. Íèå ùå çàìåíèì âúâ âòîðèÿ ìíîæèòåë ìåæäèí-
íàòà òî÷êà ξ̃i ñ ξi, ò.å. ùå ðàçãëåäàìå èçðàçà

R̃τ (ω) =
n∑
i=1

A (x (ξi) , y (ξi) , z (ξi))x
′ (ξi) (ti − ti−1) ,

òî ëåñíî ñå äîêàçâà, ÷å

lim
diam τ→0

(
R̃τ (ω)−Rτ (ω)

)
= 0.

Ñåãà âå÷å èçðàçúò R̃τ (ω) å ðèìàíîâà ñóìà çà èíòåãðàëà ïî t, è ñëåäîâà-
òåëíî

lim
diam τ→0

R̃τ (ω) =

b∫
a

A(x(t), y(t), z(t))x′(t) dt.

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òåîðåìàòà å âÿðíà è â ïî-îáùèÿ
ñëó÷àé íà ÷àñòè÷íî ãëàäêà êðèâà, ò.å. êðèâà, êîÿòî ìîæå äà ñå ðàçäåëè
íà êðàåí áðîé åäíîêðàòíî ãëàäêè êðèâè.

Èçðàçÿâàíå íà êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò II âèä ÷ðåç
êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò I âèä. Â ìíîãî ñëó÷àè å âàæíî äà ñå çíàå
âðúçêàòà ìåæäó äâàòà âèäà êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè. Äà ñå âúðíåì êúì
íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà, êúäåòî ïðåñìÿòàõìå ðàáîòà íà òî÷êà â ñèëîâî
ïîëå. Äà îçíà÷èì îòíîâî ñ ~F (P ) âåêòîðíîòî ïîëå ñ êîìïîíåíòè A(P ),
B(P ), C(P ). Òîãàâà çà ðèìàíîâàòà ñóìà èìàìå ôîðìóëàòà

Rτ (ω) =
n∑
i=1

〈
~F (Qi) , ~Pi−1Pi

〉
=

n∑
i=1

〈
~F (Qi) ,

~Pi−1Pi∣∣∣∣∣∣ ~Pi−1Pi

∣∣∣∣∣∣
〉
.
∣∣∣∣∣∣ ~Pi−1Pi

∣∣∣∣∣∣ .
Âåêòîðúò

~Pi−1Pi

|| ~Pi−1Pi|| ïðåäñòàâëÿâà åäèíè÷åí âåêòîð, åäíîïîñî÷åí ñ

âåêòîðà, ñúåäèíÿâàù Pi−1 ñ Pi. Î÷åâèäíî òîé å áëèçúê ñ åäèíè÷íèÿ
äîïèðàòåëåí âåêòîð â êîÿ äà å òî÷êà íà äúãàòà Γi, íàïðèìåð â òî÷êàòà
Qi. Çà âñÿêà òî÷êà P ∈ Γ îçíà÷àâàìå ñ ~e(P ) åäèíè÷íèÿò äîïèðàòåëåí
âåêòîð â òàçè òî÷êà (åäíîïîñî÷åí ñ èçáðàíàòà ïîñîêà âúðõó Γ) Òàêà
ãîðíàòà ðèìàíîâà ñóìà ìîæå äà áúäå çàìåíåíà ñ äðóãà:

Rτ (ω) =
n∑
i=1

〈
~F (Qi) , ~e (Qi)

〉
.
∣∣∣∣∣∣ ~Pi−1Pi

∣∣∣∣∣∣ .
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Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

lim
diam τ→0

(
Rτ (ω)−Rτ (ω)

)
= 0.

(âèæ ëåìà 8 îò �2.)
Îò äðóãà ñòðàíà, îò çàáåëåæêàòà ñëåä òåîðåìà 9 îò ïðåäíèÿ ïà-

ðàãðàô ñå âèæäà, ÷å Rτ (ω) ïðåäñòàâëÿâà ðèìàíîâà ñóìà çà êðèâîëèíååí
èíòåãðàë îò ïúðâè âèä, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî∫

Γ

A(x, y, z) dx+B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz =

∫
Γ

〈
~F (P ) , ~e (P )

〉
dl.

Íàé-÷åñòî òîâà ðàâåíñòâî ñå çàïèñâà â äðóãà ôîðìà. Äà îçíà÷èì,
êàêòî â �1, ñ α(P ), β(P ), γ(P ) úãëèòå, êîèòî âåêòîðúò ~e(P ) ñêëþ÷âà ñ
êîîðäèíàòíèòå îñè ~x, ~y, ~z. Òúé êàòî âåêòîðúò ~e(P ) å ñ åäèíè÷íà äúë-
æèíà, íåãîâèòå êîìïîíåíòè ñúâïàäàò ñ äèðåêòîðíèòå êîñèíóñè

~e(P ) = (cosα(P ), cosβ(P ), cos γ(P )) .

Òàêà äîñòèãàìå äî îêîí÷àòåëíàòà ôîðìà íà ðàâåíñòâîòî, ñâúðçâàùî
êðèâîëèíåéíèòå èíòåãðàëè îò ïúðâè è âòîðè ðîä:

Òåîðåìà. Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ å íàëèöå ðàâåíñòâîòî∫
Γ

A(x, y, z) dx+B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz =

=

∫
Γ

(A(P ) cosα(P ) +B(P ) cosβ(P ) + C(P ) cos γ(P )) dl.

Çàáåëåæêà. Âúçìîæíî å è îáðàòíîòî � äà èçðàçèì èíòåãðàëà îò
ïúðâè âèä ÷ðåç èíòåãðàëà îò âòîðè âèä. Íåêà f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóí-
êöèÿ âúðõó Γ. Ïîëàãàéêè â ðàâåíñòâîòî íà òåîðåìàòà

A(P ) = f(P )cosα(P ), B(P ) = f(P )cosβ(P ), C(P ) = f(P )cos γ(P ),
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è èçïîëçâàéêè òúæäåñòâîòî cos 2α(P )+cos 2β(P )+cos 2γ(P ) ≡ 1, ñòèãàìå
äî ôîðìóëàòà:∫

Γ

f(P ) dl =

∫
Γ

f(P ) (cosα(P ) dx+ cosβ(P ) dy + cos γ(P ) dz) .

Ñâîéñòâà íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò âòîðè
âèä. Ñâîéñòâàòà íà òîçè èíòåãðàë çíà÷èòåëíî ñå ðàçëè÷àâàò îò ñâîéñò-
âàòà íà èíòåãðàëà îò ïúðâè âèä. Òóê íå ñúùåñòâóâà ñâîéñòâî, àíàëîãè÷-
íî íà ñâîéñòâîòî ïîçèòèâíîñò (ñâîéñòâî 2 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô), êàêòî
è íà ïðîèçòè÷àùèòå îò íåãî ñâîéñòâà 3, 4, 5 è 6. Ëåñíî å äà ñå ñúñòàâè
ïðèìåð, â êîéòî ôóíêöèèòå A, B è C ñà ïîëîæèòåëíè, íî ñòîéíîñòòà
íà èíòåãðàëà å îòðèöàòåëíà � òîâà ñå äúëæè íà ôàêòà, ÷å êîîðäèíàò-
íèòå ðàçëèêè, ñ êîèòî ñå óìíîæàâàò ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèèòå, ìîãàò
äà èìàò ïðîèçâîëíè çíàöè.

Ïðåäè ôîðìóëèðàíå íà ñâîéñòâàòà ùå âúâåäåì íåîáõîäèìàòà òåð-
ìèíîëîãèÿ. Èçïîëçâàíèÿò ïî-ãîðå èçðàç îò âèäà

ω = A(x, y, z) dx+B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz

ñå íàðè÷à äèôåðåíöèàëíà ôîðìà îò ïúðâà ñòåïåí â R3. Â ðàâíèíàòà ñú-
îòâåòíèÿò èçðàç áè èìàë âèäà ω = A(x, y) dx + B(x, y) dy, è ò.í. Ôóíê-
öèèòå A, B è C ñå íàðè÷àò êîåôèöèåíòè íà äàäåíàòà äèôåðåíöèàëíà
ôîðìà.

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äèôåðåíöèàëíè ôîðìè îò ïúðâà ñòåïåí,
äåôèíèðàíè â ïîäìíîæåñòâîòî U íà äàäåíîòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
ùå áåëåæèì ñ Ω1(U). Òîâà ìíîæåñòâî èìà ñòðóêòóðàòà íà ëèíåéíî ïðîñ-
òðàíñòâî, ò.å. âúðõó íåãî ïî î÷åâèäåí íà÷èí ñà äåôèíèðàíè îïåðàöèèòå
ñúáèðàíå è óìíîæåíèå ñ ÷èñëî. Ïî-ïîäðîáíî, àêî ñà äàäåíè ôîðìèòå
ω1 = A1 dx+B1 dy + C1 dz, ω2 = A2 dx+B2 dy + C2 dz, è λ ∈ R, òî

ω1 + ω2 = (A1 + A2) dx+ (B1 +B2) dy + (C1 + C2) dz.

λ.ω1 = λA1 dx+ λB1 dy + λC1 dz.

Îòòóê èäâà ïúðâîòî îò äàäåíèòå òóê ñâîéñòâà íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåã-
ðàë îò âòîðè âèä:
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Ñâîéñòâî 1 (Ëèíåéíîñò).∫
Γ

(ω1 + ω2) =

∫
Γ

ω1 +

∫
Γ

ω2,

∫
Γ

λ.ω = λ

∫
Γ

ω.

Òåçè ðàâåíñòâà ñà î÷åâèäíè çà ðèìàíîâèòå ñóìè, è ÷ðåç ãðàíè÷åí ïðåõîä
ñå ïðåíàñÿò è çà èíòåãðàëèòå.

Ñëåäâàùèòå îçíà÷åíèÿ, êîèòî òðÿáâà äà ñå âúâåäàò, ñå îòíàñÿò
çà îðèåíòèðàíèòå êðèâè. Àêî Γ å òàêàâà êðèâà, òî ñ −Γ ùå îçíà÷àâà-
ìå ñúùàòà êðèâà ñ ïðîòèâîïîëîæíà îðèåíòàöèÿ (âèæ �1, òâúðäåíèå 3).
Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà íà èíòåãðàëà ñëåäâà

Ñâîéñòâî 2. ∫
−Γ

ω = −
∫
Γ

ω.

Íàèñòèíà, ïðè ïðîìÿíà íà ïîñîêàòà íà êðèâàòà âñè÷êè êîîðäèíàòíè
ðàçëèêè ïðèåìàò ïðîòèâîïîëîæåí çíàê, è ñëåäîâàòåëíî ðèìàíîâàòà ñó-
ìà ñå óìíîæàâà ñ −1.

Çàáåëåæêà.

Íåêà Γ1 è Γ2 ñà äâå îðèåíòèðàíè êðèâè, êàòî êðàéíàòà òî÷êà íà Γ1

ñúâïàäà ñ íà÷àëíàòà òî÷êà íà Γ2. Ñ Γ1 + Γ2 ùå îçíà÷èì îðèåíòèðàíàòà
êðèâà, ïîëó÷åíà ÷ðåç îáåäèíÿâàíåòî íà Γ1 è Γ2. Ïî-òî÷íî, íà÷àëíàòà
òî÷êà íà Γ1 + Γ2 ñúâïàäà ñ íà÷àëíàòà òî÷êà íà Γ1, à êðàéíàòà � ñ êðàé-
íàòà òî÷êà íà Γ2. Àêî Γ1 è Γ2 ñà ãëàäêè êðèâè, òî Γ1 + Γ2 å ÷àñòè÷íî
ãëàäêà.

Ñâîéñòâî 3 (Àäèòèâíîñò). Èìàìå∫
Γ1+Γ2

ω =

∫
Γ1

ω +

∫
Γ2

ω.

Äà èçáåðåì ðàçáèâàíèÿ íà Γ1 è íà Γ2. Âçåòè çàåäíî, òå îáðàçóâàò ðàç-
áèâàíå íà Γ1 +Γ2. Çà ñúîòâåòíèòå ðèìàíîâè ñóìè ðàâåíñòâîòî î÷åâèäíî
å èçïúëíåíî, îòêúäåòî ñëåäâà âåðíîñòòà ìó è çà èíòåãðàëèòå.
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Ñâîéñòâî 4 (Ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå). Íåêà U è V ñà îáëàñòè â
R2, è íåêà Φ : U → V å âçàèìíî åäíîçíà÷íî ðåãóëÿðíî èçîáðàæåíèå,
çàäàäåíî ñ êîîðäèíàòèòå

Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) .

Íåêà
ω = A(x, y) dx+B(x, y) dy

å äèôåðåíöèàëíà ôîðìà îò ïúðâè ðåä âúðõó E.

Äåôèíèöèÿ.Ùå îïðåäåëèì îáðàòåí îáðàç íà ôîðìàòà ω ÷ðåç Φ
ñ ôîðìóëàòà

Φ∗ω = A(x(u, v), y(u, v)) dx(u, v) +B(x(u, v), y(u, v)) dy(u, v) =

= A (x′u du+ x′v dv)+B (y′u du+ y′v dv) = (Ax′u +By′u) du+(Ax′v +By′v) dv.

Òàêà ïîëó÷åíàòà Φ∗ω å äèôåðåíöèàëíà ôîðìà îò ïúðâè ðåä â U ,
è íèå ïîëó÷èõìå èçîáðàæåíèå

Φ∗ : Ω1(V )→ Ω1(U).

Òåîðåìà. Íåêà Γ å ãëàäêà êðèâà â U . Òîãàâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫
Γ

Φ∗ω =

∫
Φ(Γ)

ω.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà u = u(t), v = v(t) å ïàðàìåòðèçàöèÿ íà Γ,
t ∈ [a, b]; òîãàâà êðèâàòà Φ(Γ) ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ ôîðìóëèòå x(t) =
x(u(t), v(t)), y(t) = y(u(t), v(t)). Èìàìå

∫
Φ(Γ)

ω =

b∫
a

(A. x′(t) +B. y′(t)) dt =

=

b∫
a

(A. (x′u.u
′(t) + x′v.v

′(t)) +B. (x′u.u
′(t) + x′v.v

′(t))) dt,
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è ∫
Γ

Φ∗ω =

∫
Γ

Φ∗ω =

∫
Γ

(A.x′u +B.y′u) du+ (A.x′v +B.y′v) dv =

=

b∫
a

((A.x′u +B.y′u)u
′(t) + (A.x′v +B.y′v) v

′(t)) dt.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å â äâàòà ñëó÷àÿ ïîëó÷èõìå èäåíòè÷íè èçðàçè.

Ðàâåíñòâîòî îò òåîðåìàòà å âÿðíî è çà èçîáðàæåíèÿ íà R2 â R3.
Íåêà U è V ñà îòâîðåíè ìíîæåñòâà ñúîòâåòíî â R2 è R3. Íåêà Φ : U → V
å èçîáðàæåíèå, çàäàäåíî ñ ôîðìóëèòå

Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ,

êîåòî å ðåãóëÿðíî, ò.å. âåêòîðèòå Φ′u è Φ′v íå ñå àíóëèðàò åäíîâðåìåííî.
Îòíîâî èìàìå îïåðàöèÿòà îáðàòåí îáðàç: Φ∗ : Ω1(V ) → Ω1(U). Çà ω =
Adx+B dy + C dz îáðàòíèÿò îáðàç ñå çàäàâà ñ ôîðìóëàòà

Φ∗ω = Adx(u, v) +B dy(u, v) + C dz(u, v).

Ïîâòàðÿéêè äîñëîâíî äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà, ïîëó÷àâàìå,
÷å è â òîçè ñëó÷àé å íàëèöå ðàâåíñòâîòî

∫
Γ

Φ∗ω =
∫

Φ(Γ)

ω.

Ñúùîòî ðàâåíñòâî å âÿðíî è çà èçîáðàæåíèÿ íà R3 â R3, ò.å. çà
êðèâîëèíåéíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â R3.

Òåîðåìà íà Ãàóñ � Ãðèí. Ñëåäíàòà òåîðåìà èãðàå îñíîâíà
ðîëÿ â òåîðèÿòà íà êðèâîëèíåéíèòå èíòåãðàëè îò âòîðè âèä â ðàâíèíà-
òà.

Íåêà D å îãðàíè÷åíà îáëàñò â ðàâíèíàòà, ÷èèòî êîíòóð bD ñå ñúñ-
òîè îò åäíà èëè íÿêîëêî çàòâîðåíè ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè êðèâè Γ1,
Γ2,...Ïîä èíäóöèðàíà îðèåíòàöèÿ íà âñÿêà îò òåçè êðèâè ðàçáèðàìå òà-
êàâà ïîñîêà, ïðè äâèæåíèåòî ïî êîÿòà îáëàñòòà D îñòàâà îòëÿâî. Ïðè
òàêà èçáðàíèòå ïîñîêè ïèøåì

bD = Γ1 + Γ2 + . . .
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è ∫
bD

ω =

∫
Γ1

ω +

∫
Γ2

ω + . . .

Ïðèìåð. Íåêà 0 < r < R. Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå, ñ ΓR äà îçíà÷èì îêðúæ-
íîñòòà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R, íàñî÷åíà ñðåùó ÷àñîâíèêîâàòà
ñòðåëêà (è, ðàçáèðà ñå, àíàëîãè÷íî çà Γr). Íåêà D å ïðúñòåíúò, îãðà-
íè÷åí îò îêðúæíîñòèòå ΓR è Γr, ò.å. ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè â
ðàâíèíàòà, çà êîèòî ðàçñòîÿíèåòî äî íà÷àëîòî å ìåæäó r è R. Òîãàâà,
çà äà îñòàâà îáëàñòòà D îòëÿâî, òðÿáâà äà ñå äâèæèì ïî ΓR ñðåùó, à ïî
Γr � ïî ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà (âèæ ÷åðòåæà òðè ñòðàíèöè ïî-íàòàòúê).
Ñëåäîâàòåëíî, â òîçè ñëó÷àé èìàìå

bD = ΓR − Γr.

Íåêà ñåãà D å îáëàñò, ÷èèòî êîíòóð ñå ñúñòîè îò êðàåí áðîé ãëàäêè
èëè ÷àñòè÷íî ãëàäêè êðèâè, à A(x, y) è B(x, y) ñà åäíîêðàòíî ãëàäêè
ôóíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà D. Ùå ðàçãëå-
äàìå äèôåðåíöèàëíàòà ôîðìà

ω = A(x, y) dx+B(x, y) dy.

Ùå äîêàæåì ñëåäíàòà

Òåîðåìà íà Ãàóñ � Ãðèí. Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî∫
bD

A(x, y) dx+B(x, y) dy =

∫∫
D

(
B′x − A′y

)
dxdy.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàé-íàïðåä ùå îòáåëåæèì, ÷å å äîñòàòú÷íî äà
äîêàæåì òåîðåìàòà â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé ω = A(x, y) dx è àíàëîãè÷íèÿò
ìó ω = B(x, y) dy, à ñëåä òîâà äà ñúáåðåì ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè. Ùå
äîêàæåì òåîðåìàòà íà íÿêîëêî åòàïà.

Åòàï 1. Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ω = A(x, y) dx, à îáëàñòòà D å êðèâîëè-
íååí òðàïåö ïî x, ò.å. ñå çàäàâà ñ íåðàâåíñòâàòà

a ≤ x ≤ b, ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x),
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Ψ HxL

jHxL
2

1

4

3

D

a b

Êðèâîëèíååí òðàïåö ïî x.

ϕ(x) è ψ(x) � íåïðåêúñíàòè è åäíîêðàòíî ãëàäêè â èíòåðâàëà [a, b].

Òîãàâà ãðàíèöàòà íà D å ÷àñòè÷íî ãëàäêà è ìîæå äà ñå ðàçäåëè íà
÷åòèðè ãëàäêè êðèâè Γ1,..., Γ4 (âèæ ÷åðòåæà).

Äà îçíà÷èì ñ Γϕ ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà ϕ(x) ñ ïîñîêà, îïðå-
äåëåíà îò íàðàñòâàíåòî íà ïàðàìåòúðà x, è àíàëîãè÷íî çà Γψ. Òîãàâà
î÷åâèäíî Γ3 = Γϕ è Γ1 = −Γψ (ïðîáÿãâà ñå â ïîñîêà, îáðàòíà íà ïî-
ñîêàòà ïî x). Êðèâèòå Γ2 è Γ4 ïðåäñòàâëÿâàò âåðòèêàëíè îòñå÷êè è ñå
ïàðàìåòðèçèðàò ñ êîîðäèíàòàòà y. Âúðõó Γ2 êîîðäèíàòàòà x å ïîñòîÿí-
íà è ðàâíà íà a, è ñëåäîâàòåëíî dx = 0. Ñúùîòî å âÿðíî è âúðõó Γ4, è
ñëåäîâàòåëíî ∫

Γ2

A(x, y) dx =

∫
Γ4

A(x, y) dx = 0.

Òàêà ∫
bD

A(x, y) dx =

∫
Γϕ

A(x, y) dx−
∫
Γψ

A(x, y) dx =
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=

b∫
a

A (x, ϕ(x)) dx−
b∫

a

A (x, ψ(x)(x)) dx.

Îò äðóãà ñòðàíà, êàòî èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà çà ïðåñìÿòàíå íà
äâîåí èíòåãðàë ïî êðèâîëèíååí òðàïåö, êàêòî è ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö-
Íþòîí, ìîæåì äà ïðåñìåòíåì äÿñíàòà ÷àñò íà ðàâåíñòâîòî îò òåîðåìà-
òà: ∫∫

D

(
−A′y(x, y)

)
dxdy = −

b∫
a

 ψ(x)∫
ϕ(x)

A′y(x, y) dy

 dx =

= −
b∫

a

(A (x, ψ(x)(x))− A (x, ϕ(x)(x))) dx,

è â òîçè ñëó÷àé ôîðìóëàòà å äîêàçàíà.

D1

D3

D2D4

Ðàçðÿçâàíå íà ïðúñòåíà íà êðèâîëèíåéíè òðàïåöè.

Åòàï 2. Îòíîâî ðàçãëåæäàìå ôîðìàòà ω = A(x, y) dx, à çà îáëàñòòà D
ùå ïðåïîëàãàìå, ÷å ìîæå äà áúäå ðàçðÿçàíà íà ÷ðåç âåðòèêàëíè ðàçðåçè
íà êðàåí áðîé êðèâîëèíåéíè òðàïåöè ïî x. Íàïðèìåð ïîêàçàíèÿò íà
ðèñóíêàòà êðúãîâ ïðúñòåí íå å êðèâîëèíååí òðàïåö, íî ñ äâà âåðòèêàëíè
ðàçðåçà ìîæå äà áúäå ðàçäåëåí íà ÷åòèðè êðèâîëèíåéíè òðàïåöà.
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Íåêà D = ∪ki=1Di å âúïðîñíîòî ðàçðÿçâàíå. Çà âñåêè îò êðèâîëè-
íåéíèòå òðàïåöè Di ìîæåì äà ïðèëîæèì ÷àñòíèÿ ñëó÷àé íà òåîðåìàòà,
äîêàçàí â åòàï 1, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå∫∫

D

(
−A′y(x, y)

)
dxdy =

k∑
i=1

∫∫
Di

(
−A′y(x, y)

)
dxdy =

k∑
i=1

∫
bDi

A(x, y) dx.

Äà ðàçãëåäàìå ïî-ïîäðîáíî ãðàíèöèòå Γi = bDi íà îáëàñòèòå Di.
Òîâà ñà ÷àñòè÷íî ãëàäêè êðèâè. Îò âñÿêà òàêàâà êðèâà åäíà ÷àñò ñå
ñúäúðæà â ãðàíèöàòà Γ = bD íà D, êàòî ïîñîêèòå èì ñúâïàäàò. Îñòà-
íàëàòà ÷àñò ñå ñúäúðæà â äîïúëíèòåëíî íàïðàâåíèòå ðàçðåçè. Âàæíî å
äà ñå îòáåëåæè îáà÷å, ÷å âñåêè îò òåçè ðàçðåçè ñå îò÷èòà äâà ïúòè, òúé
êàòî ó÷àñòâà â ãðàíèöèòå íà îáëàñòèòå, ðàçïîëîæåíè âëÿâî è âäÿñíî
îò íåãî, êàòî äâàòà ïúòè ñå ïðîáÿãâà â ïðîòèâîïîëîæíè íàïðàâëåíèÿ.
Îò ñâîéñòâî 2 íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò âòîðè âèä ñå âèæäà, ÷å
ñúîòâåòíèòå êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè ñà ðàâíè ïî ìîäóë è èìàò ïðîòè-
âîïîëîæíè çíàöè, è ïðè ñóìèðàíåòî òå ñå óíèùîæàâàò. Ñëåäîâàòåëíî
â ñóìàòà ó÷àñòâàò ñàìî ÷àñòèòå îò Γ, êîèòî ñå ïðîáÿãâàò ïî âåäíúæ â
ïðàâèëíàòà ïîñîêà. Òàêà ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

Γ =
n∑
i=1

Γi,

è ñëåäîâàòåëíî
k∑
i=1

∫
Γi

A(x, y) dx =

∫
bD

A(x, y) dx,

êîåòî äîêàçâà åòàï 2.

Åòàï 3: Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà.Ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å îáëàñòòà
D ìîæå äà áúäå ðàçðÿçàíà íà êðàåí áðîé êðèâîëèíåéíè òðàïåöè êàêòî
ïî x, òàêà è ïî y (ñúîòâåòíî ñ âåðòèêàëíè èëè õîðèçîíòàëíè ðàçðåçè).
Çà òàêàâà îáëàñò äîêàçàõìå, ÷å

−
∫∫
D

A′y(x, y) dxdy =

∫
bD

A(x, y) dx.



1.3. ÊÐÈÂÎËÈÍÅÅÍ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ ÎÒ ÂÒÎÐÈ ÂÈÄ 47

Ìîæåì îáà÷å äà ðàçìåíèì ìåñòàòà íà êîîðäèíàòèòå x è y è äà
ïîâòîðèì ðàçñúæäåíèÿòà îò åòàïè 1 è 2 çà ôîðìàòà B(x, y) dy. Ïî òîçè
íà÷èí ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî∫∫

D

B′x(x, y) dxdy =

∫
bD

B(x, y) dy

(îáÿñíåòå çàùî â òàçè ôîðìóëà íå ñå ïîÿâÿâà çíàêúò ìèíóñ!) Ñúáèðàéêè
äâåòå ïîëó÷åíè ôîðìóëè, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî íà òåîðåìàòà.

Çàáåëåæêà 1. Îò ôîðìóëèðîâêàòà è îò äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðå-
ìàòà âèæäàìå, ÷å ïðîìåíëèâèòå x è y â íåÿ íå ñà ðàâíîïðàâíè; ïî-òî÷íî,
ïðè ðàçìÿíàòà íà ìåñòàòà èì äâîéíèÿò èíòåãðàë îòäÿñíî ñè ñìåíÿ çíà-
êà. Ïðè÷èíàòà çà òîâà ùå áúäå îáÿñíåíà ïî-êúñíî.

Çàáåëåæêà 2. Îñíîâíèÿò ìîìåíò â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà
å èçïîëçâàíåòî â åòàï 1 íà ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí:

b∫
a

f ′(x) dx = f(b)− f(a).

Òîâà íå å ñëó÷àéíî: ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî
äâóìåðåí àíàëîã íà ãîðíàòà ôîðìóëà. Íàèñòèíà, ïðè Ëàéáíèö-Íþòîí
èìàìå åäíîìåðíà îáëàñò. ò.å. èíòåðâàë [a, b] ∈ R, ÷èÿòî ãðàíèöà ñå ñúñ-
òîè îò äâåòå ãðàíè÷íè òî÷êè a è b, è ôîðìóëàòà ñâúðçâà èíòåãðàëà îò
f ′ âúðõó äàäåíèÿ èíòåðâàë ñ "èíòåãðàëà" îò f âúðõó íåãîâàòà ãðàíèöà.

Ïî-äîëó íèå ùå äàäåì îáîáùåíèÿ íà ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö-
Íþòîí çà ïî-âèñîêè ðàçìåðíîñòè.
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1.4 Óñëîâèÿ çà ïúëåí äèôåðåíöèàë

Ïúëåí äèôåðåíöèàë. Â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô íèå âúâåäîõìå ïîíÿòèåòî
äèôåðåíöèàëíà ôîðìà îò ïúðâè ðåä â ðàâíèíàòà èëè ïðîñòðàíñòâîòî.
Â åäèí ÷åñòî ñðåùàí ñëó÷àé òàêàâà ôîðìà ìîæå äà ñå ïîëó÷è ÷ðåç
äèôåðåíöèðàíå íà äàäåíà ôóíêöèÿ.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Φ (x1, . . . , xn) å ãëàäêà ôóíêöèÿ â Rn. Ïîä
ïúëåí äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà Φ ùå ðàçáèðàìå äèôåðåíöèàëíàòà
ôîðìà

dΦ =
n∑
i=1

∂Φ

∂xi
(x) dxi.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà

ω =
n∑
i=1

Ai(x) dxi

å äèôåðåíöèàëíà ôîðìà îò ïúðâè ðåä â Rn. Ùå êàçâàìå, ÷å ω å
ïúëåí äèôåðåíöèàë, àêî ñúùåñòâóâà ãëàäêà ôóíêöèÿ Φ(x) òàêàâà, ÷å

ω = dΦ, ò.å. Ai(x) =
∂Φ

∂xi
(x) çà i = 1, . . . , n.

Ôóíêöèÿòà Φ(x) ùå íàðè÷àìå ïðèìèòèâíà íà ôîðìàòà ω.

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå äîêàçâà, ÷å àêî îáëàñòòà å ëèíåéíî ñâúðçàíà
â Rn, òî ïðèìèòèâíàòà ôóíêöèÿ å åäèíñòâåíà ñ òî÷íîñò äî äîáàâÿíå íà
êîíñòàíòà (âèæ çàä. 2).

Â ÷àñòíîñò, â ðàâíèíàòà R2 ôîðìàòà

ω = A(x, y) dx+B(x, y) dy

å ïúëåí äèôåíöèàë, àêî ñúùåñòâóâà ãëàäêà ôóíêöèÿ Φ(x, y) òàêàâà, ÷å

A(x, y) =
∂Φ

∂x
(x, y), B(x, y) =

∂Φ

∂y
(x, y).
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Õàðàêòåðèçàöèÿ íà ïúëíèòå äèôåðåíöèàëè â ðàâíèíàòà.
Íåêà U å îòâîðåíà îáëàñò â R2. Â òîçè ðàçäåë ùå äàäåì îùå äâå óñ-
ëîâèÿ, åêâèâàëåíòíè íà òîâà äàäåíàòà ôîðìà äà å ïúëåí äèôåðåíöèàë.
Íåêà ω = A(x, y) dx+ B(x, y) dy å äèôåðåíöèàëíà ôîðìà îò ïúðâè ðåä,
äåôèíèðàíà â îáëàñòòà U ∈ R2, êàòî ôóíêöèèòå A(x, y) è B(x, y) ñà
åäíîêðàòíî ãëàäêè.

Óñëîâèå 1/ (íåçàâèñèìîñò íà èíòåãðàëà îò ïúòÿ. Íåêà P0 è
P1 ñà äâå ïðîèçâîëíè òî÷êè îò U è íåêà Γ′, Γ′′ ñà êðèâè â U ñ íà÷àëî
â P0 è êðàé â P1 (âèæ ÷åðòåæà). Òîãàâà∫

Γ′

ω =

∫
Γ′′

ω.

P0

P1

G '

G ''

Íåçàâèñèìîñò íà èíòåãðàëà îò ïúòÿ.

Òîâà óñëîâèå ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà è ïî ìàëêî ïî-ðàçëè÷åí íà÷èí:

Óñëîâèå 1′/. Èíòåãðàëúò îò ω ïî âñÿêà çàòâîðåíà êðèâà å ðàâåí
íà íóëà.

Åêâèâàëåíòíîñòòà íà òåçè äâå óñëîâèÿ ñå âèæäà ëåñíî. Íàèñòèíà,
íåêà å èçïúëíåíî óñëîâèåòî 1/ è Γ å çàòâîðåíà êðèâà ñ íà÷àëî è êðàé â
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P0. Àêî îçíà÷èì ñ Γ0 èçðîäåíàòà êðèâà, ñúñòîÿùà ñå ñàìî îò òî÷êàòà P0

(ò.å. êðèâàòà, çàäàäåíà ñ óðàâíåíèåòî P (t) ≡ P0), òî î÷åâèäíî
∫

Γ0
ω = 0,

è ñïîðåä 1/ ñúùîòî å âÿðíî è çà
∫

Γ
ω.

Îáðàòíî, íåêà å èçïúëíåíî 1′/, è êðèâèòå Γ′, Γ′′ çàïî÷âàò â P0 è
çàâúðøâàò â P1. Äà îçíà÷èì

Γ = Γ′ − Γ′′,

ò.å. êðèâàòà Γ′ ñå ïðîáÿãâà â ïðàâà ïîñîêà, à êðèâàòà Γ′′ � â îáðàòíà.
Òîãàâà Γ å çàòâîðåíà êðèâà, ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò ïî íåÿ å íóëà, è
îò ôîðìóëàòà ∫

Γ

ω =

∫
Γ′

ω −
∫
Γ′′

ω

âåäíàãà ñëåäâà 1/.

Óñëîâèå 2. (ïúëåí äèôåðåíöèàë) Ôîðìàòà ω å ïúëåí äèôå-
ðåíöèàë, ò.å. ω = dΦ. Â ïîäðîáåí çàïèñ òîâà îçíà÷àâà, ÷å

A = Φ′x è B = Φ′y.

Â òàêúâ ñëó÷àé ùå êàçâàìå îùå, ÷å ω å òî÷íà ôîðìà., à ôóíêöèÿòà
Φ, êàêòî êàçàõìå ïî-ãîðå, ñå íàðè÷à ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà ôîðìàòà
ω.

Óñëîâèå 3. (çàòâîðåíîñò).Ùå êàçâàìå, ÷å ω å çàòâîðåíà ôîðìà,
àêî íàâñÿêúäå â îáëàñòòà U å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

B′x = A′y.

Ùå èçñëåäâàìå âðúçêèòå ìåæäó òåçè òðè óñëîâèÿ. Ùå äîêàæåì,
÷å 1/ è 2/ ñà åêâèâàëåíòíè, îò 2/ ñëåäâà 3/ (êîåòî î÷åâèäíî ñëåäâà
îò ðàâåíñòâîòî íà ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè), à îò 3/ ñëåäâà 1/ ïðè íÿêîè
óñëîâèÿ âúðõó äåôèíèöèîííàòà îáëàñò U .

Òåîðåìà 1. Óñëîâèÿòà 1/ è 2/ ñà åêâèâàëåíòíè.
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Ñ äðóãè äóìè, åäíà ôîðìà å ïúëåí äèôåðåíöèàë òî÷íî òîãàâà,
êîãàòî èíòåãðàëúò îò íåÿ íå çàâèñè îò ïúòÿ, à ñàìî îò íà÷àëíàòà è
êðàéíàòà ìó òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå çàïî÷íåì ñ ïî-ëåñíàòà èìïëèêàöèÿ 1 ⇒ 2.
Íåêà ω = dΦ. Íåêà Γ å åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà, çàäàäåíà ñ óðàâíåíè-
ÿòà

x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b] ,

ñ íà÷àëíà òî÷êà P0 = (x(a), y(a)) è êðàéíà òî÷êà P1 = (x(b), y(b)). Òîãàâà

∫
Γ

Adx+B dy =

b∫
a

[A(x(t), y(t))x′(t) +B(x(t), y(t))y′(t)] dt =

=

b∫
a

[
Φ′x(x(t), y(t))x′(t) + Φ′y(x(t), y(t))y′(t)

]
dt.

Äà âúâåäåì ôóíêöèÿòà F (t) = Φ(x(t), y(t)). Òîãàâà ïî òåîðåìàòà
çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ èìàìå

F ′(t) = Φ′x(x(t), y(t))x′(t) + Φ′y(x(t), y(t))y′(t),

êîåòî å òî÷íî ïîäèíòåãðàëíèÿ èçðàç â ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë. Ñëåäîâàòåë-
íî ∫

Γ

Adx+B dy =

b∫
a

F ′(t) dt = F (b)− F (a) = Φ (P1)− Φ (P0) ,

è ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò íå çàâèñè îò ïúòÿ, ñúåäèíÿâàù òî÷êèòå P0

è P1.
Ìàëêî ïî-ñëîæíî ñå äîêàçâà îáðàòíàòà èìïëèêàöèÿ 2⇒ 1. Äàäåíî

å, ÷å
∫

Γ
ω íå çàâèñè îò ïúòÿ Γ, à ñàìî îò íà÷àëíàòà è êðàéíàòà ìó òî÷êà.

Òðÿáâà äà êîíñòðóèðàìå åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ Φ(P ) òàêàâà, ÷å
ω = dΦ. Äà ôèêñèðàìå òî÷êà P0 ∈ U è äà ïîëîæèì

Φ(P ) =

∫
Γ

ω,
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êúäåòî Γ å ïðîèçâîëíà êðèâà ñ íà÷àëî â P0 è êðàé â P . Ïî ïðåäïîëî-
æåíèå ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà íå çàâèñè îò èçáîðà íà Γ.

P0

P P1

G

G '

Äîêàçàòåëñòâî íà ôàêòà, ÷å Φ′x = A.

Ùå äîêàæåì, ÷å òàêà äåôèíèðàíàòà ôóíêöèÿ Φ å ïðèìèòèâíà çà
ω, ò.å.÷å ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà Φ′x = A è Φ′y = B. Ùå çàïî÷íåì
ñ ïúðâîòî. Íåêà P = (x, y) å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò U , à Γ å ïðîèçâîë-
íà êðèâà, ñúåäèíÿâàùà P0 ñ P . Íåêà h å äîñòàòú÷íî ìàëêî ÷èñëî. Äà
îçíà÷èì ñ P1 òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè (x + h, y), è ñ Γ′ � õîðèçîíòàëíàòà
îòñå÷êà, ñâúðçâàùà P ñ P1. Íåêà Γ1 = Γ + Γ′. Òîãàâà Γ1 ñâúðçâà P0 ñ P1,
è îò äåôèíèöèÿòà íà Φ èìàìå

Φ (P1) =

∫
Γ1

ω =

∫
Γ

ω +

∫
Γ′

ω = Φ (P ) +

∫
Γ′

ω.

Ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë âäÿñíî ñå ñìÿòà ëåñíî. Êðèâàòà Γ′ ñå ïàðàìåòðè-
çèðà ñ ôîðìóëèòå

x(t) = x+ t.h, y(t) = y, t ∈ [0, 1] ,
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îòêúäåòî ñ èçïîëçâàíå íà òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè ïîëó÷àâàìå∫
Γ′

ω =

1∫
0

A(x+ ht, y)h dt = h.A(x+ θhh, y),

çà ïîäõîäÿùî èçáðàíî θh ∈ (0, 1), è ñëåäîâàòåëíî

Φ (P1)− Φ (P )

h
= A(x+ θhh, y).

Çà èíòåðåñóâàùàòà íè ïðîèçâîäíà ïîëó÷àâàìå

Φ′x(x, y) = lim
h→0

Φ(x+ h, y)− Φ(x, y)

h
= lim

h→0
A(x+ θhh, y) = A(x, y).

Ïúðâîòî îò äâåòå ðàâåíñòâà å äîêàçàíî. Âòîðîòî ðàâåíñòâî: Φ′y =
B, ñå äîêàçâà ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàòî èçáåðåì òî÷êàòà P1 = (x, y + k), è
îòñå÷êàòà Γ′ å âåðòèêàëíà.

Ùå èçñëåäâàìå âðúçêàòà íà åêâèâàëåíòíèòå óñëîâèÿ 1/ è 2/ ñ óñ-
ëîâèåòî 3/ : B′x = A′y. Îêàçâà ñå, ÷å òóê å îò çíà÷åíèå ãåîìåòðèÿòà íà
îáëàñòòà U (äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôîðìàòà ω).

Äåôèíèöèÿ. Íåêà U å îáëàñò â R2. Ùå êàçâàìå, ÷å îáëàñòòà
U å åäíîñâúðçàíà, àêî çàåäíî ñ âñÿêà ïðîñòà çàòâîðåíà êðèâà Γ ⊂ U
îáëàñòòà U ñúäúðæà è íåéíàòà âúòðåøíîñò int U .

Ùå ïîÿñíèì òîâà ñ ïðèìåðè. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å öÿëàòà ðàâíèíà,
êðúãúò, ïðàâîúãúëíèêúò è äð. ñà åäíîñâúðçàíè îáëàñòè*. Àêî îáà÷å îò
ðàâíèíàòà ìàõíåì åäíà òî÷êà P0, òî ïîëó÷åíàòà îáëàñò U = R2 \ {P0}
íå å åäíîñâúðçàíà. Íàèñòèíà, àêî âçåìåì îêðúæíîñò ñ öåíòúð P0, òî òÿ
ñå ñúäúðæà â U , íî îãðàäåíèÿò îò íåÿ êðúã íå ñå ñúäúðæà òàì.

Òåîðåìà 2. Îò óñëîâèåòî 2/ âèíàãè ñëåäâà óñëîâèåòî 3/. Îò
óñëîâèåòî 3/ ñëåäâà 1/ (à ñëåäîâàòåëêî è 2/), àêî îáëàñòòà U å åäíîñ-
âúðçàíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî ôîðìàòà ω óäîâëåòâîðÿâà 2/, ò.å. A = Φ′x,
B = Φ′y, òî îò ðàâåíñòâîòî íà ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè âåäíàãà ñëåäâà, ÷å
A′y = B′x.

*È òóê ïðîïóñêàìå ôîðìàëíèòå äîêàçàòåëñòâà, êîèòî íå ñà ëåñíè.
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Íåêà å èçïúëíåíî 3/, è äåôèíèöèîííàòà îáëàñò U å åäíîñâúðçà-
íà. Ùå äîêàæåì óñëîâèåòî 1'/, ò.å. ÷å èíòåãðàëúò îò ω ïî âñÿêà ïðîñòà
çàòâîðåíà êðèâà Γ ⊂ U å ðàâåí íà íóëà. Òîâà ñëåäâà âåäíàãà îò ôîðìó-
ëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí: íàèñòèíà, àêî îçíà÷èì D = intΓ, òî îò óñëîâèåòî çà
åäíîñâúðçàíîñò íà U ñëåäâà, ÷å D ñúùî ñå ñúäúðæà â U . Ñëåäîâàòåëíî,
çà D è Γ ìîæåì äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Ãðèí, êîÿòî íè äàâà∫

bD

ω dy =

∫∫
D

(
B′x − A′y

)
dxdy = 0.

Ùå ïîêàæåì, ÷å çà îáëàñòè, êîèòî íå ñà åäíîñâúðçàíè, èìïëè-
êàöèÿòà 3/ ⇒ 1'/ íå âèíàãè ñå èçïúëíÿâà. Ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ

U = R2 \
{
~0
}
. Äà äåôèíèðàìå â U äèôåðåíöèàëíàòà ôîðìà ω0 ñ ôîð-

ìóëàòà

ω0 =
−y dx+ x dy

x2 + y2
.

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà ðàâåíñòâîòî*(
−y

x2 + y2

)′
y

=

(
x

x2 + y2

)′
x

,

ò.å. ôîðìàòà ω0 å çàòâîðåíà. Îò äðóãà ñòðàíà, íåêà ΓR å îêðúæíîñòòà ñ
öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R. Äèðåêòíîòî ïðåñìÿòàíå ïîêàçâà, ÷å

∫
ΓR

ω0 =

2π∫
0

dt = 2π 6= 0.

Ïîäîáíè ïðèìåðè ìîãàò äà áúäàò äàäåíè è çà ïðîèçâîëíà íååäíîñ-
âúðçàíà äåôèíèöèîííà îáëàñò.

Ùå èçñëåäâàìå ïî-ïîäðîáíî äèôåðåíöèàëíèòå ôîðìè âúðõó îáëàñòòà U . Çà

ïðîèçâîëíà îáëàñò U ⊂ R2
äà îçíà÷èì ñ Z1(U) ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè çàòâîðåíè

ôîðìè âúðõó U , ò.å. ôîðìèòå, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî 3/: A′y = B′x, è ñ B1(U)

*Òîâà ïðåñìÿòàíå ìîæå äà áúäå ñïåñòåíî, àêî çàáåëåæèì, ÷å ëîêàëíî
ω0 = d θ(x, y), êúäåòî θ(x, y) å ïîëÿðíèÿò úãúë íà òî÷êàòà (x, y) � âèæ íà÷àëîòî íà
ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô.
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- ïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè òî÷íè ôîðìè, ò.å. ïúëíèòå äèôåðåíöèàëè. Î÷åâèäíî
Z1(U) è B1(U) ñà ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, è B1(U) ⊂ Z1(U). Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîòî
H1(U) = Z1(U)/B1(U) ñå íàðè÷à ïúðâà ãðóïà íà êîõîìîëîãèèòå íà îáëàñòòà U .

Òåîðåìà 3. Àêî U å ðàâíèíàòà ñ èçáîäåíà òî÷êà: U = R2 \
{
~0
}
, òî H1(U)

å åäíîìåðíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. H1(U) = R.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ω å çàòâîðåíà äèôåðåíöèàëíà ôîðìà â U . Ùå îçíà÷èì

ñ res0 ω (÷åòå ñå ðåçèäóóì íà ω â ò. 0) ÷èñëîòî

res0 ω =

∫
Γ

ω,

êúäåòî Γ å ïðîñòà çàòâîðåíà êðèâà, ñúäúðæàùà ò. 0 âúâ âúòðåøíîñòòà ñè. Ùå äîêà-
æåì, ÷å äåôèíèöèÿòà å êîðåêòíà.

Ëåìà 1. ×èñëîòî res0 ω íå çàâèñè îò èçáîðà íà êðèâàòà Γ.

Íàèñòèíà, íåêà Γ å êðèâà, óäîâëåòâîðÿâàùà ãîðíèòå óñëîâèÿ. Íåêà Dε å êðúã
ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ ε, è íåêà Γε å îêðúæíîñòòà, êîÿòî ãî îãðàíè÷àâà. Ïðè
ε äîñòàòú÷íî ìàëêî èìàìå Dε ⊂ intΓ. Äà îçíà÷èì D = intΓ \Dε. Òîãàâà

bD = Γ− Γε.

Ïðèëàãàéêè òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Ãðèí çà ôîðìàòà ω è îáëàñòòà D, ïîëó÷àâàìå. ÷å
êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò ω âúðõó bD å ðàâåí íà íóëà, è ñëåäîâàòåëíî∫

Γ

ω =

∫
Γε

ω.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå äîêàçâà, ÷å
∫
Γε

ω íå çàâèñè îò ε, êîåòî äîêàçâà ëåìàòà.

Ùå äîêàæåì, ÷å ÷èñëîòî res0 ω îïðåäåëÿ êëàñà íà ω âúâ ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâîòî H1(U). Ïî-òî÷íî, èìàìå

Ëåìà 2. Çàòâîðåíàòà ôîðìà ω â U å òî÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

res0 ω = 0.

Íàèñòèíà, ïî-ãîðå äîêàçàõìå, ÷å ôîðìàòà ω å òî÷íà (ò.å. óäîâëåòâîðÿâà óñëî-
âèåòî 2/) òî÷íî òîãàâà, êîãàòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî 1'/ � èíòåãðàëúò ïî âñÿêà
ïðîñòà çàòâîðåíà êðèâà äà å ðàâåí íà íóëà. Ñëåäîâàòåëíî âñÿêà òî÷íà ôîðìà èìà
ðåçèäóóì íóëà.

Îáðàòíî, íåêà ω å çàòâîðåíà è res0 ω = 0. Òîãàâà, àêî Γ å ïðîñòà çàòâîðåíà

êðèâà â R2 \
{
~0
}
, òî

∫
Γ
ω = 0. Àêî âúòðåøíîñòòà íà Γ ñúäúðæà íóëàòà, òîâà å òî÷íî

âúïðîñíèÿ ðåçèäóóì; â ïðîòèâåí ñëó÷àé òîâà ñëåäâà îò çàòâîðåíîñòòà íà ω.
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Ñåãà ìîæåì äà äîêàæåì òåîðåìàòà. Ùå èçïîëçâàìå çàòâîðåíàòà ôîðìà ω0,
äåôèíèðàíà ïî-ãîðå. Êàêòî âèäÿõìå, íåéíèÿò ðåçèäóóì â íóëàòà å ðàâåí íà 2π. Àêî
ω å ïðîèçâîëíà çàòâîðåíà ôîðìà â U , òî ôîðìàòà

ω̃ = ω − res0 ω

2π
ω0

å ñúùî çàòâîðåíà è èìà ðåçèäóóì â íóëàòà, ðàâåí íà íóëà, ò.å. å òî÷íà. Ñ äðóãè
äóìè, âñÿêà ôîðìà ω ∈ Z1(U) ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

ω = ω̃ +
res0 ω

2π
ω0, ω̃ ∈ H1(U).

Ñëåäîâàòåëíî, ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîòî H1(U) = Z1(U)/B1(U) å åäíîìåðíî ëèíåéíî
ïðîñòðàíñòâî ñ îáðàçóâàùà, ñúîòâåòñòâàùà íà ω0.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí, àêî P0 = (x0, y0) å òî÷êà îò ðàâíèíàòà, è U = R2 \ {P0}, òî
ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî H1(U) å åäíîìåðíî, ñ îáðàçóâàùà, ïðåäñòàâåíà îò çàòâîðå-
íàòà ôîðìà

ωP0
=
− (y − y0) dx+ (x− x0) dy

(x− x0)
2

+ (y − y0)
2 .

Ïî-îáùî, àêî P1, . . . , Pn ñà òî÷êè îò R2
, è U = R2 \ {P1, . . . , Pn}, ïî ñúùèÿò

íà÷èí ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å H1(U) = Rn
, êàòî îáðàçóâàùèòå ñúîòâåòñòâàò íà

äèôåðåíöèàëíèòå ôîðìè ωP1 , . . . , ωPn .

Òîâà òâúðäåíèå å âÿðíî è â ïî-îáùà ñèòóàöèÿ. ÍåêàK å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñ-
òâî íà ðàâíèíàòà, êîåòî å îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé ëèíåéíî ñâúðçàíè êîìïîíåíòè

K1, . . . ,Kn, è íåêà U = R2 \K. Àêî èçáåðåì ïî åäíà òî÷êà Pi ∈ Ki âúâ âñÿêî îò òÿõ,
ñå äîêàçâà, ÷å H1(U) = Rn

, êàòî çà îáðàçóâàùè â òîâà ïðîñòðàíñòâî îòíîâî ìîãàò
äà ñå âçåìàò ôîðìèòå ωP1 , . . . , ωPn .

Óïðàæíåíèÿ.

1. Íåêà U å ëèíåéíî ñâúðçàíà îáëàñò â Rn è F (x1, . . . , xn) å åä-
íîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ â U, íà êîÿòî âñè÷êè ïúðâè ïðîèçâîäíè ñà
òúæäåñòâåíî ðàâíè íà íóëà. Äîêàæåòå ÷å ôóíêöèÿòà F å êîíñòàíòà.

Óïúòâàíå. Äîêàæåòå, ÷å îãðàíè÷åíèåòî íà F âúðõó âñÿêà åäíîê-
ðàòíî ãëàäêà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà å êîíñòàíòà.

2. Äîêàæåòå êàòî ñëåäñòâèå îò çàä. 1, ÷å àêîU å ëèíåéíî ñâúðçàíà
îáëàñò è ôîðìàòà ω â U ïðèòåæàâà ïðèìèòèâíà, òî òàçè ïðèìèòèâíà å
åäèíñòâåíà ñ òî÷íîñò äî äîáàâÿíå íà êîíñòàíòà.
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3. Íåêà U å îòâîðåí ïðàâîúãúëíèê â R2 è ω = Adx + B dy å çàò-
âîðåíà ôîðìà â U. Äîêàæåòå, ÷å ïðèìèòèâíàòà ôóíêöèÿ Φ(x, y) íà ω
ìîæå äà áúäå çàäàäåíà ñ ôîðìóëàòà

Φ(x, y) =

x∫
x0

A(t, y0) dt+

y∫
y0

B(x, t) dt.

Ïîêàæåòå, ÷å òàçè ôîðìóëà ñúîòâåòñòâà íà êîíñòðóêöèÿòà, èçïîëçâàíà
ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà èìïëèêàöèÿòà 2 ⇒ 1, ïðè ïîäõîäÿù èçáîð íà
êðèâàòà Γ. Íàïèøåòå ñúîòâåòíàòà ôîðìóëà â òðèìåðíèÿ ñëó÷àé.
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1.5 Èíäåêñ íà êðèâà îòíîñíî òî÷êà

Ïî-ãîðå áåøå ðàçãëåäàíà äèôåðåíöèàëíàòà ôîðìà

ω0 =
−y dx+ x dy

x2 + y2
,

äåôèíèðàíà â R2 \ {(0, 0)}. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òàçè ôîðìà å çàòâîðåíà,
ò.å. èìàìå dω0 = 0. Òîâà ñå ïîëó÷àâà ñ äèðåêòíî ïðåñìâòàíå, íî ñëåäâà
è îò ôàêòà, ÷å ëîêàëíî å èçïúëíåíî

ω0 = d θ(x, y),

êúäåòî θ(x, y) å íÿêàêâà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàùà ëîêàëíî ïîëÿðíèÿ úãúë
â ðàâíèíàòà. Ìîæåì äà ïîëîæèì íàïðèìåð

θ(x, y) = arctg
(y
x

)
ïðè x 6= 0, èëè θ(x, y) = arccotg

(
x

y

)
ïðè y 6= 0.

(Äîêàæåòå, ÷å âúâ âñåêè îò ÷åòèðèòå îòâîðåíè êâàäðàíòè òåçè äâå ôóí-
êöèè ñå ðàçëè÷àâàò ñ íÿêàêâà êîíñòàíòà).

Íå å âúçìîæíî îáà÷å ôóíêöèÿòà θ(x, y) äà áúäå äåôèíèðàíà êàòî
íåïðåêúñíàòà â öÿëàòà ïðîáîäåíà ðàâíèíà R2 \ {(0, 0)}. Ñëåäîâàòåëíî
ëîêàëíîòî ðàâåíñòâî ω0 = d θ(x, y) íå äîêàçâà, ÷å ôîðìàòà å òî÷íà, ò.å.
÷å ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïúëåí äèôåðåíöèàë îò íÿêàêâà ôóíêöèÿ. Òÿ è íå
å òàêàâà: àêî ΓR å îêðúæíîñòòà ñ öåíòúð â íóëàòà è ðàäèóñ R, òî ëåñíî
ñå ïðåñìÿòà, ÷å ∫

ΓR

ω0 = 2π,

äîêàòî çà ïúëåí äèôåðåíöèàë îòãîâîðúò áè òðÿáâàëî äà å íóëà.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Γ å îðèåíòèðàíà ÷àñòè÷íî ãëàäêà çàòâîðåíà
êðèâà â ðàâíèíàòà, êîÿòî íå ìèíàâà ïðåç íà÷àëîòî. Ïîä èíäåêñ Ind0 Γ
íà êðèâàòà Γ îòíîñíî íà÷àëîòî ðàçáèðàìå ÷èñëîòî

Ind0 Γ =
1

2π

∫
Γ

ω0.



1.5. ÈÍÄÅÊÑ ÍÀ ÊÐÈÂÀ 59

Àíàëîãè÷íî, àêî P0 = (x0, y0) å òî÷êà îò ðàâíèíàòà, P0 = (x0, y0),
è êðèâàòà Γ íå ìèíàâà ïðåç P0, òî äåôèíèðàìå

IndP0 Γ =
1

2π

∫
Γ

ωP0 =
1

2π

∫
Γ

− (y − y0) dx+ (x− x0) dy

(x− x0)2 + (y − y0)2 .

Ùå îáÿñíèì ñìèñúëà íà äåôèíèöèÿòà. Êàêòî ïðåñìåòíàõìå ïî-
ãîðå, àêî Γ å îêðúæíîñò ñ öåíòúð â íà÷àëîòî, ïðîáÿãâàíà â ïîëîæèòåë-
íà ïîñîêà (ñðåùó ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà), òî Ind0 Γ = 1. Àêî ïîñîêàòà å
îòðèöàòåëíà, èíäåêñúò ñòàâà ðàâåí íà −1. Àêî êðèâàòà îáèêàëÿ îêðúæ-
íîñòòà äâà ïúòè, èíäåêñúò å ðàâåí íà 2 è ò.í. Â êðàéíà ñìåòêà èíäåêñúò
ïîêàçâà êîëêî ïúòè êðèâàòà îáèêàëÿ îêîëî äàäåíàòà òî÷êà.

12 3

0

Èíäåêñè íà êðèâàòà îòíîñíî ðàçëè÷íèòå òî÷êè.

Íà ïðèëîæåíèÿ ÷åðòåæ èìàìå çàòâîðåíà êðèâà, ðàçäåëÿùà ðàâíè-
íàòà íà ÷åòèðè ÷àñòè (âêëþ÷èòåëíî è áåçêðàéíàòà ÷àñò). Äà èçáåðåì ïî
åäíà òî÷êà âúâ âñÿêà ÷àñò (êàêòî ùå âèäèì ïî-äîëó, òî÷íèÿò èçáîð íà
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òàêàâà òî÷êà íå å îò çíà÷åíèå). ×èñëàòà íà ÷åðòåæà îçíà÷àâàò èíäåêñà
íà êðèâàòà îòíîñíî ñúîòâåòíàòà òî÷êà.

Ïðèìåð. Íåêà Γ å ïðîñòðà çàòâîðåíà è ðåãóëÿðíà êðèâà, îãðàíè-
÷àâàùà îáëàñòòà D ⊂ R2 è ñíàáäåíà ñ èíäóöèðàíàòà îðèåíòàöèÿ. Òîãàâà
ïðè P0 ∈ D èìàìå

IndP0 Γ =

{
1 ïðè P0 ∈ D,
0 ïðè P0 /∈ D.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî P0 å âúíøíà çà D, òî ôîðìàòà ωP0 å çàòâî-
ðåíà â D è ïî òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Ãðèí

∫
Γ
ωP0 = 0.

Íåêà P0 å âúòðåøíà çà D è Dε å êðúã ñ öåíòúð â P0 è ðàäèóñ ε, ñú-
äúðæàù ñå â D. Íåêà Γε å îãðàíè÷àâàùàòà ãî îêðúæíîñò, îðèåíòèðàíà
â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà. Äà îçíà÷èì D̃ = D \Dε. Èìàìå

bD̃ = Γ− Γε.

Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Ãðèí çà D̃, ïîëó÷àâàìå,÷å∫
Γ

ωP0 =

∫
Γε

ωP0 = 2π.

Â ãîðíèÿ ïðèìåð ïîëó÷èõìå, ÷å èíäåêñúò å öÿëî ÷èñëî; çà äà áúäå
äàäåíàòà äåôèíèöèÿ êîðåêòíà, íèå òðÿáâà äà äîêàæåì òîâà è â îáùèÿ
ñëó÷àé.

Òåîðåìà 1. Èíäåêñúò íà êðèâà îòíîñíî òî÷êà å öÿëî ÷èñëî.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà îïðîñòÿâàíå ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ P0 =
(0, 0). Íåêà Γ å çàòâîðåíà åäíîêðàòíî ãëàäêà êðèâà, íå ìèíàâàùà ïðåç
íà÷àëîòî, ñ óðàâíåíèÿ

P = P (t) : x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b].

Êàêòî îòáåëÿçàõìå ïî-ãîðå, íå å âúçìîæíî äà ñå âúâåäàò ïîëÿð-
íèòå êîîðäèíàòè (è ïî-ñïåöèàëíî ïîëÿðíèÿò úãúë) â öÿëàòà ïðîáîäåíà
ðàâíèíà. Òîâà ìîæå îáà÷å äà ñå íàïðàâè, â èçâåñòåí ñìèñúë, âúðõó êðè-
âàòà.
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Äà îçíà÷èì ñ Γ [a, t] òàçè ÷àñò îò Γ, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà ïðè èç-
ìåíåíèå íà ïàðàìåòúðà â èíòåðâàëà [a, t]. Íåêà P (a) = (x(a), y(a)) å
íà÷àëíàòà òî÷êà íà êðèâàòà. Â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ìîæåì äà íàïè-
øåì

P (a) = (ρ0 cos θ0, ρ0 sin θ0) .

Ëåìà. Íåêà ρ(t), θ(t) ñà ôóíêöèèòå, îïðåäåëåíè ñ ðàâåíñòâàòà

ρ(t) =
√
x(t)2 + y(t)2,

θ(t) = θ0 +

∫
Γ[a,t]

ω0 = θ0 +

t∫
a

−y(τ)x′(τ) + x(τ) y′(τ)

x(τ)2 + y(τ)2
dτ.

Òîãàâà çà âñÿêî t ∈ [a, b] ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà

x(t) = ρ(t) cos θ(t), y(t) = ρ(t) sin θ(t).

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Äà îçíà÷èì âðåìåííî

P̃ (t) = (x̃(t), ỹ(t)) = (ρ(t) cos θ(t), ρ(t) sin θ(t)) .

Ùå äîêàæåì, ÷å òî÷êèòå P (t) è P̃ (t) ñúâïàäàò çà âñÿêî t.
Íàèñòèíà, ìîæåì äà ðàçäåëèì êðèâàòà Γ íà êðàåí áðîé äúãè Γi,

i = 1, . . . , n, òàêà ÷å âúðõó âñÿêà îò äúãèòå Γi ïîíå åäíà îò äâåòå êîîðäè-
íàòè (x èëè y) íå ñå àíóëèðà. Íåêà òîâà ðàçáèâàíå å îïðåäåëåíî îò äåëÿ-
ùèòå òî÷êè a = t0 < t1 < . . . < tn = b. Äà îçíà÷èì Pi = P (ti) = (xi, yi),
è íåêà Γi å äúãàòà, ñúñòàâåíà îò âñè÷êè òî÷êè, ëåæàùè ìåæäó Pi−1 è Pi.
Ùå äîïóñíåì, ÷å ðàâåíñòâîòî P (t) = P̃ (t) å èçïúëíåíî çà âñè÷êè òî÷êè,
ëåæàùè íà äúãèòå Γ1, . . . ,Γi−1, è ùå ãî äîêàæåì âúðõó äúãàòà Γi.

Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å âúðõó Γi íàïðèìåð x(t) 6= 0. Ëåñíî ñå ïðåñ-
ìÿòà, ÷å òîãàâà

d

dτ

(
arctg

y(τ)

x(τ)

)
=
−y(τ)x′(τ) + x(τ) y′(τ)

x(τ)2 + y(τ)2
.
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Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî t ∈ [ti−1, ti] èìàìå

θ(t)− θ (ti−1) =

t∫
ti−1

−y(τ)x′(τ) + x(τ) y′(τ)

x(τ)2 + y(τ)2
dτ = arctg

y(t)

x(t)
− arctg

yi−1

xi−1

,

îòêúäåòî

θ(t) = arctg
y(t)

x(t)
+

(
θ (ti−1)− arctg

yi−1

xi−1

)
.

Ñïîðåä èíäóêòèâíîòî ïðåäïîëîæåíèå úãëèòå θ (ti−1) è arctg yi−1

xi−1

èìàò åäèí è ñúù òàíãåíñ (ðàâåí íà yi−1

xi−1
) è ñëåäîâàòåëíî òÿõíàòà ðàçëèêà

å öåëî÷èñëåíî êðàòíî íà π. Îòòóê ñëåäâà, ÷å â èíòåðâàëà [ti−1, ti] å
èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

tg θ(t) =
y(t)

x(t)
.

Ñ äðóãè äóìè, â òîçè èíòåðâàë ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà∣∣∣P̃ (t)
∣∣∣ = |P (t)| è ỹ(t)

x̃(t)
=
y(t)

x(t)
.

è ñëåäîâàòåëíî íàâñÿêúäå â íåãî èìàìå

P̃ (t) = ±P (t).

(äîêàæåòå!)
Ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà ó÷àñòâàùèòå ôóíêöèè çíàêúò â ãîð-

íàòà ôîðìóëà òðÿáâà äà å åäèí è ñúù â öåëèÿ èíòåðâàë [ti−1, ti]. Òúé
êàòî ïî èíäóêòèâíîòî ïðåäïîëîæåíèå â òî÷êàòà ti−1 çíàêúò å +, òî íàâ-
ñÿêúäå â èíòåðâàëà èìàìå P (t) = P̃ (t).

Àíàëîãè÷íî, àêî âúðõó Γi èìàìå y(t) 6= 0, ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ
âúðâÿò ñ ðàçìÿíà íà ìåñòàòà íà êîîðäèíàòèòå x(t) è y(t), êàòî âìåñòî
ôóíêöèÿòà arctg y(t)

x(t)
âçåìåì arccotg x(t)

y(t)
.

Ïðîäúëæàâàéêè ïî òîçè íà÷èí, ïîëó÷àâàìå, ÷å P (t) = P̃ (t) íàâñÿ-
êúäå âúðõó Γ.

Äà äîâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà. Òúé êàòî êðèâàòà å
çàòâîðåíà, òî P (b) = P (a). Òàêà úãëèòå θ(b) è θ(a) èìàò åäèí è ñúù
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ñèíóñ è êîñèíóñ è ñëåäîâàòåëíî ñå ðàçëè÷àâàò ñ öåëî÷èñëåíî êðàòíî íà
2π. Îòòóê ñëåäâà, ÷å ÷èñëîòî

k =
1

2π
(θ(b)− θ(a)) =

1

2π

∫
Γ

ω0 = Ind0 Γ

å öÿëî, è äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà å çàâúðøåíî.

Çà ïðèëîæåíèÿòà, êîèòî ñëåäâàò, ñà âàæíè ò.í. íåïðåêúñíàòè ôà-
ìèëèè îò êðèâè. Íåêà â óðàâíåíèÿòà íà êðèâàòà âúâåäåì äîïúëíèòåëåí
ïàðàìåòúð s ∈ [α, β]. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêî òàêîâà s å äåôèíèðàíà
êðèâàòà Γs ñ óðàâíåíèÿ

Γs : x = x(s, t), y = y(s, t), s ∈ [α, β] , t ∈ [a, b] .

Ùå êàçâàìå, ÷å {Γs} å íåïðåêúñíàòà ôàìèëèÿ îò åäíîêðàòíî ãëàäêè
êðèâè, àêî ôóíêöèèòå x = x(s, t), y = y(s, t) ñà íåïðåêúñíàòè ïî s è
åäíîêðàòíî ãëàäêè ïî t. Êðèâèòå Γα è Γβ ùå ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî íà-
÷àëíà è êðàéíà êðèâà íà ôàìèëèÿòà.

Ñëåäñòâèå 1 îò òåîðåìàòà. Íåêà P0 = (x0, y0) å òî÷êà îò ðàâ-
íèíàòà. Íåêà {Γs}, s ∈ [α, β], å íåïðåêúñíàòà ôàìèëèÿ îò åäíîêðàòíî
ãëàäêè çàòâîðåíè êðèâè, êàòî íèêîÿ îò òÿõ íå ìèíàâà ïðåç P0.

* Òî-
ãàâà

IndP0 Γα = IndP0 Γβ.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ôîðìóëàòà

IndP0 Γs =
1

2π

b∫
a

− (y(s, t)− y0) x′t(s, t) + (x(s, t)− x0) y′t(s, t)

(x(s, t)− x0)2 + (y(s, t)− y0)2 dt

ñå âèæäà, ÷å ÷èñëîòî IndP0 Γs å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòúðà
s ∈ [α, β]. Îò ãîðíàòà òåîðåìà çíàåì, ÷å ñòîéíîñòèòå íà òàçè ôóíêöèÿ
ñà öåëè ÷èñëà, è ñëåäîâàòåëíî òÿ å êîíñòàíòà.

*Â òàêúâ ñëó÷àé ñå êàçâà, ÷å êðèâèòå Γα è Γβ ñà õîìîòîïíè â R2 \ {P0}.
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Çàáåëåæêà. Âìåñòî äà äâèæèì êðèâàòà, íèå ìîæåì äà äâèæèì
òî÷êàòà, îòíîñíî êîÿòî ñå âçåìà èíäåêñà. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî òî÷-
êàòà P å â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà P0, òî

IndP Γ = IndP0 Γ.

Îòòóê ñå âèæäà è ôàêòúò, îòáåëÿçàí íà ÷åðòåæà ïî-ãîðå: àêî êðè-
âàòà Γ ðàçðÿçâà ðàâíèíàòà íà ñâúðçàíè êîìïîíåíòè, òî IndP Γ íå çàâèñè
îò òî÷êàòà P , à ñàìî îò êîìïîíåíòàòà, â êîÿòî òÿ ñå íàìèðà.

Ãîðíîòî ñëåäñòâèå íè ïîçâîëÿâà äà äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî èíäåêñ
íà êðèâà îòíîñíî òî÷êà çà ïðîèçâîëíà íåïðåêúñíàòà êðèâà, íå ìèíà-
âàùà ïðåç òî÷êàòà (à íå ñàìî çà ÷àñòè÷íî ãëàäêèòå êðèâè, êàêòî áåøå
äîñåãà).

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Γ å îðèåíòèðàíà íåïðåêúñíàòà çàòâîðåíà
êðèâà â ðàâíèíàòà, êîÿòî íå ìèíàâà ïðåç òî÷êàòà P0. Ïîä IndP0 Γ

ùå ðàçáèðàìå öÿëîòî ÷èñëî IndP0 Γ̃, êúäåòî Γ̃ å ïðîèçâîëíà ÷àñòè÷íî
ãëàäêà çàòâîðåíà êðèâà, äîñòàòú÷íî áëèçêà äî êðèâàòà Γ.

Ðàçáèðà ñå, òðÿáâà äà ñå äîêàæå êîðåêòíîñòòà íà ãîðíàòà äåôè-
íèöèÿ. Çíàåì, ÷å âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ ìîæå ðàâíîìåðíî äà ñå
àïðîêñèìèðà ñ åäíîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè, è ñëåäîâàòåëíî âñÿêà íåï-
ðåêúñíàòà êðèâà ìîæå äà ñå àïðîêñèìèðà ñ åäíîêðàòíî ãëàäêè êðèâè.
Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ïîêàçâà, ÷å èíäåêñúò íå çàâèñè îò èçáîðà íà
àïðîêñèìèðàùà êðèâà.

Íåêà Γ å íåïðåêúñíàòà çàòâîðåíà êðèâà â ðàâíèíàòà, íå ìèíàâà-
ùà ïðåç òî÷êàòà P0, ñ óðàâíåíèå P = P (t), t ∈ [a, b], è íåêà Γ̃0, Γ̃1 ñà
çàòâîðåíè åäíîêðàòíî ãëàäêè êðèâè, ñ óðàâíåíèÿ ñúîòâåòíî P = P̃0(t)

è P = P̃1(t), t ∈ [a, b].

Ñëåäñòâèå 2. Äà îçíà÷èì

d = min
P∈Γ

% (P, P0) , ε =
1

4
d.

Àêî çà âñÿêî t ∈ [a, b] äà ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà
∣∣∣P (t)− P̃0(t)

∣∣∣ < ε

è
∣∣∣P (t)− P̃1(t)

∣∣∣ < ε, òî

IndP0 Γ̃0 = IndP0 Γ̃1.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ðàçãëåäàìå íåïðåêúñíàòà ôàìèëèÿ Γ̃s, ñúñ-
òîÿùà ñå îò çàòâîðåíè åäíîêðàòíî ãëàäêè êðèâè ñ óðàâíåíèÿ* P = P̃s(t),
êúäåòî

P̃s(t) = s P̃1(t) + (1− s) P̃0(t) = P̃0(t) + s
(
P̃1(t)− P̃0(t)

)
.

Î÷åâèäíî ïðè s = 0 è s = 1 ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî êðèâèòå Γ̃0 è Γ̃1. Çà
äà ìîæåì äà ïðèëîæèì Ñëåäñòâèå 1, òðÿáâà äà äîêàæì. ÷å íèêîÿ îò
êðèâèòå Γ̃s íå ìèíàâà ïðåç òî÷êàòà P0.

Íàèñòèíà, îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà ïîëó÷àâàìå∣∣∣P̃s(t)− P0

∣∣∣ ≥ ∣∣∣P̃0(t)− P0

∣∣∣− s ∣∣∣P̃1(t)− P̃0(t)
∣∣∣ .

Î÷åâèäíî èìàìå ∣∣∣P̃1(t)− P̃0(t)
∣∣∣ < 2ε

è ∣∣∣P̃0(t)− P0

∣∣∣ ≥ |P (t)− P0| −
∣∣∣P̃0(t)− P (t)

∣∣∣ ≥ d− ε = 3 ε,

îòêúäåòî ∣∣∣P̃s(t)− P0

∣∣∣ > 3 ε− 2s ε ≥ ε > 0.

Ñëåäîâàòåëíî ñëåäñòâèå 1 ìîæå äà áúäå ïðèëîæåíî, êîåòî äîêàçâà ñëåä-
ñòâèå 2, êàêòî è êîðåêòíîñòòà íà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ.

Çàáåëåæêà. Ñåãà âå÷å ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òâúðäåíèåòî íà ñëåäñ-
òâèå 1 å âàëèäíî íå ñàìî çà ôàìèëèè îò åäíîêðàòíî ãëàäêè êðèâè, íî
è çà ôàìèëèè îò íåïðåêúñíàòè êðèâè.

Êîìïëåêñíà ôîðìà íà ôîðìóëàòà çà èíäåêñà. Ôîðìàòà ω0

ìîæå äà áúäå íàïèñàíà è â êîìïëåêñåí âèä. Äà âúâåäåì â ðàâíèíàòà
êîìïëåêñíàòà ïðîìåíëèâà z = x+ i y è àíàëîãè÷íî dz = dx+ i dy. Íåêà
ω å êîìïëåêñíîçíà÷íàòà ôîðìà, äåôèíèðàíà ñ ðàâåíñòâîòî

ω =
dz

z
.

*Òàêà ïîñòðîåíàòà ôàìèëèÿ îò êðèâè ñå íàðè÷à ëèíåéíà õîìîòîïèÿ ìåæäó êðè-
âèòå Γ̃s è Γ̃1.
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Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

ω =
z dz

|z|2
=

(x− iy)(dx+ i dy)

|z|2
=
x dx+ y dy

x2 + y2
+ i
−y dx+ x dy

x2 + y2
= ω1 + i ω0,

êúäåòî ω0 å êàêòî ïî-ãîðå, à

ω1 =
x dx+ y dy

x2 + y2
= d

(
1

2
ln
(
x2 + y2

))
å òî÷íà ôîðìà â R2 \

{
~0
}
. Òúé êàòî èíòåãðàëúò îò òî÷íà ôîðìà ïî

çàòâîðåí êîíòóð å íóëà, èìàìå

Ind0 Γ =
1

2π

∫
Γ

ω0 =
1

2πi

∫
Γ

dz

z
.

Àíàëîãè÷íî, àêî P0 = (x0, y0) å òî÷êà îò ðàâíèíàòà è îçíà÷èì
z0 = x0 + iy0, òî

IndP0 Γ =
1

2πi

∫
Γ

dz

z − z0

.

Â ïî-íàòàòúøíèÿ òåêñò íèå ùå èçïîëçâàìå êàêòî ðåàëíîòî, òàêà
è êîìïëåêñíîòî íàïèñâàíå íà ôîðìóëàòà çà èíäåêñ íà êðèâà îòíîñíî
òî÷êà.

Ïðèëîæåíèÿ. Ñ ïîìîùòà íà ðàçâèòèÿ â òîçè ïàðàãðàô àïàðàò
ìîãàò äà áúäàò äîêàçàíè äâå äúëáîêè òåîðåìè ñ îãðîìíî çíà÷åíèå çà
ñúâðåìåííàòà ìàòåìàòèêà.

1. Îñíîâíà òåîðåìà íà àëãåáðàòà. Ïîä òîâà èìå å èçâåñòíà
ñëåäíàòà òåîðåìà, äîêàçàíà îò Ãàóñ.

Âñåêè ïîëèíîì ïðèòåæàâà ïîíå åäèí êîìïëåêñåí êîðåí.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà å äàäåí ïîëèíîìúò îò n-òà ñòåïåí

P(z) = zn + a1z
n−1 + . . .+ an,

(áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å êîåôèöèåíòúò
ïðåä ñòàðøèÿ ÷ëåí zn å ðàâåí íà 1). Ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å P(z) 6= 0 çà
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âñÿêî z. Äà îçíà÷èì, êàêòî îáèêíîâåíî, ñ ΓR îêðúæíîñòòà ñ öåíòúð â
íà÷àëîòî è ðàäèóñ R, è íåêà GR = P (ΓR) å íåéíèÿ îáðàç ÷ðåç ïîëèíîìà
P . Â êîìïëåêñíè êîîðäèíàòè çàòâîðåíàòà êðèâà GR ñå ïàðàìåòðèçèðà
ñ ôîðìóëàòà

z(t) = P (R cos t+ iR sin t) = P
(
Reit

)
, t ∈ [0, 2π] .

Ñïîðåä íàøåòî ïðåäïîëîæåíèå íèêîÿ îò êðèâèòå GR íå ìèíàâà ïðåç
íóëàòà. Ùå ïîêàæåì, ÷å îòòóê ñëåäâà, ÷å Ind0GR = 0 çà âñÿêî R > 0.

Íàèñòèíà, àêî ðàçãëåäàìå íåïðåêúñíàòàòà ôàìèëèÿ îò êðèâè Gs =
P (Γs), 0 ≤ s ≤ R, òî îò ñëåäñòâèåòî ïî-ãîðå ñëåäâà, ÷å Ind0GR =
Ind0G0. Íî êðèâàòà G0 ñå ñúñòîè ñàìî îò òî÷êàòà P (0), ñúîòâåòíèòå
êîîðäèíàòíè ôóíêöèè ñà êîíñòàíòè, è ñëåäîâàòåëíî âúïðîñíèÿò èíäåêñ
å ðàâåí íà íóëà.

Äîêàçàõìå, ÷å àêî ïîëèíîìúò P íå ñå àíóëèðà, òî Ind0GR = 0.
Ùå ïîêàæåì îáà÷å, ÷å ïðè äîñòàòú÷íî ãîëåìè ñòîéíîñòè íà R òîâà íå
å âúçìîæíî. Ïîëàãàìå

P0(z) = zn, Q(z) = a1z
n−1 + . . .+ an.

Äà îçíà÷èì ñ G0
R êðèâàòà G0

R = P0 (ΓR). Ïàðàìåòðè÷íîòî è ïðåäñòàâÿíå
å z(t) = eint, 0 ≤ t ≤ 2π, è çà íåéíèÿ èíäåêñ ïîëó÷àâàìå

Ind0G
0
R =

1

2πi

2π∫
0

d (eint)

eint
=

in

2πi

2π∫
0

dt = n.

Ùå âèäèì, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè R êðèâàòà GR èìà ñúùèÿ
èíäåêñ, êàòî èçïîëçâàìå êîíñòðóêöèÿ, àíàëîãè÷íà íà òàçè îò ñëåäñòâèå
2 ïî-ãîðå.

Íåêà |z| = R. Èìàìå

|P(z)− P0(z)|
|P0(z)|

=
|Q(z)|
Rn

≤ |a1|
R

+ . . .+
|an|
Rn

.

Î÷åâèäíî äÿñíàòà ñòðàíà êëîíè êúì íóëà ïðè R → ∞, è íèå ìîæåì
äà èçáåðåì R òîëêîâà ãîëÿìî, ÷å òÿ äà íå íàäìèíàâà 1/2. Òîãàâà ïðè
|z| = R ùå èìàìå

|P(z)− P0(z)| ≤ 1

2
|P0(z)| .
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Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäñòâèå 2, ùå ðàçãëåäàìå íåïðå-
êúñíàòàòà ôàìèëèÿ îò êðèâè Gs

R, s ∈ [0, 1], ñ ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

zs(t) = s.P
(
Reit

)
+ (1− s).P0

(
Reit

)
=

= P0

(
Reit

)
+ s.

(
P
(
Reit

)
− P0

(
Reit

))
, t ∈ [0, 2π] .

Ïðè s = 1 ïîëó÷àâàìå êðèâàòà GR, à ïðè s = 0 - êðèâàòà G0
R.

Ùå ïîêàæåì, ÷å íèòî åäíà îò êðèâèòå Gs
R íå ìèíàâà ïðåç íóëàòà.

Íàèñòèíà, çà âñÿêî s è t èìàìå ïî íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà

|zs(t)| ≥
∣∣P0

(
Reit

)∣∣− s. ∣∣P (Reit)− P0

(
Reit

)∣∣ ≥
≥
∣∣P0

(
Reit

)∣∣− s.1
2

∣∣P0

(
Reit

)∣∣ =

= (1− s/2)
∣∣P0

(
Reit

)∣∣ ≥ 1

2

∣∣P0

(
Reit

)∣∣ =
R

2
> 0.

Ñëåäîâàòåëíî, ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñëåäñòâèåòî è äà ïîëó÷èì, ÷å

Ind0GR = Ind0G
0
R = n 6= 0.

Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçâà îñíîâíàòà òåîðåìà íà àëãåáðàòà.

Çàáåëåæêà. Â òåîðèÿòà íà àíàëèòè÷íèòå ôóíêöèè ñå äîêàçâà, ÷å
öÿëîòî ÷èñëî Ind0GR ñúâïàäà ñ áðîÿ íà êîðåíèòå (ñìÿòàíè ñ òåõíèòå
êðàòíîñòè), ëåæàùè â êðúãà DR = {z : |z| ≤ R}. (Âèæ çàäà÷è 2 è 3.)
Äîêàçàõìå, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè R òîçè èíäåêñ å ðàâåí íà n, è
ñëåäîâàòåëíî âñåêè ïîëèíîì îò n-òà ñòåïåí èìà òî÷íî n êîìïëåêñíè
êîðåíè, áðîåíè ñ êðàòíîñòèòå*.

Íåùî ïîâå÷å, îò ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ ìîæå äà ñå îöåíè êîëêî
ãîëÿì òðÿáâà äà áúäå ðàäóñúò R (â çàâèñèìîñò îò êîåôèöèåíòèòå íà
ïîëèíîìà) òàêà ÷å êðúãúò DR äà ñúäúðæà âñè÷êè êîðåíè íà ïîëèíîìà
P . Çà öåëòà å äîñòàòú÷íî äà èçáåðåì R òîëêîâà ãîëÿìî, ÷å

|a1|
R

+ . . .+
|an|
Rn

< 1.

*Òîçè ôàêò ëåñíî ñëåäâà è íåïîñðåäñòâåíî îò îñíîâíàòà òåîðåìà íà àëãåáðàòà.
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(Â äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà ÷èñëîòî 1/2 ìîæå äà áúäå çàìåíåíî ñ ïðî-
èçâîëíî ÷èñëî, ïî-ìàëêî îò åäèíèöà.) Çà öåëòà å äîñòàòú÷íî íàïðèìåð
äà âçåìåì

R > max (1, |a1|+ . . .+ |an|) .

(Äîêàæåòå!) Òàêèâà îöåíêè èìàò ïðèëîæíî çíà÷åíèå.

Òåîðåìà íà Áðàóåð çà íåïîäâèæíàòà òî÷êà. Äðóãà âàæíà
òåîðåìà, êîÿòî ùå äîêàæåì, å ñëåäíàòà òåîðåìà çà íåïîäâèæíàòà òî÷êà:

Òåîðåìà. Íåêà F å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå íà çàòâîðåíèÿ
åäèíè÷åí êðúã D â ñåáå ñè. Òîãàâà F ïðèòåæàâà íåïîäâèæíà òî÷êà,
ò.å. ñúùåñòâóâà òî÷êà P ∈ D òàêàâà, ÷å F (P ) = P .

Äîêàçàòåëñòâî. Êàêòî è â ïðåäíîòî òâúðäåíèå, ùå ïðåäïîëî-
æèì, ÷å íåïîäâèæíà òî÷êà íå ñúùåñòâóâà, è ùå ñòèãíåì äî ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Íàèñòèíà, äà ïðåäïîëîæèì, ÷å F (P ) 6= P çà âñÿêî P ∈ D. Íåêà
S å ãðàíèöàòà íà êðúãà D, ò.å. åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò. Äà ïðåêàðàìå
ïðàâà ïðåç òî÷êèòå P è F (P ), è äà îçíà÷èì ñ Φ(P ) åäíàòà îò äâåòå
ïðåñå÷íè òî÷êè íà òàçè ïðàâà ñ åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò - ïî-òî÷íî òàçè,
êîÿòî ëåæè îò ñòðàíàòà íà P (âèæ ÷åðòåæà).

FHPL
P

F HPL

Êîíñòðóêöèÿ íà èçîáðàæåíèåòî Φ : D → S.

Íèå ïîëó÷èõìå èçîáðàæåíèå Φ(P ) íà êðúãà D â ñåáå ñè ñúñ ñëåä-
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íèòå ñâîéñòâà*:
1/ Èçîáðàæåíèåòî Φ å íåïðåêúñíàòî,
2/ Îáðàçúò íà Φ ñå ñúäúðæà â åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò S, è
3/ Âñÿêà òî÷êà îò S ïðè èçîáðàæåíèåòî Φ îñòàâà íà ìÿñòîòî ñè.
Ñâîéñòâàòà 2/ è 3/ ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî îò êîíñòðóêöèÿòà. Íåï-

ðåêúñíàòîñòòà íà Φ å èíòóèòèâíî ÿñíà, è íèå íÿìà äà äàâàìå òî÷íîòî
äîêàçàòåëñòâî. Îñíîâíèòå ìó ìîìåíòè ñà äàäåíè â çàäà÷à 1. Ùå îòáåëå-
æèì, ÷å â íåãî ñúùåñòâåíî ñå èçïîëçâà ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å F (P ) 6= P .

Ñëåäíàòà ëåìà ïðèêëþ÷âà äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà:

Ëåìà. Íå ñúùåñòâóâà èçîáðàæåíèå Φ : D → S, óäîâëåòâîðÿâàùî
ñâîéñòâàòà 1/, 2/, 3/.

Òîâà òâúðäåíèå å èíòóèòèâíî ÿñíî. Äà ñè ïðåäñòàâèì êàó÷óêîâà
ìåìáðàíà, îïúíàòà âúðõó ðàìêà ñ ôîðìàòà íà îêðúæíîñò. Íå ìîæåì äà
ðàçòåãëèì ìåìáðàíàòà òàêà, ÷å òÿ äà ïîïàäíå èçöÿëî âúðõó ðàìêàòà,
áåç äà ñêúñàìå ìåìáðàíàòà ïîíå â åäíà òî÷êà, ò.å. äà íàðóøèì íåïðå-
êúñíàòîñòòà.

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òàêîâà èçîáðà-
æåíèå Φ ñúùåñòâóâà. Îòíîâî ùå ðàçãëåäàìå íåïðåêúñíàòàòà ôàìèëèÿ
îò êðèâè Gs = Φ (Γs), 0 ≤ s ≤ 1, êúäåòî Γs å îêðúæíîñòòà ñ öåíòúð
â íà÷àëîòî è ðàäèóñ s. Ïîðàäè ñâîéñòâîòî 3/ êðèâàòà G1 ñúâïàäà ñ
åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò Γ1 = S è ñëåäîâàòåëíî Ind0G1 = 1. Îò äðóãà
ñòðàíà, êàêòî îòáåëÿçàõìå ïî-ãîðå, êðèâàòà G0 ñå èçðàæäà â òî÷êà, è
ñëåäîâàòåëíî Ind0G0 = 0. È òóê ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå ñúñ ñëåäñò-
âèå 1 îò òåîðåìà 1. Òîâà ïðîòèâîðå÷èå äîêàçâà ëåìàòà, à çàåäíî ñ íåÿ è
òåîðåìàòà çà íåïîäâèæíàòà òî÷êà.

Çàáåëåæêà. Ïî-íàòàòúê íèå ùå âèäèì, ÷å òåîðåìàòà çà íåïîä-
âèæíàòà òî÷êà å âàëèäíà è çà ïî-âèñîêèòå ðàçìåðíîñòè, êàòî åäèíè÷-
íèÿò êðúã ñå çàìåíÿ ñ åäèíè÷íîòî êúëáî â Rn. Òîâà òâúðäåíèå ìîæå äà
ñå îáîáùè è çà èçïúêíàëè êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà íà áåçêðàéíîìåðíè
áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà � ò.íàð. ïðèíöèï íà Øàóäåð, êîéòî ñå èçïîëçâà
â ìíîãî ïðèëîæíè çàäà÷è.

Óïðàæíåíèÿ.

*Â òîïîëîãèÿòà ñå â òàêúâ ñëó÷àé ñå êàçâà, ÷å Φ å ðåòðàêöèÿ íà D âúðõó íåãîâîòî
ïîäìíîæåñòâî S.
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1. Äîêàæåòå íåïðåêúñíàòîñòòà íà èçîáðàæåíèåòî Φ, èçïîëçâàíî â
äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà çà íåïîäâèæíàòà òî÷êà.

Óïúòâàíå. Îò êîíñòðóêöèÿòà èìàìå âåêòîðíîòî ðàâåíñòâî
Φ(P ) = P + λ (F (P )− P ), êúäåòî λ ≤ 0. Òî÷íàòà ñòîéíîñò íà λ ñå
îïðåäåëÿ îò óñëîâèåòî |Φ(P )| = 1.

Íåêà P = (x, y) å òî÷êà îò D (ò.å. x2 + y2 ≤ 1). Äà îçíà÷èì êî-
îðäèíàòèòå íà F (P ) ñ (f(x, y), g(x, y)). Òîãàâà âåêòîðúò F (P ) − P èìà
êîîðäèíàòè u(x, y) = f(x, y)− x, v(x, y = g(x, y)− y. Ïî ïðåäïîëîæåíèå
âèíàãè èìàìå u(x, y)2+v(x, y)2 > 0. Òîãàâà λ ñå îïðåäåëÿ îò êâàäðàòíîòî
óðàâíåíèå

(x+ λu(x, y))2 + (y + λv(x, y))2 = 1.

Äîêàæåòå, ÷å òîâà óðàâíåíèå èìà âèíàãè äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà,
è ñëåäîâàòåëíî òúðñåíàòà ñòîéíîñò íà λ ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

λ(x, y) =
1

u2 + v2

(
−x.u− y.v −

√
(x.u+ y.v)2 + (u2 + v2) (1− x2 − y2)

)
.

(Òóê ñìå ïèñàëè u è v âìåñòî u(x, y) è v(x, y).)
Îòòóê ñå âèæäà, ÷å ñêàëàðíàòà ôóíêöèÿ λ(x, y), à ñëåäîâàòåëíî è

âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ Φ(P ), ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè íà ïðîìåíëèâèòå
x è y.

2. Íåêà òî÷êàòà z0 å êîðåí ñ êðàòíîñò k íà ïîëèíîìà P(z). Ñ äðóãè
äóìè, èìàìå ïðåäñòàâÿíåòî

P(z) = (z − z0)kQ(z), Q (z0) 6= 0.

Íåêà Dε å êðúã ñ öåíòúð z0, íå ñúäúðæàù äðóãè êîðåíè íà P(z), Γε å
íåãîâàòà ãðàíèöà, è Gε = P (Γε). Äîêàæåòå, ÷å Ind0Gε = k.

Óïúòâàíå. Îêðúæíîñòòà Γε ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ ôîðìóëàòà

z = z0 + ε eit, t ∈ [0.2π] .

Çà Gε ïîëó÷àâàìå ïàðàìåòðèçàöèÿòà

z = P
(
z0 + ε eit

)
= εk eiktQ

(
z0 + ε eit

)
.
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Îòòóê èìàìå

Ind0Gε =
1

2πi

2π∫
0

d (P (z0 + ε eit))

P (z0 + ε eit)
=

1

2πi

2π∫
0

εk d
(
eiktQ (z0 + ε eit)

)
εk eiktQ (z0 + ε eit)

=

=
1

2πi

2π∫
0

Q (z0 + ε eit) .ik eikt + eikt.iε eitQ′ (z0 + ε eit)

eiktQ (z0 + ε eit)
dt =

=
k

2π

2π∫
0

dt+
ε

2π

2π∫
0

eitQ′ (z0 + ε eit)

Q (z0 + ε eit)
dt.

Ïúðâîòî ñúáèðàåìî å ðàâíî íà k è íå çàâèñè îò ε. Ñïîðåä ðåçóë-
òàòèòå íà òîçè ïàðàãðàô ÷èñëîòî Ind0Gε ñúùî íå çàâèñè îò ε ïðè ε
äîñòàòú÷íî ìàëêî, è ñëåäîâàòåëíî òîâà å âÿðíî è çà âòîðîòî ñúáèðàå-
ìî. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âòîðîòî ñúáèðàåìî êëîíè êúì íóëà ïðè ε ↘ 0,
è ñëåäîâàòåëíî òî âèíàãè å íóëà. Ïîëó÷èõìå, ÷å ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêè
ε èìàìå Ind0Gε = k.

3. Íåêà, êàêòî â òåêñòà ïî-ãîðå, äà îçíà÷èì ñ DR êðúãà ñ öåíòúð
â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R, ñ ΓR - îãðàíè÷àâàùàòà ãî îêðúæíîñò è íåêà
ïîëèíîìúò P(z) íÿìà íóëè âúðõó îêðúæíîñòòà ΓR. Äà îçíà÷èì GR =
P (ΓR). Òîãàâà ÷èñëîòî Ind0GR å ðàâíî íà áðîÿ íà âñè÷êè íóëè íà P(z)
â êðúãà DR, êàòî âñÿêà îò òÿõ ñå áðîè òîëêîâà ïúòè, êîëêîòî å íåéíàòà
êðàòíîñò.

Óïúòâàíå. Íåêà z1, . . . , zp ñà íóëèòå íà P(z) â êðúãà DR, ñ êðàò-
íîñòè ñúîòâåòíî k1, . . . , kp. Çà i = 1, . . . , p äà îçíà÷èì ñ Di äîñòàòú÷íî
ìàëúê êðúã ñ öåíòúð zi, Γi = bDi, è Gi = P (Γi). Íåêà

D̃ = DR \ (D1 ∪ . . . ∪Dp) è Ẽ = P
(
D̃
)
.

Òîãàâà

b D̃ = ΓR − Γ1 − . . .− Γp è b Ẽ = GR −G1 − . . .−Gp.

Òúé êàòî P(z) íÿìà íóëè â D̃, òî îò ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí ñëåäâà, ÷å∫
b Ẽ

ω0 = 0,
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è ñëåäîâàòåëíî

Ind0GR =

p∑
i=1

Ind0Gi = k1 + . . .+ kp

(âèæ ïðåäíàòà çàäà÷à).

4. Íåêà Γ å ðåãóëÿðíà çàòâîðåíà êðèâà â R2, P0 ∈ Γ, è ~e å âåêòîð,
íåêîëèíåàðåí íà äîïèðàòåëíèÿ âåêòîð ~e (P0). Íåêà ~n (P0) å íîðìàëíèÿò
âåêòîð, ïîëó÷åí ÷ðåç çàâúðòàíå íà ~e (P0) íà úãúë π/2 â îòðèöàòåëíà
ïîñîêà. Íåêà

P+
ε = P0 + ε.~e, P−ε = P0 − ε.~e.

Ïîêàæåòå, ÷å

lim
ε↘0

(
IndP−ε Γ− IndP+

ε
Γ
)

= ±1,

êúäåòî çíàêúò å "+", êîãàòî úãúëúò ìåæäó ~e è ~n (P0) å îñòúð, è "−" �
êîãàòî òîçè úãúë å òúï.

Óïúòâàíå. 1. Íåêà Γ0 å äîñòàòú÷íî ìàëêà ÷àñò îò Γ, ñúäúðæàùà
P0, è íåêà Γ̃ = Γ \ Γ0. Ïîêàæåòå, ÷å

lim
ε↘0

∫
Γ̃

(
ωP−ε − ωP+

ε

)
= 0.

2. Íåêà P è Q äà ñà ñúîòâåòíî íà÷àëíàòà è êðàéíàòà òî÷êà íà
êðèâàòà Γ0. Íåêà Γ′ å çàòâîðåíàòà êðèâà, ïîëó÷åíà ÷ðåç äîáàâÿíå êúì
Γ0 íà íàñî÷åíèòå îòñå÷êè (âèæ ÷åðòåæà) ~OP è ~QO:

Γ′ = ~OP + Γ0 + ~QO.

Àíàëîãè÷íî íà òî÷êà 1, ïîêàæåòå, ÷å

lim
ε↘0

∫
~OP

(
ωP−ε − ωP+

ε

)
= lim

ε↘0

∫
~QO

(
ωP−ε − ωP+

ε

)
= 0,

è ñëåäîâàòåëíî

lim
ε↘0

∫
Γ0

(
ωP−ε − ωP+

ε

)
= lim

ε↘0

∫
Γ′

(
ωP−ε − ωP+

ε

)
.
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O

P

Q

P
0

G'

G

PΕ
+

PΕ
-

G
0

×åðòåæ êúì çàä.4.

3. Ùå èçïîëçâàìå, ÷å êðèâàòà Γ′ îãðàíè÷àâà îáëàñò K îò ðàâíè-
íàòà (ò.íàð. êðèâîëèíååí ñåêòîð).

Íåêà úãúëúò ìåæäó ìåæäó ~e è ~n (P0) å îñòúð. Òîãàâà òî÷êàòà P+
ε å

âúíøíà çà K, à òî÷êàòà P−ε � âúòðåøíà. (Àêî úãúëúò å òúï, òî å âÿðíî
îáðàòíîòî). Òîãàâà òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà ñëåäâà îò òî÷êè 1 è 2 è îò
ïðèìåðà â íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà.

5. (Ãåîìåòðè÷íà äåôèíèöèÿ íà èíäåêñà) Íåêà Γ å çàòâîðåíà
ðåãóëÿðíà êðèâà â R2, íå ìèíàâàùà ïðåç íà÷àëîòî O íà êîîðäèíàòèòå, ñ
ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå P = P (t), t ∈ [a, b]. Íåêà ~l(t) å ñúîòâåòíèÿò äî-
ïèðàòåëåí âåêòîð, è ~n(t) å íîðìàëíèÿò âåêòîð, ïîëó÷åí ÷ðåç çàâúðòàíå
íà ~l(t) íà úãúë −π/2.

Íåêà L å ëú÷ ñ íà÷àëî â O, ïîðîäåí îò âåêòîðà ~e. Ùå ïðåäïîëîæèì,
÷å L ñå ïðåñè÷à ñ Γ â êðàåí áðîé ðàçëè÷íè òî÷êè Pi = P (ti), i = 1, . . . , n,
è âúâ âñÿêà îò òÿõ äîïèðàòåëíèÿò âåêòîð~l(ti) íå å êîëèíåàðåí ñ ~e*. Âñÿêà
îò òî÷êèòå Pi ùå áúäå íàðå÷åíà "+" � òî÷êà, àêî úãúëúò ^ (~e, ~n(ti)) å
îñòúð, è "−" � òî÷êà, àêî òîçè úãúë å òúï. Íåêà n+ å áðîÿò íà "+" �
òî÷êèòå, è ñúîòâåòíî n− � íà "−" � òî÷êèòå. Òîãàâà

Ind0Γ = n+ − n−.

*Òîâà âèíàãè ìîæå äà áúäå ïîñòèãíàòî ñ ìàëêè äåôîðìàöèè íà êðèâàòà Γ è íà
âåêòîðà e.
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(Íà ÷åðòåæà òî÷êèòå P1 è P3 ñà"+" � òî÷êè, à P2 "−" � òî÷êà.)

G

O

P1

P2

P3

nHP1L
nHP 2

L

nHP3L

×åðòåæ êúì çàä.5.

Óïúòâàíå. Ñïîðåä ëåìàòà êúì òåîðåìà 1 ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å
Γ å çàäàäåíà ñ óðàâíåíèÿòà

x(t) = ρ(t) cos θ(t), y(t) = ρ(t) sin θ(t), t ∈ [a, b].

Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å θ(a) = 0 è θ(b) = 2kπ, êúäåòî k = Ind0Γ. Çà
óäîáñòâî ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å k > 0. Àêî θ0 å ïîëÿðíèÿò úãúë, ñúîòâåò-
ñòâàù íà ëú÷à L, òî ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà Γ ñ L ñúîòâåòñòâàò íà îíåçè
ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà t, çà êîèòî θ(t) = θl = θ0 + 2lπ, êàòî l å öÿëî
÷èñëî. Ìîæåì äà äîïóñíåì, ÷å òåçè òî÷êè ñà êðàåí áðîé è âúâ âñÿêà
îò òÿõ å èçïúëíåíî θ′(t) 6= 0. Î÷åâèäíî "+"-òî÷êè ñà òåçè, â êîèòî ãðà-

ôèêàòà íà θ(t) ïðåñè÷à ïðàâàòà θ = θl, ìîíîòîííî íàðàñòâàéêè (îòäîëó
íàãîðå), à "−"-òî÷êè � â êîèòî òîâà ñòàâà îòãîðå íàäîëó. Èçñëåäâàéêè
ïî ìåòîäà íà èíòåðâàëèòå ôóíêöèÿòà θ(t) − θl, âèæäàìå, ÷å çà âñÿêà
ñòîéíîñò íà l ìåæäó 0 è k − 1 ðàçëèêàòà ìåæäó "+" è "−"-òî÷êèòå å
ðàâíà íà åäèíèöà, à çà ñòîéíîñòè íà l èçâúí òîçè èíòåðâàë òÿ å ðàâíà
íà íóëà, êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî (âèæ ÷åðòåæà ïî-äîëó).

Çà ñòîéíîñòè íà èíäåêñà k ≤ 0 òâúðäåíèåòî ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî.



76 ÃËÀÂÀ 1. ÊÐÈÂÈ È ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ

+ - +

+ - +

+ -

a b

t

2þ

4þ

6þ

Θ0

Θ0+2þ

Θ0+4þ

Θ

Ðåøåíèå íà çàä.5.

1.6 Ïðèëîæåíèÿ íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåã-

ðàë îò âòîðè âèä

Â òîçè ïàðàãðàô ùå äàäåì íÿêîè ïðèëîîæåíèÿ íà êðèâîëèíåéíèÿ èí-
òåãðàë îò âòîðè âèä. Â ÷àñòíîñò, ùå ïîêàæåì, ÷å ÷ðåç íåãî ñå ôîðìóëè-
ðàò ìíîãî ïî-åñòåñòâåíî íÿêîè îò âúïðîñèòå, èçñëåäâàíè â �2 ñ ïîìîùòà
íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè âèä.

1. Ðàáîòà â ñèëîâî ïîëå. Òîâà áåøå íàøèÿò îñíîâåí ïðèìåð ïðè
âúâåæäàíå íà êðèâîëèíåéíîÿ èíòåãðàë îò âòîðè âèä.

Íåêà Γ å îðèåíòèðàíà êðèâà â R3, è íåêà

~F (P ) = (A(P ), B(P ), C(P ))

å âåêòîðíî ïîëå, äåôèíèðàíî â îêîëíîñò íà Γ. êàêòî âèäÿõìå, ðàáîòàòà
A ïðè äâèæåíèå íà åäèíè÷íà ìàñà ïî êðèâàòà Γ ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

A =

∫
Γ

〈
~F ,~l
〉
dl =

∫
Γ

A(x, y, z) dx+B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz
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Â ÷àñòíîñò, íåêà ~F å ïîòåíöèàëíî ïîëå, ò.å. ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ
Φ(P ) òàêàâà, ÷å ~F =

−−→
gradΦ =

(
Φ′x,Φ

′
y,Φ

′
z

)
. Ïðåâåäåíî íà åçèêà íà äè-

ôåðåíöèàëíèòå ôîðìè, òîâà îçíà÷àâà, ÷å

dΦ = A(x, y, z) dx+B(x, y, z) dy + C(x, y, z) dz.

Àêî îçíà÷èì ñ P0 è P1 íà÷àëíàòà è êðàéíàòà òî÷êè íà Γ, òî ñ ïðîñòî
ïðåñìÿòàíå* ïîëó÷àâàìå, ÷å

A = Φ(P1)− Φ(P0).

2. Ëèöå íà ðàâíèííà ôèãóðà. Íåêà D å îáëàñò â ðàâíèíàòà,
çàãðàäåíà îò çàòâîðåíàòà êðèâà Γ, òàêà ÷å äà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà
òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Ãðèí. Òîãàâà, èçïîëçâàéêè òàçè òåîðåìà, ïîëó÷àâàìå
çà ëèöåòî µ(D) íà îáëàñòòà D ôîðìóëèòå

µ(D) =

∫∫
D

1 dx dy =

∫
Γ

x dy = −
∫
Γ

y dx.

Ïîíÿêîãà ñå èçïîëçâà è ïî-ñèìåòðè÷íàòà ôîðìóëà

µ(D) =
1

2

∫
Γ

(x dy − y dx) .

Ïðè èçïîëçâàíåòî íà ïîñëåäíàòà ôîðìóëà å óäîáíî äà ñå èçïîëçâàò ðà-
âåíñòâàòà

x dy − y dx = x2 d
(y
x

)
= −y2 d

(
x

y

)
.

Ïðèìåð. Ðàâíèííàòà êðèâà, íàðå÷åíà Äåêàð-
òîâ ëèñò, ñå îïðåäåëÿ ñ óðàâíåíèåòî

x3 + y3 = 3 axy, a > 0.

Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà ôèãóðàòà D, çàãðàäåíà
îò ÷àñòòà íà êðèâàòà â ïúðâè êâàäðàíò (âèæ
÷åðòåæà).

D

*Âèæ äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 1 îò �1.4.
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Ðåøåíèå. Äåêàðòîâèÿò ëèñò (êàêòî è äîñòà øèðîê êëàñ îò ðàâ-
íèííè êðèâè) ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ ïîëàãàíåòî t = y

x
. Ïîëó÷àâàìå ôîð-

ìóëèòå

x =
3at

1 + t3
, y =

3at2

1 + t3
.

Îò ãåîìåòðè÷íè ñúîáðàæåíèÿ ñå âèæäà, ÷å òî÷êèòå îò ïúðâè êâàä-
ðàíò ñå ïîëó÷àâàò ïðè t ∈ (0,+∞). Íåêà Γ å ñúîòâåòíàòà êðèâà. Ïî
òðåòàòà ôîðìóëà îò òî÷êà 2 ïîëó÷àâàìå

µ(D) =
1

2

∫
Γ

x(t)2 dt =
1

2

+∞∫
0

9a2t2

(1 + t3)2
dt =

3

2
a2.

Çàáåëåæêà. Íèå èçïîëçâàõìå íåñîáñòâåí èíòåãðàë, êîåòî ôîð-
ìàëíî íå å ïðåäâèäåíî âúâ ôîðìóëàòà. Íàïðàâåíèòå èç÷èñëåíèÿ îáà÷å
íå å òðóäíî äà ñå îáîñíîâàò, êàòî âúâåäåì çà ïàðàìåòúð ïîëÿðíèÿò úãúë
θ â ãðàíèöè îò 0 äî π/2, è ñëåä òîâà ïðåìèíåì êúì ïàðàìåòúðà t = tg θ.

3. Ëèöå íà êðèâîëèíååí ñåêòîð.
Íåêà å äàäåíà ðàâíèííàòà êðèâà ñ
óðàâíåíèÿ â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè

% = %(t), θ = θ(t).

Íåêà Γ1 å ÷àñòòà îò Γ, îòãîâàðÿùà íà
ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà t ∈ [t0, t1],

O P
0

P
1

DΘ
D

êàòî P0 = P (t0) è P1 = P (t1) ñà ñúîòâåòíî íà÷àëíàòà è êðàéíàòà òî÷êè
íà Γ1. Ïîä êðèâîëèíååí ñåêòîð, îïðåäåëåí îò Γ1, ùå ðàçáèðàìå ôèãó-
ðàòà D, çàãðàäåíà îò îòñå÷êèòå OP0, OP1, è êðèâàòà Γ1 (âèæ ÷åðòåæà).
Ùå íàìåðèì íà ëèöåòî íà D, êàòî èçïîëçâàìå òðåòàòà ôîðìóëà îò ò. 2.
Èìàìå

bD = OP0 + Γ1 + P1O.

Òúé êàòî ïî îòñå÷êèòå OP0 è P1O îòíîøåíèåòî y
x
å êîíñòàíòà, òî èí-

òåãðàëèòå ïî òÿõ ñà íóëè, è èìàìå

µ(D) =
1

2

∫
Γ1

x2 d
(y
x

)
=

1

2

t1∫
t0

%2(t) cos 2(t) d(tg θ(t)) =
1

2

t1∫
t0

ρ2(t) dθ(t).
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Ïîäîáíà ôîðìóëà áåøå èçâåäåíà îò èíòóèòèâíè ñúîáðàæåíèÿ â
�4.5 íà ÷àñò I.

4. Èíòåãðàë íà Ãàóñ â ðàâíèíàòà. Êàêòî âèäÿõìå â òî÷êà 3 íà
�2, îðèåíòèðàíèÿò úãúë, ïîä êîéòî êðèâàòà Γ ñå âèæäà îò íà÷àëîòî íà
êîîðäèíàòèòå, ñå äàâà ñ êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè âèä

Θ =

∫
Γ

sin^
(
~P ,~e(P )

)
∣∣∣~P ∣∣∣ dl,

êúäåòî ~e(P ) = (cosα(P ), cosβ(P )) îçíà÷àâà åäèíè÷íèÿ äîïèðàòåëåí
âåêòîð êúì Γ â òî÷êàòà P , à α(P ) è β(P ) ñà úãëèòå, êîèòî ~e(P ) ñêëþ÷âà
ñ êîîðäèíàòíèòå îñè ~x è ~y.

Çà äà ïðåäñòàâèì òîçè èçðàç êàòî êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòî-
ðè âèä, òðÿáâà ïî íÿêàêúâ íà÷èí äà çàìåíèì ñèíóñà ñ êîñèíóñ. Íåêà
~n(P ) äà å åäèíè÷íàòà íîðìàëà êúì Γ â òî÷êàòà P , ïîëó÷åíà ÷ðåç çà-
âúðòàíå íà ~e(P ) íà úãúë π/2 â îòðèöàòåëíà ïîñîêà; òîãàâà ~n(P ) =
(cosβ(P ),−cosα(P )).

Èìàìå ^
(
~P , ~n(P )

)
= ^

(
~P ,~e(P )

)
− π/2 è ñëåäîâàòåëíî

sin^
(
~P ,~e(P )

)
= cos^

(
~P , ~n(P )

)
.

Òîãàâà

Θ =

∫
Γ

cos^
(
~P , ~n(P )

)
∣∣∣~P ∣∣∣ dl =

∫
Γ

〈
~P , ~n(P )

〉
∣∣∣~P ∣∣∣2 dl =

=

∫
Γ

x cosβ(P )− y cosα(P )

x2 + y2
dl,

êúäåòî ñ x è y ñìå îçíà÷èëè êîîðäèíàòèòå íà òî÷êàòà P (è íà âåêòî-
ðà ~P ). Ïðèïîìíÿéêè ñè âðúçêàòà ìåæäó êðèâîëèíåéíèòå èíòåãðàëè îò
ïúðâè è âòîðè âèä, âå÷å ìîæåì äà èçðàçèì òúðñåíèÿò úãúë ÷ðåç êðè-
âîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè âèä:

Θ =

∫
Γ

−y dx+ x dy

x2 + y2
.
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Ïîëó÷èõìå, ñ òî÷íîñò äî ÷èñëîâ ìíîæèòåë, èíòåãðàë îò ôîðìàòà
ω0, êîÿòî èãðàåøå âàæíà ðîëÿ â ðàçãëåæäàíèÿòà îò ïðåäíèòå ïàðàãðà-
ôè.

5. Çàêîí íà Áèî-Ñàâàð. Â òî÷êà 4 íà �2 íèå ðàçãëåäàõìå çàêîíà
íà Áèî-Ñàâàð, îïèñâàù ìàãíèòíèÿ åôåêò îò ïðîòè÷àù åëåêòðè÷åñêè
òîê. Àêî òîêúò òå÷å ñúñ ñèëà I ïî ðàâíèííàòà êðèâà Γ, ñèëàòà, ñ êîÿòî
òîé äåéñòâà âúðõó åäèíè÷åí ìàãíèòåí òîâàð â íà÷àëîòî, å ðàâíà íà
~F = F.~z, è íåéíàòà ãîëåìèíà F ñå äàâà ñ êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò
ïúðâè âèä

F = I ·
∫
Γ

sin^
(
~P ,~e(P )

)
∣∣∣~P ∣∣∣2 dl.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òàçè âåëè÷èíà ñå èçðàçÿâà è ÷ðåç êðèâîëèíå-
åí èíòåãðàë îò âòîðè âèä. Íàèñòèíà, ðàçñúæäàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí,
êàêòî çà èíòåãðàëà íà Ãàóñ îò ïðåäíàòà òî÷êà, ïîëó÷àâàìå èçðàçà

F = I ·
∫
Γ

x cosβ(P )− y cosα(P )

(x2 + y2)3/2
dl =

∫
Γ

−y dx+ x dy

(x2 + y2)3/2
.

Àêî ìàãíèòíèÿò òîâàð å ðàçïîëîæåí â òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè
(x0, y0), òî ãîëåìèíàòà íà äåéñòâàùàòà ìó ñèëà ùå ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

F = I ·
∫
Γ

−(y − y0) dx+ (x− x0) dy

((x− x0)2 + (y − y0)2)3/2
.

6. Ïîòîê íà òå÷íîñò ïðåç ðàâíèííà êðèâà. Â òî÷êà 5 íà �2
íèå ðàçãëåäàõìå ñòàöèîíàðíî òå÷åíèå íà òå÷íîñò â ðàâíèíàòà ñ âåêòîðíî
ïîëå íà ñêîðîñòòà

~V (P ) = (Vx(P ), Vy(P )) ,

è èçâåäîõìå ôîðìóëà çà êîëè÷åñòâîòî òå÷íîñò UΓ, ïðîòè÷àùî ïðåç êðè-
âàòà Γ çà åäèíèöà âðåìå:

U =

∫
Γ

∣∣∣~V (P )
∣∣∣ sin^(~V (P ), ~e(P )

)
dl.
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Äåéñòâàéêè êàêòî â ïðåäíàòà òî÷êà, ïîëó÷àâàìå

UΓ =

∫
Γ

(Vx(P ) cosβ(P )− Vy(P )y cosα(P )) dl =

=

∫
Γ

−Vy(x, y) dx+ Vx(x, y) dy.

Äà ïðåäïîëîæèì äîïúëíèòåëíî, ÷å êîëè÷åñòâîòî íà òå÷íîñòòà íå
ñå èçìåíèÿ, ò.å. â ðàâíèíàòà íÿìà âòè÷àíå è èçòè÷àíå íà òå÷íîñò. Íåêà Γ
å ïðîñòà çàòâîðåíà êðèâà; òîãàâà êîëè÷åñòâîòî íà âòè÷àùàòà ñå òå÷íîñò
â íåÿ å ðàâíà íà êîëè÷åñòâîòî íà èçòè÷àùàòà, ò.å. ïîëó÷àâàìå, ÷å UΓ =
0. Àêî îçíà÷èì ñ ω äèôåðåíöèàëíàòà ôîðìà

ω = −Vy(x, y) dx+ Vx(x, y) dy,

îòòóê ñå âèæäà, ÷å èíòåãðàëúò îò ω ïî âñÿêà çàòâîðåíà êðèâà å ðàâåí
íà íóëà (óñëîâèå 1′ îò �1.4). Îò ðåçóëòàòèòå íà ñúùèÿ ïàðàãðàô ñëåäâà,
÷å ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà 2 è 3, ò.å. èìàìå

1/ Âèíàãè å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y
≡ 0, è

2/ ñúùåñòâóâà (ëîêàëíî) ôóíêöèÿ Ψ(x, y) òàêàâà, ÷å ω = dΨ, ò.å.
Ψ′x = −Vy è Ψ′y = Vx.

Àêî Γ å íåçàòâîðåíà êðèâà ñ íà÷àëíà òî÷êà A è êðàéíà òî÷êà B,
òî îòòóê ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

UΓ = Ψ(B)−Ψ(A).

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà ðàâåíñòâîòî〈
~V (P ),

−−→
gradF (P )

〉
= 0.

Ùå íàïîìíèì, ÷å ãðàäèåíòúò íà åäíà ôóíêöèÿ â åäíà òî÷êà å îð-
òîãîíàëåí íà ëèíèÿòà íà íèâî, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà (âèæ ÷àñò II,
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òåîðåìà 2 îò �1.5) è ñëåäîâàòåëíî âúâ âñÿêà òî÷êà âåêòîðúò íà ïîëå-
òî íà ñêîðîñòòà å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ñúîòâåòíàòà ëèíèÿ íà íèâî íà
ôóíêöèÿòà Ψ. Ïîëó÷èõìå, ÷å

Òðàåêòîðèèòå íà ÷àñòèöèòå ïðè äâèæåíèåòî íà òå÷íîñòòà
ñúâïàäàò ñ ëèíèèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà Ψ(x, y).

Ïî òàçè ïðè÷èíà ôóíêöèÿòà Ψ(x, y) ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà òîêà,
ñúîòâåòñòâàùà íà äàäåíîòî òå÷åíèå.

Äà ïðåäïîëîæèì ñåãà, ÷å ïîëåòî ~V (P ) å ïîòåíöèàëíî*, ò.å. ñúùåñ-
òâóâà ôóíêöèÿ Φ(x, y) òàêàâà, ÷å

−−→
gradΦ(P ) = ~V (P ). Î÷åâèäíî ôóíêöè-

èòå Φ è Ψ óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

Ψ′x = −Φ′y, Ψ′y = Φ′x.

Â ÷àñòíîñò, îò òóê ñëåäâà, ÷å Φ è Ψ ñà õàðìîíè÷íè ôóíêöèè, ò.å.

∆Φ = ∆Ψ ≡ 0.

Ãîðíèòå óðàâíåíèÿ ñå íàðè÷àò óðàâíåíèÿ íà Êîøè-Ðèìàí çà ôóí-
êöèèòå Φ è Ψ. Â òåîðèÿòà íà àíàëèòè÷íèòå ôóíêöèè ñå äîêàçâà, ÷å
àêî Φ è Ψ óäîâëåòâîðÿâàò ãîðíèòå óðàâíåíèÿ, òî êîìïëåêñíî-çíà÷íàòà
ôóíêöèÿ

F (x, y) = Φ(x, y) + iΨ(x, y)

å àíàëèòè÷íà ôóíêöèÿ íà êîìïëåêñíàòà ïðîìåíëèâà z = x+iy. Íà òîâà
ñå îñíîâàâàò ïðèëîæåíèÿòà íà òåîðèÿòà íà àíàëèòè÷íèòå ôóíêöèè êúì
õèäðîäèíàìèêàòà. Ôóíêöèÿòà F (x, y) ñå íàðè÷à êîìïëåêñåí ïîòåíöèàë
íà äàäåíîòî òå÷åíèå.

Íà ñëåäâàùèÿ ÷åðòåæ ñ ïëúòíè ëèíèè ñà äàäåíè ëèíèèèòå íà íèâî
íà ôóíêöèÿòà Ψ(x, y), ò.å. òðàåêòîðèèòå íà äâèæåíèå íà ÷àñòèöèòå íà
òå÷íîñòòà, à ñ ïóíêòèðíè � ëèíèèèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà Φ(x, y), ò.å.
òî÷êèòå ñ åäíàêúâ ðåàëåí ïîòåíöèàë. Òå ñúåäèíÿâàò òî÷êèòå, äîñòèã-
íàòè îò òå÷íîñòòà â äàäåí ìîìåíò; ñ äðóãè äóìè, âñÿêà îò ÷àñòèöèòå
íà òå÷íîñòòà èçìèíàâà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå ïóêòèðíè ëèíèè çà åä-
íàêúâ èíòåðâàë îò âðåìå, íåçàâèñèìî îò òîâà, ïî êîÿ òðàåêòîðèÿ ñå
äâèæè.

*Ïî-íàòàòúê ùå ïîêàæåì çàùî òîâà ïðåäïîëîæåíèå å îáîñíîâàíî.
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Îáòè÷àíå íà öèëèíäúð îò òå÷íîñò. Ñ ïëúòíè ëèíèè ñà ïîêàçàíè
òðàåêòîðèèòå íà äâèæåíèåòî, à ñ ïóíêòèðíè �

ëèíèèòå ñ åäíàêúâ ïîòåíöèàë.

Óïðàæíåíèÿ.

1. (Çàêîí íà Áèî-Ñàâàð çà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà) Íåêà òîêúò òå÷å
ñúñ ñèëà I ïî ïðîñòðàíñòâåíàòà êðèâà Γ ⊂ R3. Èñêà ñå äà ñå îïèøå äåéñ-
òâèåòî íà òîêà âúðõó åäèíè÷åí ìàãíèòåí òîâàð, ðàçïîëîæåí â íà÷àëîòî
íà êîîðäèíàòèòå â R3. Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà îò �2 :

~∆F ≈ I ·
~P × ~∆l

|P |3
,

îïèñâàùà äåéñòâèåòî íà òîêà îò ìàëêà îòñå÷êà ~∆l îò êðèâàòà, äîêàæåòå,
÷å êîìïîíåíòèòå íà äåéñòâàùàòà ñèëà

~F = (Fx, Fy, Fz)

ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç êðèâîëèíåéíèòå èíòåãðàëè îò âòîðè âèä

Fx = I ·
∫
Γ

−z dy + y dz

(x2 + y2 + z2)3/2
, Fy = I ·

∫
Γ

−x dz + z dx

(x2 + y2 + z2)3/2
,

Fz = I ·
∫
Γ

−y dx+ x dy

(x2 + y2 + z2)3/2
.
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Ãëàâà 2

Ïîâúðõíîñòè è ïîâúðõíèííè

èíòåãðàëè

2.1 Ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíè ïîâúðõíîñòè

Îò åäíîìåðíèòå îáåêòè â Rn � êðèâèòå � íèå ùå ïðåìèíåì êúì äâóìåð-
íèòå � ïîâúðõíèíèòå. Êàòî íà÷àëî íèå ùå äàäåì îñíîâíèòå äåôèíèöèè,
àíàëîãè÷íè íà òåçè îò �1.1. Íàé-âàæíè çà íàñ ùå áúäàò ïîâúðõíèíèòå
â R3, íî âñè÷êî ìîæå äà ñå ïðåíåñå áåç èçìåíåíèÿ çà ïîâúðõíèíè â Rn

ïðè n ≥ 3.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè S â R3 å
ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà ïîâúðõíèíà, àêî ñà äàäåíè ôóíêöèè x(u, v),

y(u, v), z(u, v), äåôèíèðàíè â èçìåðèìîòî ñâúðçàíî ìíîæåñòâî D ∈ R2,
òàêà ÷å âñÿêà òî÷êà (x, y, z) ∈ S ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

x(u, v), y(u, v), z(u, v)

çà íÿêîÿ òî÷êà (u, v) ∈ D.
Òðîéêàòà ôóíêöèè x(u, v), y(u, v), z(u, v) ùå íàðè÷àìå ïàðàìåòðè÷íî

ïðåäñòàâÿíå íà S. Êàêòî è çà êðèâè, ãîðíèòå ñêàëàðíè ðàâåíñòâà ìîãàò
äà áúäàò çàïèñàíè êàòî åäíî âåêòîðíî ðàâåíñòâî

~P = ~P (u, v), (u, v) ∈ D,

êúäåòî ñìå îçíà÷èëè ~P (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

85
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Äåôèíèöèÿ. Ïîâúðõíèíàòà S ùå íàðè÷àìå:
- íåïðåêúñíàòà, àêî ôóíêöèèòå x(u, v), y(u, v), z(u, v) ñà íåïðåêúñ-

íàòè.
- n-êðàòíî ãëàäêà, àêî ôóíêöèèòå x(u, v), y(u, v), z(u, v) ñà n-

êðàòíî ãëàäêè, ò.å ïðèòåæàâàò íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè äî
ðåä n âêëþ÷èòåëíî.

Äåôèíèöèÿ. Ïîâúðõíèíàòà S ùå íàðè÷àìå ÿâíî çàäàäåíà, àêî
òÿ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè.

ßâíî çàäàäåíèòå ïîâúðõíèíè ñà ÷àñòåí ñëó÷àé îò ïàðàìåòðè÷íî
ïðåñòàâåíèòå. Íàèñòèíà, àêî ïîâúðõíèíàòà S ñúâïàäà ñ ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà z = f(x, y), òî çà ïàðàìåòðè ìîãàò äà ñå èçáåðàò êîîðäèíà-
òèòå x è y, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíåòî

x = u, y = v, z = f(u, v).

È ïðè ïîâúðõíèíèòå å íàëèöå ôàêòúò. êîéòî âèäÿõìå ïðè êðèâèòå:
âúçìîæíî å ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà ïîâúðõíèíàòà äà áúäàò ãëàä-
êè, íî ñàìàòà ïîâúðõíèíà � êàòî ïîäìíîæåñòâî íà R3 � äà íå îòãîâàðÿ
íà íàøàòà ïðåäñòàâà çà ãëàäêîñò. È òóê âúâåæäàìå äîïúëíèòåëíîòî
óñëîâèå çà ðåãóëÿðíîñò.

Äåôèíèöèÿ. Åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ïîâúðõíèíàòà S ùå íàðè÷à-
ìå ðåãóëÿðíà, àêî çà âñÿêà òî÷êà (u, v) ∈ D ïîíå åäíà îò ôóíêöèîíàë-
íèòå äåòåðìèíàíòè

A(u, v) =
D(y, z)

D(u, v)
(u, v), B(u, v) =

D(z, x)

D(u, v)
(u, v), C(u, v) =

D(x, y)

D(u, v)
(u, v)

å ðàçëè÷íà îò íóëà.
Åêâèâàëåíòíà ôîðìóëèðîâêà: íàâñÿêúäå âúðõó D å èçïúëíåíî íå-

ðàâåíñòâîòî(
D(y, z)

D(u, v)
(u, v)

)2

+

(
D(z, x)

D(u, v)
(u, v)

)2

+

(
D(x, y)

D(u, v)
(u, v)

)2

> 0.

Ïî-íàäîëó íèå ùå âèäèì ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ïîíÿòèåòî ðå-
ãóëÿðíîñò.
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Ùå îòáåëåæèì, ÷å ÿâíî çàäàäåíèòå ïîâúðõíèíè ñà ðåãóëÿðíè; òîâà

ñëåäâà îò î÷åâèäíîòî íåðàâåíñòâî
D(x, y)

D(x, y)
≡ 1.

Âðúçêà ìåæäó ðàçëè÷íèòå ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ.
Äàäåíà ïîâúðõíèíà S (ðàçãëåæäàíà êàòî ãåîìåòðè÷åñêè îáåêò, ò.å. êàòî
ïîäìíîæåñòâî íà R3) ìîæå äà èìà ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿ-
íèÿ. Ìîæåì äà ïîëó÷èì íîâè ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ ÷ðåç ñìÿíà
íà ïðîìåíëèâèòå. Òàêà, àêî

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D,

å äàäåíî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà S, è àêî èçîáðàæåíèåòî Φ (ũ, ṽ)
ñ êîìïîíåíòè

u = u (ũ, ṽ) , v = v (ũ, ṽ) , (ũ, ṽ) ∈ D̃ ⊂ R2

å âçàèìíî åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå íà D̃ âúðõó D, òî èçîáðàæåíèåòî

P̃ (ũ, ṽ) = P (Φ (ũ, ṽ))

ñ êîîðäèíàòíè ôóíêöèè

x = x̃ (ũ, ṽ)
def
= x (u (ũ, ṽ) , v (ũ, ṽ)) , y = ỹ (ũ, ṽ) = . . .

äàâà íîâî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà S.
Àêî ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè x(u, v) . . . ñà n-êðàòíî ãëàäêè, è

ôóíêöèèòå ũ, ṽ ñà n-êðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè íà u è v, òî íîâîòî ïàðà-
ìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå ñúùî å n-êðàòíî ãëàäêî. Íåùî ïîâå÷å, àêî ôóí-

êöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà JΦ =
D(u, v)

D(ũ, ṽ)
å ðàçëè÷íà îò íóëà íàâñÿêúäå

âúðõó D̃, òî îò ðåãóëÿðíîñòòà íà ñòàðîòî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå
ñëåäâà ðåãóëÿðíîñòòà è íà íîâîòî. Òîâà ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò ðà-
âåíñòâàòà

D(ỹ, z̃)

D(ũ, ṽ)
=
D(y, z)

D(u, v)
.
D(u, v)

D(ũ, ṽ)
, . . .

Âÿðíî å è îáðàòíîòî òâúðäåíèå:

Òåîðåìà 1. Íåêà

P = P (u, v) : x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D
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è

P = P̃ (ũ, ṽ) : x = x̃ (ũ, ṽ) , y = ỹ (ũ, ṽ) , z = z̃ (ũ, ṽ) , (ũ, ṽ) ∈ D̃

ñà äâå ðåãóëÿðíè ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà ïîâúðõíèíàòà S. Òî-
ãàâà åäíîòî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå ñå ïîëó÷àâà îò äðóãîòî ÷ðåç
ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå.

Ïî-òî÷íî, ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî è åäíîêðàòíî ãëàäêî
èçîáðàæåíèå Φ : D̃ → D ñ êîìïîíåíòè

Φ (ũ, ṽ) = (u (ũ, ṽ) , v (ũ, ṽ)) ,

è ñ ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà Jφ (ũ, ṽ) 6= 0, òàêà ÷å äà ñà èçïúëíåíè
ðàâåíñòâàòà

P̃ (ũ, ṽ) = P (Φ (ũ, ṽ)) .

Èçîáðàæåíèåòî Φ : D̃ → D ùå íàðè÷àìå ñâúðçâàùî èçîáðàæåíèå
çà ïàðàìåòðè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ, çàäàäåíè ñúîòâåòíî ñ ïàðàìåòðèòå
(u, v) è (ũ, ṽ).

Äîêàçàòåëñòâî. ßñíî å, ÷å ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå Φ :
D̃ → D, ñúïîñòàâÿùî íà âñÿêà òî÷êà (ũ, ṽ) îò D̃ åäèíñòâåíàòà òî÷êà (u, v) ∈ D,

çà êîÿòî P̃ (ũ, ṽ) = P (u, v). Î÷åâèäíî ðàâåíñòâàòà íà òåîðåìàòà ñà èçïúëíåíè. Îò
äîêàçàòåëñòâî ñå íóæäàå åäèíñòâåíî ãëàäêîñòòà íà èçîáðàæåíèåòî Φ.

Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì òîâà ëîêàëíî. Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíà òî÷êà P0 ∈ S:

P0 = P (u0, v0) = P̃ (ũ0, ṽ0) .

Îò ðåãóëÿðíîñòòà íà ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå P (u, v) ñëåäâà, ÷å ïîíå åäíà îò
òðèòå ìó ôóíêöèîíàëíè äåòåðìèíàíòè â òî÷êàòà (u0, v0) íå ñå àíóëèðà; ìîæåì äà

ñ÷èòàìå, ÷å
D(x, y)

D(u, v)
(u0, v0) 6= 0. Òîãàâà, ïî òåîðåìàòà çà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå,

â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (x0, y0) ìîæåì äà èçðàçèì ïàðàìåòðèòå u è v êàòî ãëàäêè
ôóíêöèè íà êîîðäèíàòèòå x è y: u = u(x, y), v = v(x, y). Òîãàâà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
(ũ0, ṽ0) èçîáðàæåíèåòî Φ ìîæå äà ñå çàäàäå ñ åäíîêðàòíî ãëàäêèòå ôóíêöèè

u (ũ, ṽ) = u (x (ũ, ṽ) , y (ũ, ṽ)) , v (ũ, ṽ) = v (x (ũ, ṽ) , y (ũ, ṽ)) .

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà ñúùî òàêà, ÷å ÿêîáèàíúò íà òîâà èçîáðàæåíèå å ðàçëè÷åí îò

íóëà.
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Îáùî ïîíÿòèå çà ïîâúðõíîñò. Îêàçâà ñå, ÷å ïàðàìåòðè÷íî çà-
äàäåíèòå ïîâúðõíèíè îáðàçóâàò ïðåêàëåíî òåñåí êëàñ. Äîðè ñôåðàòà â
R3 íå ïðèòåæàâà ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðèçàöèÿ � òîâà ìîæå äà ñòàíå, àêî
îò íåÿ ñå ïðåìàõíå íàïðèìåð åäèí ìåðèäèàí. Òîâà íàëàãà äà ñå ðàçãëåäà
ïî-îáùî ïîíÿòèå çà ïîâúðõíèíà, êàòî ãåîìåòðè÷åí îáåêò, êîéòî ìîæå äà
ñå ïàðàìåòðèçèðà ëîêàëíî. Ïî-òî÷íî, èìàìå

Äåôèíèöèÿ. Ìíîæåñòâîòî S ⊂ R3 ñå íàðè÷à k-êðàòíî ãëàäêà
ïîâúðõíîñò â R3, àêî çà âñÿêà òî÷êà P ∈ S ñúùåñòâóâà îêîëíîñò U íà
P , òàêà ÷å S ∩ U å k-êðàòíî ãëàäêà ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà
ïîâúðõíîñò.

Ïîä êàðòà âúðõó S ùå ðàçáèðàìå îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà S,
êîåòî ïðèòåæàâà ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðèçàöèÿ. Ôîðìàëíî, êàðòà âúðõó
S å âñÿêà òðîéêà

(S ∩ U, P (u, v), D) ,

êúäåòî P = P (u, v) å ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå çà S ∩U ñ äåôèíèöè-
îííà îáëàñò D. Ìíîæåñòâîòî S ∩ U ñå íàðè÷à îáðàç íà êàðòàòà.

Ïîä àòëàñ çà S ùå ðàçáèðàìå ñúâîêóïíîñò îò êàðòè, ÷èèòî îá-
ðàçè ïîêðèâàò S.

Ïðîèçõîäúò íà ãîðíèòå òåðìèíè å ÿñåí: âñÿêà ãåîãðàôñêà êàðòà
äàâà åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ëèñòà õàðòèÿ (ïîäìíîæåñòâî íà
R2) è ÷àñò îò çåìíàòà ïîâúðõíîñò (ò.å. îò ñôåðàòà).

Â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ íà ïîâúðõíîñò âå÷å ïîïàäàò ãåîìåòðè÷íè
îáåêòè êàòî ñôåðàòà, òîðà è äð. Ùå îòáåëåæèì, ÷å åäíà òî÷êà ìîæå
äà áúäå â îáðàçà íà íÿêîëêî êàðòè, ò.å. îêîëî íåÿ äà èìà ðàçëè÷íè
ïàðàìåòðèçàöèè. Ìíîãî îò ñâîéñòâàòà, êîèòî ùå èçñëåäâàìå, íå çàâèñÿò
îò èçáîðà íà ïàðàìåòðèçàöèÿòà.

Òðè íà÷èíà çà ëîêàëíî äåôèíèðàíå íà ïîâúðõíîñòèòå.
Îêàçâà ñå, ÷å ëîêàëíî ïîâúðõíîñòòà ìîæå äà áúäå äåôèíèðàíà è ïî
äðóã íà÷èí.

Òåîðåìà 2. Íåêà S å ïîäìíîæåñòâî íà R3. Òîãàâà ñëåäíèòå óñ-
ëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

1/ Ëîêàëíî S å k-êðàòíî ãëàäêà ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà
ïîâúðõíèíà (ò.å. èçïúëíåíà å ãîðíàòà äåôèíèöèÿ).

2/ Ëîêàëíî S ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ãðàôèêà íà k-êðàòíî ãëàäêà ôóí-
êöèÿ, ñ êîÿòî åäíà îò êîîðäèíàòèòå ñå èçðàçÿâà ÷ðåç îñòàíàëèòå äâå.
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3/ Ëîêàëíî S ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ìíîæåñòâî îò íóëèòå íà äàäåíà
k-êðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ F (x, y, z) íà òðè ïðîìåíëèâè, óäîâëåòâîðÿ-

âàùà óñëîâèåòî
−−→
gradF 6= ~0.

Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äà ñúîáðàçè êàê ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïî
âñåêè åäèí îò òåçè íà÷èíè íàïðèìåð ñôåðàòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî 2/ å ÷àñòåí ñëó÷àé îò 1/, ò.å. èìàìå
2/⇒ 1/. Î÷åâèäíî èìàìå è 2/⇒ 1/: íàèñòèíà, àêî ëîêàëíî S ñå ïðåä-
ñòàâÿ íàïðèìåð ñ ðàâåíñòâîòî z = f(x, y), òî ìîæå äà ñå íàïèøå âúâ
âèäà F (x, y, z) = z − f(x, y) = 0.

Ùå äîêàæåì 1/⇒ 2/. Íåêà P0 ∈ S. Êàêòî îòáåëÿçàõìå â òåîðåìà

1, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å íàïðèìåð
D(x, y)

D(u, v)
(u0, v0) 6= 0, êîåòî ïîçâîëÿâà

â áëèçîñò äî P0 ïàðàìåòðèòå u è v äà ñå èçðàçÿò êàòî ãëàäêè ôóíêöèè
íà êîîðäèíàòèòå x è y. Îòòóê ïîëó÷àâàìå ëîêàëíîòî ïðåäñòàâÿíå

z = z (u(x, y), v(x, y)) .

Îñòàâà äà ñå äîêàæå, ÷å îò 3/ ñëåäâà 2/. Òúé êàòî
−−→
gradF (P ) 6= ~0,

ïîíå åäíà îò êîîðäèíàòèòå íà
−−→
gradF å ðàçëè÷íà îò íóëà â òî÷êàòà P ,

è ñëåäîâàòåëíî â íÿêàêâà íåéíà îêîëíîñò. Íåêà íàïðèìåð F ′z(P ) 6= 0.
Òîãàâà ïî òåîðåìàòà çà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ z ìîæå äà ñå èçðàçè êàòî
ôóíêöèÿ íà x è y, ò.å. â îêîëíîñò íà P ðàâåíñòâîòî F (x, y, z) = 0 å ðàâ-
íîñèëíî ñ ðàâåíñòâîòî z = f(x, y), êúäåòî f(x, y) å ñúîòâåòíàòà íåÿâíà
ôóíêöèÿ.

Äîïèðàòåëíî ïðîñòðàíñòâî è äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì
ïîâúðõíîñò. Â ñëó÷àÿ íà êðèâà ëèíèÿ íèå ðàçãëåäàõìå ïîíÿòèÿòà äî-
ïèðàòåëåí âåêòîð è äîïèðàòåëíà. Íåêà å äàäåíà ðåãóëÿðíà è åäíîêðàòíî
ãëàäêà ïîâúðõíîñò S, çàäàäåíà ñ óðàâíåíèÿòà

P = P (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) , (u, v) ∈ D,

è íåêà P0 = P (u0, v0) ∈ S.
Äåôèíèöèÿ. Ïîä ïàðàìåòðè÷íè äîïèðàòåëíè âåêòîðè êúì S â

òî÷êàòà P0 ùå ðàçáèðàìå âåêòîðèòå

~P ′u (u0, v0) = (x′u (u0, v0) , y′u (u0, v0) , z′u (u0, v0)) ,
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~P ′v (u0, v0) = (x′v (u0, v0) , y′v (u0, v0) , z′v (u0, v0)) .

Ñåãà ìîæåì äà èçÿñíèì ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ïîíÿòèåòî �ðåãó-
ëÿðíî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå�.

Òåîðåìà 3. Ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå å ðåãóëÿðíî òî÷íî
òîãàâà, êîãàòî âåêòîðèòå ~P ′u è ~P ′v ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè.

Ùå íè òðÿáâà åäíà òåîðåìà îò ëèíåéíàòà àëãåáðà. Íåêà
A = {aij} i=1,...,n

j=1,...,k
å k × n ìàòðèöà (ìàòðèöà ñ k ðåäà è n ñòúëáà), n ≥

k. Ðåäîâåòå íà òàçè ìàòðèöà ñà n-ìåðíè âåêòîðè, êîèòî ùå îçíà÷èì ñ
~a1,...,~ak, êàòî

~aj = (a1j, . . . , anj) ∈ Rn, j = 1, . . . , k.

Ïîä ðàíã íà ìàòðèöàòà A ñå ðàçáèðà ìàêñèìàëíîòî öÿëî p, çà êîåòî
ñúùåñòâóâà íåíóëåâà ïîääåòåðìèíàíòà íà A îò ðåä p.

Ïîä ðàíã íà ñèñòåìàòà îò âåêòîðè ~a1,...,~ak ñå ðàçáèðà ìàêñèìàëíè-
ÿò áðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòîðè èçìåæäó òÿõ.

Â ëèíåéíàòà àëãåáðà ñå äîêàçâà âàæíàòà

Òåîðåìà çà ðàíãà. Ðàíãúò íà ìàòðèöàòà A å ðàâåí íà ðàíãà íà
ñèñòåìàòà îò íåéíèòå ðåäîâå ~a1,...,~ak.

Â ÷àñòíîñò, ðàíãúò íà A å ìàêñèìàëåí (ðàâåí íà k) òî÷íî òîãàâà,
êîãàòî âåêòîðèòå ~a1,...,~ak ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè.

Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìà 3.Ùå ïðèëîæèì òåîðåìàòà çà ðàíãà
êúì ìàòðè÷íàòà ïðîèçâîäíà íà èçîáðàæåíèåòî P : D → R3:

DP (u, v) =

(
x′u(u, v) y′u(u, v) z′u(u, v)
x′v(u, v) y′v(u, v) z′v(u, v)

)
.

Ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà ñúâïàäàò ñ âåêòîðèòå P ′u(u, v) è P ′v(u, v). Ïîääå-
òåðìèíàíòèòå îò ìàêñèìàëåí (âòîðè) ðåä ñà:

D(y, z)

D(u, v)
(u, v),

D(z, x)

D(u, v)
(u, v) è

D(x, y)

D(u, v)
(u, v).

Ïî òåîðåìàòà çà ðàíãà ðåäîâåòå ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè òî÷íî êî-
ãàòî ïîíå åäíà îò òåçè òðè äåòåðìèíàíòè íå ñå àíóëèðà.
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Äåôèíèöèÿ. Íåêà P0 = P (u0, v0) ∈ S. Ïîä äîïèðàòåëíî
ïîäïðîñòðàíñòâî êúì S â òî÷êàòà P0 ùå ðàçáèðàìå ëèíåéíîòî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî, ïîðîäåíî îò âåêòîðèòå P ′u (u0, v0) è P ′v (u0, v0). Ùå ãî
îçíà÷àâàìå ñ TP0S.

Òåîðåìà 4. Äîïèðàòåëíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî íå çàâèñè îò èç-
áîðà íà ðåãóëÿðíî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà S.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà å äàäåíî ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòâàÿíå P =
P (u, v) íà ïîâúðõíîñòòà S â îêîëíîñò íà P0. Íåêà, êàêòî â òåîðåìà 1,

Φ (ũ, ṽ) = (u (ũ, ṽ) , v (ũ, ṽ)) , (ũ, ṽ) ∈ D̃ ⊂ R2

å âçàèìíî åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå íà D̃ âúðõó D. Òîãàâà

P̃ (ũ, ṽ) = P (Φ (ũ, ṽ))

å äðóãî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà S, ñ êîîðäèíàòíè ôóíêöèè

x = x̃ (ũ, ṽ) = x (u (ũ, ṽ) , v (ũ, ṽ)) , y = ỹ (ũ, ṽ) = . . .

Ïî òåîðåìàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè èìàìå

∂x̃

∂ũ
=
∂x

∂u
.
∂u

∂ũ
+
∂x

∂v
.
∂v

∂ũ
,
∂ỹ

∂ũ
=
∂y

∂u
.
∂u

∂ũ
+
∂y

∂v
.
∂v

∂ũ
,
∂z̃

∂ũ
=
∂z

∂u
.
∂u

∂ũ
+
∂z

∂v
.
∂v

∂ũ
,

è àíàëîãè÷íî çà ïðîèçâîäíèòå ïî ṽ. Ïîëó÷åíèòå øåñò ñêàëàðíè ðàâåí-
ñòâà ìîãàò äà ñå îáåäèíÿò âúâ äâåòå âåêòîðíè ðàâåíñòâà

P̃ ′ũ =
∂u

∂ũ
.P ′u +

∂v

∂ũ
.P ′v, P̃

′
ṽ =

∂u

∂ṽ
.P ′u +

∂v

∂ṽ
.P ′v.

Òåçè ðàâåíñòâà ïîêàçâàò, ÷å âåêòîðèòå P̃ ′ũ è P̃
′
ṽ ñà ëèíåéíè êîìáè-

íàöèè íà âåêòîðèòå P ′u è P
′
v.

Ñëåäîâàòåëíî, ëèíåéíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîäåíè îò äâîéêà-
òà âåêòîðè P̃ ′ũ, P̃

′
ṽ, è îò äâîéêàòà P ′u, P

′
v, ñúâïàäàò âúâ âñÿêà òî÷êà íà

ïîâúðõíèíàòà.

Äåôèíèöèÿ: íîðìàëåí âåêòîð êúì ïîâúðõíîñò. Âñåêè âåê-
òîð, îðòîãîíàëåí íà äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî â äàäåíà òî÷êà, ñå
íàðè÷à íîðìàëåí âåêòîð êúì ïîâúðõíîñòòà â òàçè òî÷êà.
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Äîïèðàòåëíè âåêòîðè è íîðìàëåí âåêòîð êúì ïîâúðõíîñò

Î÷åâèäíî íîðìàëíèÿò âåêòîð å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ñ òî÷íîñò
äî ÷èñëîâ ìíîæèòåë.

Íåêà S å ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâåíà ïîâúðõíîñò è P0 =
P (u0, v0) ∈ S. Äà îáðàçóâàìå âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà äîïèðàòåë-
íèòå âåêòîðè P ′u (u0, v0) è P ′v (u0, v0):

~N (P0) = ~P ′u (u0, v0)× ~P ′v (u0, v0) =

=

(
D(y, z)

D(u, v)
(u0, v0) ,

D(z, x)

D(u, v)
(u0, v0) ,

D(x, y)

D(u, v)
(u0, v0)

)
.

Îò ðåãóëÿðíîñòòà íà S ñëåäâà, ÷å òîçè âåêòîð íå å íóëåâ.
Ïîíÿêîãà ùå îçíà÷àâàìå òîçè âåêòîð ñ ~N(u, v) âìåñòî ñ ~N(P ).
Âåêòîðúò ~N (P ) çàâèñè îò èçáîðà íà ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà

S. Àêî

P = P̃ (ũ, ṽ) = (x̃ (ũ, ṽ) , ỹ (ũ, ṽ) , z̃ (ũ, ṽ)) , (ũ, ṽ) ∈ D̃
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å äðóãî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå â îêîëíîñò íà P0, è îçíà÷èì ñ ~̃N (P0)
ïîëó÷åíèÿ ÷ðåç íåãî íîðìàëåí âåêòîð, òî òåçè äâà âåêòîðà ñå ðàçëè÷à-
âàò ñ íåíóëåâ ÷èñëîâ ìíîæèòåë. Òîâà ñå âèæäà îò ðàâåíñòâîòî

~̃N (P0) =
D(u, v)

D (ũ, ṽ)
(ũ0, ṽ0) . ~N (P0) .

(âèæ ðàâåíñòâàòà ïðåäè òåîðåìà 1).
Äîíÿêúäå çàâèñèìîñòòà îò ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå ìîæå äà

áúäå îòñòðàíåíà, àêî ðàçãëåäàìå åäèíè÷íèÿ íîðìàëåí âåêòîð â òî÷êàòà
P :

~n(P ) =
~N(P )∣∣∣ ~N(P )

∣∣∣ .
Òîãàâà åäèíè÷íèòå íîðìàëíè âåêòîðè, ñúîòâåòñòâàùè íà íîâîòî è

ñòàðîòî ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ, ñúâïàäàò ñ òî÷íîñò äî çíàê:

~̃n (P ) = ±~n (P ) ,

êàòî çíàêúò â òàçè ôîðìóëà ñúâïàäà ñúñ çíàêà íà ôóíêöèîíàëíàòà äå-

òåðìèíàíòà
D(u, v)

D (ũ, ṽ)
(ũ, ṽ).*

Òîçè ôàêò ìîòèâèðà ñëåäíàòà
Äåôèíèöèÿ. Ðåãóëÿðíèòå ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà S,

çàäàäåíè ñ ïàðàìåòðèòå (u, v) è (ũ, ṽ) ñúîòâåòíî, ñå íàðè÷àò
åäíàêâî îðèåíòèðàíè, àêî ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà ñâúðçâà-
ùîòî ãè èçîáðàæåíèå å ïîëîæèòåëíà.

Àíàëîãè÷íî, ùå ãè íàðè÷àìå ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðàíè, àêî
òàçè äåòåðìèíàíòà å îòðèöàòåëíà.

Î÷åâèäíî äâå ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ ñà åäíàêâî îðèåíòèðà-
íè, êîãàòî ñúîòâåòíèòå èì åäèíè÷íè íîðìàëè ñúâïàäàò.

Àêî îçíà÷èì ñ α(P ), β(P ), γ(P ) úãëèòå, êîèòî åäèíè÷íèÿò íîð-
ìàëåí âåêòîð ~n(P ) ñêëþ÷âà ñ êîîðäèíàòíèòå âåêòîðè, ~x, ~y, ~z, òî òîçè
âåêòîð ìîæå äà ñå íàïèøå âúâ âèäà

~n(P ) = (cosα(P ), cosβ(P ), cos γ(P )) .

*Òúé êàòî äåôèíèöèîííàòà îáëàñò D̃ íà ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå ñå ïðåäïî-
ëàãà äà å ñâúðçàíà, òîçè çíàê å åäíàêúâ âúâ âñè÷êè íåéíè òî÷êè.
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Êîìïîíåíòèòå íà åäèíè÷íèÿ âåêòîð ~n(P ) ñå íàðè÷àò îùå íåãîâè
äèðåêòîðíè êîñèíóñè.

Îðèåíòàöèÿ íà ïîâúðõíîñò. Â îáùèÿ ñëó÷àé, äâå êàðòè âúðõó
äàäåíà ïîâúðõíîñò, ÷èèòî îáðàçè ñå ïðåñè÷àò, ìîãàò äà áúäàò åäíàêâî
èëè ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðàíè (âúðõó ñå÷åíèåòî íà îáðàçèòå èì).

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å âúðõó ïîâúðõíîñòòà S å çàäàäåíà
îðèåíòàöèÿ, àêî å çàäàäåí àòëàñ íà S òàêúâ, ÷å âñåêè äâå êàðòè îò
íåãî, ÷èèòî îáðàçè ñå ïðåñè÷àò, ñà åäíàêâî îðèåíòèðàíè.

Ñïîìíÿéêè ñè âðúçêàòà ìåæäó åäèíè÷íàòà íîðìàëà è ïàðàìåò-
ðè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ, ïîëó÷àâàìå åêâèâàëåíòíàòà

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å âúðõó ïîâúðõíîñòòà S å çàäàäåíà
îðèåíòàöèÿ, àêî çà âñÿêà òî÷êà P ∈ S å çàäàäåí åäèíè÷åí íîðìàëåí
âåêòîð ~n(P ), íåïðåêúñíàòî çàâèñåùà îò òî÷êàòà P .

Íàèñòèíà, àêî èìàìå àòëàñ îò åäíàêâî îðèåíòèðàíè êàðòè, òî ïî-
ðîäåíàòà îò òÿõ åäèíè÷íà íîðìàëà âúâ âñÿêà òî÷êà íå çàâèñè îò èçáîðà
íà êàðòàòà.

Îáðàòíî, àêî èìàìå íåïðåêúñíàòà åäèíè÷íà íîðìàëà âúðõó S, ìî-
æåì äà ðàçãëåäàìå ñàìî òåçè ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ, çà êîèòî ïî-
ðîäåíàòà îò òÿõ åäèíè÷íà íîðìàëà ñúâïàäà ñ äàäåíàòà. Î÷åâèäíî ñúîò-
âåòíèòå êàðòè ñà åäíàêâî îðèåíòèðàíè è îáðàçóâàò àòëàñ çà S.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ïîâúðõíîñòòà S å îðèåíòèðóåìà, àêî
âúðõó íåÿ ñúùåñòâóâà îðèåíòàöèÿ.

Òåîðåìà 5. Âñÿêà îðèåíòèðóåìà ñâúðçàíà ïîâúðõíîñò ïðèòåæà-
âà òî÷íî äâå îðèåíòàöèè, âñÿêà îò êîèòî ïðîòèâîïîëîæíà íà äðóãà-
òà.

Òîâà òâúðäåíèå å èíòóèòèâíî î÷åâèäíî, è íèå íÿìà äà ãî äîêàçâàìå
òóê.

Âúðõó ñôåðàòà íàïðèìåð îðèåíòàöèèòå ñúîòâåòñòâóâàò íà äâàòà
âúçìîæíè èçáîðà íà åäèíè÷íàòà íîðìàëà � âúíøíà íîðìàëà (ñî÷åùà
íàâúí îò îãðàäåíîòî îò ñôåðàòà êúëáî), è âúòðåøíà (ñî÷åùà íàâúòðå).

Ëèñò íà Ìüîáèóñ. Ñúùåñòâóâàò è íåîðèåíòèðóåìè ïîâúðõíîñ-
òè, ò.å. òàêèâà, âúðõó êîèòî íå ìîæå äà áúäå èçáðàí íåïðåêúñíàò êëîí
íà åäèíè÷íàòà íîðìàëà. Íàé-ïðîñòèÿò ïðèìåð çà òàêàâà ïîâúðõíîñò å
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Ëèñò íà Ìüîáèóñ

ò.íàð. ëèñò íà Ìüîáèóñ (âèæ ÷åðòåæà). Òîé ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí, êà-
òî âçåìåì ïðàâîúãúëíà èâèöà õàðòèÿ è ñúåäèíèì äâàòà ñðåùóïîëîæíè
êðàÿ, êàòî ïðåäâàðèòåëíî çàâúðòèì åäèíèÿ íà 180o.

Àêî ñè ïðåäñòàâèì, ÷å ñå äâèæèì ïî ëèñòà íà Ìüîáèóñ, òî, òðúã-
âàéêè îò äàäåíà òî÷êà è îïèñâàéêè ïúëíà îáèêîëêà, ïðè âðúùàíåòî
â íà÷àëíàòà òî÷êà, íèå ùå ñå îêàæåì íà ïðîòèâîïîëîæíàòà ñòðàíà íà
ïîâúðõíîñòòà. Òàêèâà ïîâúðõíîñòè ñå íàðè÷àò îùå åäíîñòðàííè.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà S å ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà ïîâúð-
õíîñò è P0 å òî÷êà îò S. Ïîä äîïèðàòåëíà ðàâíèíà êúì S ðàçáèðà-

ìå ðàâíèíàòà, ìèíàâàùà ïðåç P0 è êîëèíåàðíà ñ âåêòîðèòå ~P ′u(P0),
~P ′v(P0).

Ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà òàçè ðàâíèíà, ñ ïàðàìåòðè t è s,
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èìà âèäà
~P (t, s) = ~P0 + t. ~P ′u(P0) + s. ~P ′v(P0).

Ñëó÷àé íà ÿâíî çàäàäåíà ïîâúðõíîñò. Àêî ïîâúðõíîñòòà å
çàäàäåíà ÿâíî, ò.å ñ óðàâíåíèåòî z = f(x, y), äîïèðàòåëíîòî ïîäïðîñò-
ðàíñòâî â òî÷êàòà (x, y, f (x, y)) ñå ïîðàæäà îò âåêòîðèòå

~P ′x (x, y) = (1, 0, f ′x (x, y)) ,

~P ′y (x, y) =
(
0, 1, f ′y (x, y)

)
.

Íîðìàëàòà â òî÷êàòà (x, y, f (x, y)) ñå çàäàâà ñ ôîðìóëàòà

~N (x, y) =
(
−f ′x (x, y) ,−f ′y (x, y) , 1

)
.

Èìàìå ∣∣∣ ~N (x, y)
∣∣∣ =

√
1 + f ′x (x, y)2 + f ′y (x, y)2.

Çà åäèíè÷íàòà íîðìàëà ïîëó÷àâàìå

~n (x, y) = (cosα (x, y) , cosβ (x, y) , cos γ (x, y)) ,

êúäåòî

cosα(x, y) = − f ′x(x, y)

1 + f ′x(x, y)2 + f ′x(x, y)2
,

cosβ(x, y) = −
f ′y(x, y)

1 + f ′x(x, y)2 + f ′x(x, y)2
,

cos γ(x, y) = − 1

1 + f ′x(x, y)2 + f ′x(x, y)2
.

Îò äâàòà âúçìîæíè èçáîðà íà åäèíè÷íà íîðìàëà òîâà å òîçè, êîéòî
ñêëþ÷âà îñòúð úãúë ñ êîîðäèíàòíèÿ âåêòîð ~z, ò.å. 〈~n(P ), ~z〉 > 0. ßâíî
çàäàäåíàòà ïîâúðõíîñò âèíàãè å îðèåíòèðóåìà, êàòî îáèêíîâåíî âúðõó
íåÿ ñå âçåìà îðèåíòàöèÿòà, ïîðîäåíà îò òàêà âçåòàòà åäèíè÷íà íîðìàëà.

Äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì ÿâíî çàäàäåíà ïîâúðõíîñò â òî÷êàòà
(x0, y0, f (x0, y0)) ñå äàâà ñ óðàâíåíèåòî

z = l(x, y) = f (x0, y0) + (x− x0) f ′x (x0, y0) + (y − y0) f ′y (x0, y0) .
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Ëèöå íà ïîâúðõíîñò. Ïðè îïðåäåëÿíå íà ïîíÿòèåòî �äúë-
æèíà íà êðèâà� íèå èçïîëçâàõìå âïèñàíè â êðèâàòà íà÷óïåíè ëèíèè.
Ëîãè÷íî å äà ñå îïèòà ïîäîáåí ïîäõîä è â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé, ò.å. äà ñå
îïðåäåëè ëèöåòî íà ïîâúðõíîñòòà êàòî ãðàíèöè íà ëèöàòà âïèñàíèòå â
íåÿ ìíîãîñòåíè, êîãàòî äèàìåòúðúò íà îòäåëíèòå ñòåíè êëîíè êúì íóëà.

Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å òîçè ïîäõîä íå âîäè êúì î÷àêâàíèÿ ðåçóëòàò.
Äîðè çà ïîâúðõíîñò îò íàé-ïðîñò âèä, êàòî íàïðèìåð ïðàâ êðúãîâ öè-
ëèíäúð, òàçè ãðàíèöà ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëíî ÷èñëî (èëè áåçêðàéíîñò)
â çàâèñèìîñò îò èçáîðà íà âïèñàíèòå ìíîãîñòåíè (âèæ ò.íàð. �áîòóø íà
Øâàðö�, çàä. ??).

Òóê ùå äåôèíèðàìå ëèöå ñàìî çà åäíîêðàòíî ãëàäêè ðåãóëÿðíè
ïâúðõíîñòè, çà êîèòî ðàçïîëàãàìå ñ ïîíÿòèåòî �äîïèðàòåëíà ðàâíèíà�.
Ïðåäâàðèòåëíî ùå îòáåëåæèì, ÷å â ñëó÷àé íà ðàâíèíà â R3 íèå ìîæåì
äà äåôèíèðàìå ìÿðêàòà íà Ïåàíî-Æîðäàí (ò.å. ëèöå) ïî ñúùèÿ íà÷èí,
êàêòî òîâà ñå ïðàâè â R2 (âèæ ÷àñò II, �2.1).

Íåêà S å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ðåãó-
ëÿðíà ïîâúðõíîñò S̃. Ïîä ðàçáèâàíå τ íà S ùå ðàçáèðàìå ïðåäñòàâÿíåòî
S = S1∪ . . .∪Sk, êúäåòî S1, . . . , Sk ñà èçìåðèìè ìíîæåñòâà ñ íåïðåñè÷à-
ùè ñå âúòðåøíîñòè. Äà èçáåðåì âúâ âñÿêî îò òÿõ ïî åäíà òî÷êà Pi ∈ Si.
Íåêà ñ Ti îçíà÷èì äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì S â òî÷êàòà Pi, è íåêà
Πi å îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâîòî R3 âúðõó Ti.

Èäåÿòà íà äåôèíèöèÿòà çà ëèöå å ñëåäíàòà: ëèöåòî íà ïðîåêöèÿòà
Πi (Si) å áëèçêî äî ëèöåòî íà ïîâúðõíîñòòà Si, êàòî êîëêîòî ïî-äðåáíî
å ðàçáèâàíåòî τ , òîëêîâà òåçè ëèöà ùå áúäàò ïî-áëèçêè. Îáà÷å Πi (Si) å
ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà Ti, è íèå çíàåì êàê äà äåôèíèðàìå íåãîâîòî
ëèöå µ (Πi (Si)). òàêà ñòèãàìå äî ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

Äåôèíèöèÿ.Çà âñÿêî ðàçáèâàíå τ íà S äà ïîëîæèì

Rτ =
k∑
i=1

µ (Πi (Si)) .

Òîãàâà ïîä ëèöå íà S ùå ðàçáèðàìå ÷èñëîòî*

µ(S) = lim
diam τ→0

Rτ .

*Ïî-äîëó ùå âèäèì, ÷å ïðè íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ òàçè ãðàíèöà ñúùåñòâó-
âà.
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Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ íå çàâèñè îò èçáîðà íà àòëàñ âúðõó S è íà îð-
òîãîíàëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â R3. Ëåñíî ìîæå äà ñå äîêàæå (íÿìà
äà ãî ïðàâèì òóê), ÷å òàêà âúâåäåíàòà ìÿðêà âúðõó S ïðèòåæàâà îñíîâ-
íîòî ñâîéñòâî íà ìÿðêàòà � àäèòèâíîñò. Ùå ïîêàæåì êàê ñå ïðåñìÿòà
òàçè ìÿðêà çà ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâåíà ïîâúðõíîñò.

Òåîðåìà 6. Íåêà ïîâúðõíîñòòà S ïðèòåæàâà ðåãóëÿðíîòî ïà-
ðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

P = P (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) , (u, v) ∈ D,

êúäåòî D å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà R2. Òîãàâà å âàëèäíà ôîðìó-
ëàòà

µ(S) =

∫∫
D

∣∣∣ ~N(u, v)
∣∣∣ du dv =

=

∫∫
D

√(
D(y, z)

D(u, v)
(u, v)

)2

+

(
D(z, x)

D(u, v)
(u, v)

)2

+

(
D(x, y)

D(u, v)
(u, v)

)2

du dv.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà Q = (u, v) ∈ D íîðìàëàòà ~N(Q) å íåïðåêúñ-
íàòà ôóíêöèÿ íà òî÷êàòà Q. Ñëåäîâàòåëíî, çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà

δ > 0, òàêà ÷å îò |Q2 −Q1| < δ äà ñëåäâà
∣∣∣ ~N(Q2)− ~N(Q1)

∣∣∣ < ε.

Íåêà τ : D = ∪ki=1Di å ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî D íà èçìåðèìè
ìíîæåñòâà ñ íåïðåñè÷àùè ñå âúòðåøíîñòè, ñ äèàìåòúð, ïî-ìàëúê îò δ.
Íåêà S = ∪ki=1Si å ñúîòâåòíîòî ðàçáèâàíå íà ïîâúðõíîñòòà S, êúäåòî
Si = P (Di). Äà èçáåðåì ïî åäíà òî÷êà Qi ∈ Di è íåêà Pi = P (Qi) ∈ Si
å ñúîòâåòíàòà òî÷êà îò S. Êàêòî ïî-ãîðå, Ti îçíà÷àâà äîïèðàòåëíàòà
ðàâíèíà êúì S â òî÷êàòà Pi, à Πi � îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ âúðõó Ti.

Ëåìà. Ïðè ãîðíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî∣∣∣µ (Πi (Si))−
∣∣∣ ~N (Qi)

∣∣∣µ (Di)
∣∣∣ < ε.µ (Di) .
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Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Íèêîÿ îò âåëè÷èíèòå, ó÷àñòâàùè âúâ
ôîðìóëàòà, íå çàâèñè îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â R3. Ñëåäî-
âàòåëíî ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å òî÷êàòà Pi ñúâïàäà ñ íà÷àëîòî íà êîîðäè-
íàòèòå, ÷å îñèòå O~x è O~y ëåæàò â äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà Ti, è ÷å îñòà
O~z å åäíîïîñî÷íà ñ ~N (Qi). Â òåçè êîîðäèíàòè ïðîåêöèÿòà Πi ñúâïàäà ñ
êîîðäèíàòíàòà ïðîåêöèÿ âúðõó ðàâíèíàòà Oxy, à âåêòîðúò ~N (Qi) èìà
âèäà

~N (Qi) =
(

0, 0,
∣∣∣ ~N (Qi)

∣∣∣) .
Ïðèëàãàéêè òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â äâîéíè èíòåã-

ðàëè è òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè, ïîëó÷àâàìå

µ (Πi (Si)) =

∫ ∫
Πi(Si)

dxdy =

∫∫
Di

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)
(u, v)

∣∣∣∣ dudv =

=

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

(
Q̃i

)∣∣∣∣µ (Di) , êúäåòî Q̃i å ïîäõîäÿùà òî÷êà îò Di.

×èñëîòî
D(x, y)

D(u, v)

(
Q̃i

)
ïðåäñòàâëÿâà z-êîîðäèíàòàòà íà âåêòîðà

~N
(
Q̃i

)
. Çà ìàëêè ε òî å ïîëîæèòåëíî (òúé êàòî å áëèçêî äî

∣∣∣ ~N (Qi)
∣∣∣)

è ñëåäîâàòåëíî ìîäóëúò â ãîðíàòà ôîðìóëà ìîæå äà áúäå ïðîïóñíàò.
Ðàçëèêàòà ìåæäó z-êîîðäèíàòèòå íà äâà âåêòîðà íå íàäìèíàâà

íîðìàòà íà ðàçëèêàòà íà âåêòîðèòå. Ïðèëàãàéêè òîâà êúì âåêòîðèòå
~N (Qi) è ~N

(
Q̃i

)
, ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣∣∣ ~N (Qi)
∣∣∣− D(x, y)

D(u, v)

(
Q̃i

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ~N (Qi)− ~N
(
Q̃i

)∣∣∣ < ε,

îòêúäåòî, ñëåä óìíîæåíèå ñ µ (Di), âåäíàãà ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà ëå-
ìàòà.

Ùå äîâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà. Äà ïîëîæèì, êàêòî
ïî-ãîðå,

Rτ =
k∑
i=1

µ (Πi (Si)) ,
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è íåêà

R̃τ =
k∑
i=1

∣∣∣ ~N (Qi)
∣∣∣µ (Di) .

Ïî ëåìàòà çà âñÿêî ðàçáèâàíå τ ñ diam τ < δ èìàìå∣∣∣Rτ − R̃τ

∣∣∣ < k∑
i=1

εµ (Di) = εµ (D) .

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

lim
diam τ→0

(
Rτ − R̃τ

)
= 0.

Òúé êàòî

lim
diam τ→0

R̃τ =

∫∫
D

∣∣∣ ~N(u, v)
∣∣∣ du dv è lim

diam τ→0

Rτ = µ(S),

ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà.

Àêî S å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà íÿêîÿ ðåãóëÿðíà ïîâúðõíîñò
S̃, òî íèå ìîæåì äà ðàçáèåì S íà êðàåí áðîé êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà
ñ íåïðåñè÷àùè ñå âúòðåøíîñòè S1, . . . , Sk, è äà èç÷èñëèì ëèöåòî íà S,
ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà çà âñÿêà îò òÿõ è ñúáèðàéêè ïîëó÷åíèòå ðåçóë-
òàòè.

Ñëó÷àé íà ÿâíî çàäàäåíà ïîâúðõíîñò. Â ÷àñòíîñò, çà ïîâúð-
õíîñò, ÿâíî çàäàäåíà ñ óðàâíåíèåòî

z = f(x, y), (x, y) ∈ D,

ïîëó÷àâàìå äîêàçàíàòà â ïðåäèøíèòå ÷àñòè ôîðìóëà

µ(S) =

∫∫
D

√
1 + f ′x(x, y)2 + f ′y(x, y)2 dxdy.

Èìàéêè ïðåä âèä ôîðìóëèòå çà äèðåêòîðíèòå êîñèíóñè íà åäèíè÷íàòà
íîðìàëà, òàçè ôîðìóëà ìîæå äà ñå íàïèøå âúâ âèäà

µ(S) =

∫∫
D

dxdy

|cos γ(x, y)|
.
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Â çíàìåíàòåëÿ ñå âçåìà ìîäóëúò íà êîñèíóñà, çà äà ñå íàïðàâè ôîðìó-
ëàòà íåçàâèñèìà îò èçáîðà íà åäèíè÷íàòà íîðìàëà.

Äåòåðìèíàíòà íà Ãðàì. Äðóãî çàïèñâàíå íà ôîðìóëàòà çà
ëèöåòî. Ùå çàïî÷íåì ñ åäíà êîíñòðóêöèÿ îò ëèíåéíàòà àëãåáðà. Íåêà
~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) ñà äâà âåêòîðà â R3.

Äåôèíèöèÿ. Ïîä äåòåðìèíàíòà íà Ãðàì íà âåêòîðèòå ~a è ~b ùå
ðàçáèðàìå ÷èñëîòî

Γ
(
~a,~b
)

=

∣∣∣∣∣∣ 〈~a,~a〉
〈
~a,~b
〉〈

~b,~a
〉 〈

~b,~b
〉 ∣∣∣∣∣∣ .

Òåîðåìà 7. Èçïúëíåíè ñà ðàâåíñòâàòà∣∣∣~a×~b∣∣∣2 =

∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣2 = Γ
(
~a,~b
)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà íà
âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå. Âòîðîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò ãåîìåòðè÷íàòà äå-
ôèíèöèÿ íà âåêòîðíîòî è ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå: àêî îçíà÷èì ñ α

úãúëà ìåæäó âåêòîðèòå ~a è ~b, èìàìå
∣∣∣~a×~b∣∣∣ = |~a|

∣∣∣~b∣∣∣ sinα è〈
~a,~b
〉

= |~a|
∣∣∣~b∣∣∣ cosα. Îò âòîðàòà ôîðìóëà ïîëó÷àâàìå

Γ
(
~a,~b
)

= |~a|2
∣∣∣~b∣∣∣2 (1− cos 2α

)
=
∣∣∣~a×~b∣∣∣2 .

Íåêà S å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà ïîâúðõíîñò. Ïðîèçâîäíèòå íà ïà-
ðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå P = P (u, v) ñà ïàðàìåòðè÷íèòå äîïèðàòåëíè
âåêòîðè ~P ′u(u, v), ~P ′v(u, v). Äà âúâåäåì îçíà÷åíèÿòà*

E(u, v) =
〈
~P ′u(u, v), ~P ′u(u, v)

〉
=
∣∣∣~P ′u(u, v)

∣∣∣2 , F (u, v) =
〈
~P ′u(u, v), ~P ′v(u, v)

〉
,

*Òåçè ôóíêöèè ñå íàðè÷àò êîåôèöèåíòè íà Ãàóñ íà ïîâúðõíîñòòà.
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G(u, v) =
〈
~P ′v(u, v), ~P ′v(u, v)

〉
=
∣∣∣~P ′v(u, v)

∣∣∣2 .
Çà äåòåðìèíàíòàòà íà Ãðàì íà âåêòîðèòå ~P ′u(u, v), ~P ′v(u, v) ïîëó÷àâàìå

Γ
(
~P ′u(u, v), ~P ′v(u, v)

)
= E(u, v).G(u, v)− F (u, v)2.

Èçïîëçâàéêè òåîðåìà 7, ùå íàïèøåì ïî äðóã íà÷èí ôîðìóëàòà çà
ëèöå íà ïîâúðõíîñò îò òåîðåìà 6:

Ñëåäñòâèå 8. Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà íà òåîðåìà 6 å âàëèäíà
ôîðìóëàòà

µ(S) =

∫∫
D

√
E(u, v).G(u, v)− F (u, v)2 dudv.

Íàé-÷åñòî ïðåñìÿòàíèÿòà ïî òàçè ôîðìóëà ñà ïî-ëåêè, îòêîëêîòî
ïî äàäåíàòà â òåîðåìà 6.

Ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå ñôåðà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R,
ïàðàìåòðèçèðàíà ñ ïîëÿðíèòå úãëè θ è ϕ ïî ôîðìóëèòå

x = R cos θ sinϕ, y = R sin θ sinϕ, z = R cosϕ.

Ëåñíî ñå ïðåñìÿòà, ÷å â òîçè ñëó÷àé

E(θ, ϕ) = R2, G(θ, ϕ) = R2sin 2ϕ, F (θ, ϕ) = 0

(ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å ìåðèäèàíèòå è ïàðàëåëèòå
ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè ïîìåæäó ñè). Îòòóê

√
EG− f 2 = R2sinϕ.

Àêî K å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà ïðàâîúãúëíèêà [0, 2π]× [0, π],
è SK å ÷àñòòà îò ñôåðàòà, îòãîâàðÿùà íà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå
(θ, ϕ) ∈ K, òî çà íåéíîòî ëèöå ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

µ (SK) = R2

∫∫
K

sinϕ dθdϕ.

Ëèöå íà ðîòàöèîííà ïîâúðõíîñò. Â �2.7 íà ÷àñò II áåøå èçâå-
äåíà íà áàçàòà íà èíòóèòèâíè ñúîáðàæåíèÿ ôîðìóëà çà ëèöå íà ðîòà-
öèîííà ïîâúðõíîñò. Òóê ùå èçâåäåì ñúùàòà ôîðìóëà ÷ðåç èçïîëçâàíå
íà äàäåíèòå äåôèíèöèè.
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Íåêà ïîâúðõíîñòòà Sf å ïîëó÷åíà ÷ðåç âúðòåíå îêîëî îñòà x íà
ãðàôèêàòà íà åäíîêðàòíî ãëàäêàòà ôóíêöèÿ f(x), äåôèíèðàíà â èíòåð-
âàëà [a, b]. Òàçè ïîâúðõíîñò ìîæå äà ñå ïàðàìåòðèçèðà, êàòî çà åäèí îò
ïàðàìåòðèòå ñå ïðèåìå êîîðäèíàòàòà x, à çà âòîðè � úãúëà íà âúðòåíå
θ ∈ [0, 2π]. Ïîëó÷àâàìå ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

x = x, y = f(x) cos θ, z = f(x) sin θ, x ∈ [a, b], θ ∈ [0, 2π].

Ëåñíî ñå ïðåñìÿòà, ÷å

P ′x(x, θ) = (1, f ′(x) cos θ, f ′(x) sin θ) ,

P ′θ(x, θ) = (0,−f(x) sin θ, f(x) cos θ) .

Îòòóê ïîëó÷àâàìå

E(x, θ) = 1 + f ′(x)2, F (x, θ) = 0, G(x, θ) = f(x)2

è ñëåäîâàòåëíî

µ (Sf ) =

∫ 2π

0

∫ b

a

f(x)
√

1 + f ′(x)2 dx dθ =

= 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + f ′(x)2 dx.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Íåêà ïîâúðõíîñòòà S ñå ïðåäñòàâÿ ñ óðàâíåíèåòî F (x, y, z) = 0,
êàòî

−−→
gradF (P ) 6= ~0. Äîêàæåòå, ÷å äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî TPS â

òî÷êàòà P ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå êúì âåêòîðà
−−→
gradF (P ).

Óïúòâàíå. Íåêà P = P (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) å ðåãóëÿð-
íà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà S. Äèôåðåíöèðàéêè òúæäåñòâîòî

F (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ≡ 0,

ïîêàæåòå, ÷å

F ′xx
′
u + F ′yy

′
u + F ′zz

′
u ≡ 0, F ′xx

′
v + F ′yy

′
v + F ′zz

′
v ≡ 0,
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è ñëåäîâàòåëíî〈−−→
gradF (P ) , P ′u

〉
≡ 0,

〈−−→
gradF (P ) , P ′v

〉
≡ 0.

Äîêàæåòå, ÷å îò òóê ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà.

2. Íåêà â óñëîâèÿòà íà ïðåäíàòà çàäà÷à S å êîìïàêòíà ïîâúðõ-
íîñò, ïðîåêöèÿòà �è âúðõó ðàâíèíàòà Oxy å åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå, D
å îáðàçúò íà S ïðè òàçè ïðîåêöèÿ, è F ′z 6= 0. Íåêà z = f(x, y) å íåÿâíàòà
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíÿ âúðõó D îò óðàâíåíèåòî F (x, y, z) = 0. Äîêàæåòå,
÷å

µ(S) =

∫∫
D

∣∣∣−−→gradF (x, y, f(x, y))
∣∣∣

|F ′z(x, y, f(x, y))|
dxdy.

2. Íåêà S å ðåãóëÿðíà ïîâúðõíîñò è Γ å ðåãóëÿðíà êðèâà, ðàçïî-
ëîæåíà âúðõó S. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêà òî÷êà P ∈ Γ äîïèðàòåëíèÿò
âåêòîð âåêòîð ~l(P ) êúì Γ â òî÷êàòà P ïðèíàäëåæè íà äîïèðàòåëíîòî
ïðîñòðàíñòâî TPS.

Óïúòâàíå. Íåêà ~P = ~P (u, v) å ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà S.
Ðàçñúæäàâàéêè êàêòî â òåîðåìà 1, ïîêàæåòå, ÷å (ëîêàëíî) ñúùåñòâóâàò
ãëàäêè ôóíêöèè u(t), v(t) òàêèâà, ÷å

~Q(t) = ~P (u(t), v(t))

å ïàðàìåòðèçàöèÿ íà êðèâàòà Γ. Äèôåðåíöèðàéêè, ïîëó÷àâàìå, ÷å äî-
ïèðàòåëíèÿò âåêòîð ~l(P (t)) = ~Q′(t) êúì Γ ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

~Q′(t) = u′(t). ~P ′u(u(t), v(t)) + v′(t). ~P ′v(u(t), v(t)),

ò.å. âåêòîðúò ~Q′(t) å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà âåêòîðèòå ~P ′u(u(t), v(t)) è
~P ′v(u(t), v(t)).

3. Äîêàæåòå, ÷å äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî TPS êúì S â òî÷-
êàòà P ñå ñúñòîè îò äîïèðàòåëíèòå âåêòîðè â òàçè òî÷êà êúì âñè÷êè
ðåãóëÿðíè êðèâè âúðõó S, ìèíàâàùè ïðåç íåÿ.

4. Íåêà ~P = ~P (u, v) å ðåãóëÿðíî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà
ïîâúðõíîñòòà S, è Γ å êðèâà âúðõó S ñ ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

~Q(t) = ~P (u(t), v(t)), t ∈ [a, b].



106 ÃËÀÂÀ 2. ÏÎÂÚÐÕÍÎÑÒÈ È ÏÎÂÚÐÕÍÈÍÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ

Äîêàæåòå, ÷å äúëæèíàòà l(Γ) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

l(Γ) =

b∫
a

√
E. (u′(t))2 + F.u′(t)v′(t) +G. (v′(t))2 dt.

êúäåòî E = E(u(t), v(t)) è ò.í.

Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéòå èçðàçà çà äîïèðàòåëíèÿ âåêòîð êúì Γ,
ïîëó÷åí â çàä. 2.

5. (Ïîâúðõíîñò â ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè.) Â ïðîñòðàíñòâîòî
R3 ùå âúâåäåì ò.íàð. ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè (ρ, θ, ϕ), ñâúðçàíè ñ äåêàð-
òîâèòå êîîðäèíàòè ÷ðåç ôîðìóëèòå

x = ρ cos θ sinϕ, y = ρ sin θ sinϕ, z = ρ cosϕ, ρ ≥ 0, θ ∈ [0, 2π], ϕ ∈ [0, π]

(âèæ �1.9 îò ÷àñò II).
Íåêà ïîâúðõíîñòòà S ñå çàäàâà ñ óðàâíåíèåòî

ρ = ρ(θ, ϕ), (θ, ϕ) ∈ K.

Äîêàæåòå, ÷å êîåôèöèåíòèòå íà Ãàóñ ñå çàäàâàò ñ ôîðìóëèòå

E(θ, ϕ) =
(
ρ′ϕ
)2

+ ρ2, F (θ, ϕ) = ρ′ϕ.ρ
′
θ, G(θ, ϕ) = (ρ′θ)

2
+ ρ2sin 2ϕ,

è

µ(S) =

∫∫
K

√
ρ2sin 2ϕ+

(
ρ′ϕ
)2
sin 2ϕ+ (ρ′θ)

2.ρ dθdϕ.

6. Íåêà ~a1, . . . , ~an ∈ Rn ñà âåêòîðè ñ êîîðäèíàòè

~ai = (ai,1, . . . , ai,n) , i = 1, . . . , n,

è A å ìàòðèöàòà, ñúñòàâåíà îò òåçè âåêòîðè:

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n

· · · · · · · · · · · ·
an,1 an,2 · · · an,n

 .



2.1. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÍÎ ÇÀÄÀÄÅÍÈ ÏÎÂÚÐÕÍÎÑÒÈ 107

Äîêàæåòå, ÷å îáåìúò µ(Π) íà ïàðàëåëåïèïåäà Π, ïîñòðîåí âúðõó âåêòî-
ðèòå ~a1, . . . , ~an, ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

µ(Π) = |detA| .

Óïúòâàíå. Ðàçãëåäàéòå A êàòî ëèíåéíî èçîáðàæåíèå íà Rn â Rn.
Òîãàâà Π ñå îêàçâà îáðàç íà êóáà [0, 1]× . . .× [0, 1]. Èçïîëçâàéòå ôîðìó-
ëàòà çà îòíîøåíèå íà îáåìèòå ïðè ëèíåéíè ïðåîáðàçîâàíèÿ � âèæ ÷àñò
II, �2.6, ëåìà 1.

7. Íåêà â óñëîâèÿòà íà ãîðíàòà çàäà÷à B å ìàòðèöàòà, ñúñòàâåíà
îò ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ íà âåêòîðèòå ~ai:

B =


〈~a1, ~a1〉 〈~a1, ~a2〉 · · · 〈~a1, ~an〉
〈~a2, ~a1〉 〈~a2, ~a2〉 · · · 〈~a2, ~an〉
· · · · · · · · · · · ·
〈 ~an, ~a1〉 〈 ~an, ~a2〉 · · · 〈 ~an, ~an〉

 .

Äîêàæåòå, ÷å
detB = (detA)2 ,

è ñëåäîâàòåëíî
µ(Π) =

√
detB.

Óïúòâàíå. Äîêàæåòå, ÷å B = A ◦ AT , êúäåòî AT å òðàíñïîíèðà-
íàòà ìàòðèöà íà A.

7. Äåòåðìèíàíòà íà Ãðàì â îáùèÿ ñëó÷àé. Íåêà ~a1, . . . , ~ak ∈
Rn ñà k íà áðîé n-ìåðíè âåêòîðè, êàòî ñåãà k ≤ n. Ïîä
äåòåðìèíàíòà íà Ãðàì íà òåçè âåêòîðè ùå ðàçáèðàìå äåòåðìèíàíòàòà
íà ìàòðèöàòà B îò ïðåäíàòà çàäà÷à:

Γ (~a1, . . . , ~ak) = det {〈~ai,~aj〉}i,j=1,...,k .

Íåêà Π å k-ìåðíèÿò ïàðàëåëåïèïåä, ïîñòðîåí âúðõó âåêòîðèòå
~a1, . . . , ~ak. Äîêàæåòå, ÷å k-ìåðíèÿò îáåì íà Π ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

µ(Π) =
√

Γ (~a1, . . . , ~ak).
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Ñëåäñòâèå. Äåòåðìèíàíòàòà íà Ãðàì íà ñèñòåìà îò âåêòîðè âèíà-
ãè å íåîòðèöàòåëíà. Òÿ å ðàâíà íà íóëà òî÷íî òîãàâà, êîãàòî âåêòîðèòå
ñà ëèíåéíî çàâèñèìè.

Óïúòâàíå. Íåêà ñ Rk îçíà÷èì k-ìåðíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rn,
ïîðîäåíî îò âåêòîðèòå ~a1, . . . , ~ak, ñ ïðîèçâîëíà îðòîãîíàëíà êîîðäèíàò-
íà ñèñòåìà â íåãî. Çà âåêòîðèòå ~a1, . . . , ~ak ∈ Rk èçïîëçâàéòå ðåçóëòàòà
íà çàä. 3.

8. Íåêà ~a1, . . . , ~ak ∈ Rn ñà êàêòî â ïðåäíàòà çàäà÷à, ñ êîîðäèíàòè
~ai = (ai,1, . . . , ai,n). Çà âñåêè k íà áðîé èíäåêñà i1, . . . , ik, òàêèâà, ÷å 1 ≤
i1 < . . . < ik ≤ n äà îçíà÷èì ñ ∆i1,...,ik äåòåðìèíàíòàòà

∆i1,...,ik =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,i1 a1,i2 · · · a1,ik

a2,i1 a2,i2 · · · a2,ik

· · · · · · · · · · · ·
ak,i1 ak,i2 · · · ak,ik

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Äîêàæåòå ñëåäíîòî îáîáùåíèå íà òåîðåìà 7:

Γ (~a1, . . . , ~ak) =
∑

1≤i1<...<ik≤n

(∆i1,...,ik)
2 .

Çàáåëåæêà. Êàòî âçåìåì ïðåä âèä ïðåäíèòå çàäà÷è, ìîæåì äà
èçêàæåì òîâà òâúðäåíèå òàêà:

Êâàäðàòúò íà îáåìà íà k-ìåðíèÿ ïàðàëåëåïèïåä å ðàâåí íà ñóìà-
òà îò êâàäðàòèòå íà îáåìèòå íà âñè÷êè íåãîâè êîîðäèíàòíè k-ìåðíè
ïðîåêöèè.

Ïî òàçè ïðè÷èíà ãîðíàòà ôîðìóëà ïîíÿêîãà ñå íàðè÷à ïèòàãîðîâà
òåîðåìà çà îáåìèòå.

Óïúòâàíå. Êàêòî ÷åñòî ñå ñëó÷âà â ìàòåìàòèêàòà, ïî-ëåñíî å äà
äîêàæåì ñëåäíîòî ïî-îáùî òâúðäåíèå:

8′. Íåêà ~a1, . . . , ~ak è ~b1, . . . , ~bk ñà äâå ñèñòåìè îò n-ìåðíè âåêòîðè.
Äà îçíà÷èì

Γ
(
~a1, . . . , ~ak; ~b1, . . . , ~bk

)
= det

{〈
~ai,~bj

〉}
i,j=1,...,k

.
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Íåêà ∆i1,...,ik ñà êàêòî ïî-ãîðå, à ∆̃i1,...,ik ñà ñúîòâåòíèòå äåòåðìèíàíòè
çà âåêòîðèòå ~b1, . . . , ~bk. Äîêàæåòå ðàâåíñòâîòî

Γ
(
~a1, . . . , ~ak; ~b1, . . . , ~bk

)
=

∑
1≤i1<...<ik≤n

∆i1,...,ik .∆̃i1,...,ik .

Î÷åâèäíî òâúðäåíèåòî íà çàäà÷à 8 ñå ïîëó÷àâà îò çàäà÷à 8′, êîãàòî
~a1 = ~b1,..., ~ak = ~bk.

Óïúòâàíå êúì çàäà÷à 8′. Çà ðàçëèêà îò ðàâåíñòâîòî îò çàä.
8, â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî è äâåòå ñòðàíè çàâèñÿò ëèíåéíî îò âñåêè îò
âåêòîðèòå ~a1, . . . , ~ak, ~b1, . . . , ~bk. Ñëåäîâàòåëíî, äîñòàòú÷íî å äà ñå äîêàæå
ðàâåíñòâîòî â ñëó÷àÿ, êîãàòî âñåêè åäèí îò ãîðíèòå âåêòîðè ñúâïàäà ñ
íÿêîé îò êîîðäèíàòíèòå âåêòîðè ~e1, . . . , ~en â Rn. Ñ äðóãè äóìè, ìîæåì
äà ñ÷èòàìå, ÷å ~a1 = ~ep1 , . . . ,~ak = ~epk è ~b1 = ~eq1 , . . . ,

~bk = ~eqk .
1/ Íåêà èíäåêñèòå p1, . . . , pk ñà ðàçëè÷íè äâà ïî äâà, è q1 =

p1,...,qk = pk. Äîêàæåòå, ÷å â òîçè ñëó÷àé è äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñò-
âîòî ñà ðàâíè íà åäèíèöà.

2/ Íåêà îòíîâî èíäåêñèòå p1, . . . , pk ñà ðàçëè÷íè, à èíäåêñèòå
q1, . . . , qk ñà íÿêàêâà òÿõíà ïåðìóòàöèÿ. Äîêàæåòå, ÷å è äâåòå ñòðàíè
íà ðàâåíñòâîòî ñà ðàâíè íà (−1)ε, êúäåòî ε å ÷åòíîñòòà íà âúïðîñíàòà
ïåðìóòàöèÿ.

3/ Äîêàæåòå, ÷å âúâ âñè÷êè îñòàíàëè ñëó÷àè è äâåòå ñòðàíè ñà
ðàâíè íà íóëà.

9. Íåêà S å êîìïàêòíà ÷àñò îò îðèåíòèðàíà ïîâúðõíîñò â R3. Çà
âñÿêà òî÷êà P ∈ S äà íàíåñåì îòñå÷êà ñ äúëæèíà ε îò òî÷êàòà P ïî
íîðìàëàòà ~n(P ), è íåêà Vε å îáåäèíåíèåòî íà âñè÷êè òàêèâà îòñå÷êè.
Äîêàæåòå, ÷å

µ(S) = lim
ε→0

1

ε
µ (Ve) .

(Ñðàâíè ñúñ çàäà÷à 1 îò �1.1, ñúäúðæàùà àíàëîãè÷íî òâúðäåíèå çà êðè-
âà â ðàâíèíàòà.)

Óïúòâàíå. Ùå ðàçñúæäàâàìå àíàëîãè÷íî íà ñïîìåíàòàòà çàäà-
÷à. Íåêà P = P (u, v), (u, v) ∈ K ⊂ R2 å ðåãóëÿðíî ïàðàìåòðè÷íî
ïðåäñòàâÿíå íà S. Äà îçíà÷èì Kε = K × [0, ε], è íåêà èçîáðàæåíèåòî
~Q(u, v, t) : Kε → Vε ñå äàâà, âúâ âåêòîðåí çàïèñ, ñ ôîðìóëàòà

~Q(u, v, t) = ~P (u, v) + t.~n(u, v),
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êúäåòî ~n(u, v) å åäèíè÷íàòà íîðìàëà â òî÷êàòà ~P (u, v). Ìàòðè÷íàòà ïðî-
èçâîäíà D~Q íà èçîáðàæåíèåòî ~Q ïðåäñòàâëÿâà 3× 3-ìàòðèöà ñ ðåäîâå
~Q′u = ~P ′u + t~n′u, ~Q

′
v = ~P ′v + t~n′v, ~Q

′
t = ~n. Îò ðåçóëòàòà íà çàäà÷à 3 ïîëó÷à-

âàìå çà ÿêîáèàíà J ~Q ôîðìóëàòà

∣∣∣J ~Q∣∣∣ =

√√√√√√√√
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈
~Q′u,

~Q′u

〉 〈
~Q′u,

~Q′v

〉 〈
~Q′u, ~n

〉〈
~Q′v, ~Q

′
u

〉 〈
~Q′v, ~Q

′
v

〉 〈
~Q′v, ~n

〉〈
~n, ~Q′u

〉 〈
~n, ~Q′v

〉
〈~n, ~n〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
Îò äåôèíèöèÿòà íà íîðìàëà ñëåäâà, ÷å

〈
~P ′u, ~n

〉
= 0. Äèôåðåíöè-

ðàéêè òúæäåñòâîòî 〈~n, ~n〉 = 1 ïî u, ïîëó÷àâàìå 〈~n′u, ~n〉 = 0, è ñëåäîâà-

òåëíî
〈
~Q′u, ~n

〉
= 0. Àíàëîãè÷íî ñå âèæäà, ÷å

〈
~Q′v, ~n

〉
= 0. Ñëåäîâàòåëíî

∣∣∣J ~Q(u, v, t)
∣∣∣ =

√√√√√
∣∣∣∣∣∣
〈
~P ′u + t~n′u,

~P ′u + t~n′u

〉 〈
~P ′u + t~n′u,

~P ′v + t~n′v

〉〈
~P ′v + t~n′v, ~P

′
u + t~n′u

〉 〈
~P ′v + t~n′v, ~P

′
v + t~n′v

〉 ∣∣∣∣∣∣.
Ïî òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå ïîëó÷àâàìå

µ (Vε) =

∫∫∫
Vε

1 dxdydz =

∫∫∫
Kε

∣∣∣J ~Q(u, v, t)
∣∣∣ dudvdt =

=

∫∫
K

 ε∫
0

∣∣∣J ~Q(u, v, t)
∣∣∣ dt
 dudv.

Òúé êàòî

lim
ε→0

1

ε

ε∫
0

∣∣∣J ~Q(u, v, t)
∣∣∣ dt =

∣∣∣J ~Q(u, v, 0)
∣∣∣ =

√√√√√
∣∣∣∣∣∣
〈
~P ′u, ~P

′
u

〉 〈
~P ′u,

~P ′v

〉〈
~P ′v, ~P

′
u

〉 〈
~P ′v, ~P

′
v

〉 ∣∣∣∣∣∣,
òî

lim
ε→0

1

ε
µ (Vε) =

∫∫
K

√√√√√
∣∣∣∣∣∣
〈
~P ′u,

~P ′u

〉 〈
~P ′u,

~P ′v

〉〈
~P ′v, ~P

′
u

〉 〈
~P ′v, ~P

′
v

〉 ∣∣∣∣∣∣ dudv = µ(S).



2.2. ÏÎÂÚÐÕÍÈÍÅÍ ÈÍÒÅÃÐÀË ÎÒ ÏÚÐÂÈ ÂÈÄ 111

2.2 Ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò ïúðâè âèä

Ïîâúðõíèííèÿò èíòåãðàë îò ïúðâè âèä, êîéòî ñåãà ùå ðàçãëåäàìå, äî
ãîëÿìà ñòåïåí ïîâòàðÿ ñâîéñòâàòà íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè
âèä, âúâåäåí â �1.2, è ïî òàçè ïðè÷èíà òóê ùå èçëàãàìå íåùàòà ïî-
íàêðàòêî.

Ôèçè÷åñêî îáîñíîâàâàíå: ìàñà íà ìàòåðèàëíà ïîâúðõíîñò.
Ùå ðàçãëåäàìå ìåõàíè÷íàòà çàäà÷à çà ìàñà íà ìàòåðèàëíà ïîâúðõíîñò.
Ïî-òî÷íî, íåêà S å åäíîêðàòíî ãëàäêà êîìïàêòíà ïîâúðõíîñò â R3, è
f(P ) å íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ âúðõó S, èãðàåùà ðîëÿòà íà ïîâúðõíîñ-
òíà ïëúòíîñò. Òàçè ïëúòíîñò èçðàçÿâà îòíîøåíèåòî íà ìàñàòà íà ÷àñò
îò ïîâúðõíîñòòà êúì íåéíîòî ëèöå: àêî ∆S å ìàëêà ÷àñò îò ïîâúðõíîñò-
òà S, ñúäúðæàùà òî÷êàòà P , òî

f(P ) ≈ m (∆S)

µ (∆S)
.

Äà ñå îïèòàìå ñåãà äà ïðåñìåòíåì ìàñàòà íà öÿëàòà ïîâúðõíîñò.
Íåêà

τ : S =
n⋃
i=1

Si

å ðàçáèâàíå íà S íà êðàåí áðîé íåïðåñè÷àùè ñå èçìåðèìè ïîäìíîæåñòâà
ñ íåïðåñè÷àùè ñå âúòðåøíîñòè. Äà èçáåðåì ïî åäíà òî÷êà Qi ∈ Si. Òúé
êàòî f (Qi) ≈

m (Si)

µ (Si)
, ïîëó÷àâàìå çà ìàñàòà m(S) ïðèáëèçèòåëíèÿ èçðàç

m (S) =
n∑
i=1

m (Si) ≈
n∑
i=1

f (Qi) .µ (Si) .

ßñíî å, ÷å êîëêîòî ïî-ñèòíî å ðàçáèâàíåòî τ , òîëêîâà ïî-òî÷íà å
ãîðíàòà ôîðìóëà, è çàòîâà å åñòåñòâåíî äà ïîëó÷èì ìàñàòà íà ìàòåðè-
àëíàòà ïîâúðõíîñò êàòî ãðàíèöà íà èçðàçà îòäÿñíî ïðè diam τ → 0.

Äåôèíèöèÿ è ïðåñìÿòàíå íà ïîâúðõíèííèÿò èíòåãðàë îò
I âèä. Ñåãà ìîæåì äà ïðåìèíåì êúì äåôèíèöèÿòà íà ïîâúðõíèíåí èí-
òåãðàë îò ïúðâè âèä. Ôàêòè÷åñêè íèå âúçïðîèçâåæäàìå, ñ èçâåñòíè èç-
ìåíåíèÿ, ïîíÿòèÿòà, èçïîëçâàíè â îáùàòà äåôèíèöèÿ íà äâîåí ðèìàíîâ
èíòåãðàë â ÷àñò II:
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Äåôèíèöèÿ. Íåêà S å êîìïàêòíà åäíîêðàòíî ãëàäêà ðåãóëÿðíà
ïîâúðõíîñò. Ùå êàçâàìå, ÷å τ å ðàçáèâàíå íà S, àêî S å ïðåäñòàâåíà êà-
òî îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé íåïðåñè÷àùè ñå èçìåðèìè ïîäìíîæåñòâà
Si ñ íåïðåñè÷àùè ñå âúòðåøíîñòè, è å èçáðàíà ïî åäíà òî÷êà Qi ∈ Si.
Äèàìåòúð íà ðàçáèâàíåòî τ ùå íàðè÷àìå èçðàçà

diam τ = max
i=1,...,n

diamSi.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà τ å ðàçáèâàíå íà êîìïàêòíà åäíîêðàòíî ãëàä-
êà ðåãóëÿðíà ïîâúðõíîñò S, è f(P ) å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó S.
Ïîä ðèìàíîâà ñóìà çà f , ñúîòâåòñòâàùà íà ðàçáèâàíåòî τ , ðàçáèðàìå
èçðàçà

Rτ (f) =
n∑
i=1

f (Qi) .µ (Si) .

Ùå îòáåëåæèì, ÷å äåôèíèöèÿòà íà ðàçáèâàíå, à ñëåäîâàòåëíî è
ñëåäâàùàòà äåôèíèöèÿ, íå çàâèñÿò îò îðèåíòàöèÿòà (è äàæå îò îðèåí-
òèðóåìîñòòà) íà S.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà S å êîìïàêòíà åäíîêðàòíî ãëàäêà ðåãóëÿð-
íà ïîâúðõíîñò, è f(P ) å ôóíêöèÿ âúðõó S. Ïîä ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë
îò ïúðâè âèä îò ôóíêöèÿòà f âúðõó ïîâúðõíîñòòà S ùå ðàçáèðàìå
÷èñëîòî ∫∫

S

f(P ) dσ = lim
diam τ→0

Rτ (f).

Ùå êàçâàìå, ÷å f(P ) å èíòåãðóåìà âúðõó S, àêî ãîðíàòà ãðàíèöà ñú-
ùåñòâóâà.

Âúâ âñè÷êè âàæíè çà íàñ ñëó÷àè ãîðíàòà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà, êàê-
òî ñå âèæäà îò ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òåîðåìà 1. Íåêà S å êîìïàêòíà åäíîêðàòíî ãëàäêà ðåãóëÿðíà
ïîâúðõíîñò, çàäàäåíà ñ ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

~P = ~P (u, v) : x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) (u, v) ∈ D ⊂ R2.
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Íåêà f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó S. Òîãàâà f(P ) å èíòåãðóåìà
âúðõó S, è å âàëèäíà ôîðìóëàòà∫∫

§

f(P ) dσ =

∫∫
D

f (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
∣∣∣ ~N(u, v)

∣∣∣ dudv.
Ùå íàïîìíèì, ÷å

∣∣∣ ~N(u, v)
∣∣∣ îçíà÷àâà äúëæèíàòà íà íîðìàëíèÿ âåê-

òîð ~N(u, v), âúâåäåí â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, è ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà∣∣∣ ~N(u, v)
∣∣∣ =

√(
D(y, z)

D(u, v)
(u, v)

)2

+

(
D(z, x)

D(u, v)
(u, v)

)2

+

(
D(x, y)

D(u, v)
(u, v)

)2

=

=
√
E(u, v).G(u, v)− F (u, v)2.

Ôîðìàëíî, ìîæåì äà çàïîìíèì ðàâåíñòâîòî

dσ =
√
E(u, v).G(u, v)− F (u, v)2 dudv.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà τ : S = ∪ni=1Si å ðàçáèâàíå íà S, D =
∪ni=1Di å ñúîòâåòíîòî ðàçáèâàíå íà D. Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà çà ëèöå
íà ïîâúðõíîñò è òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè çà äâîéíèòå èíòåãðà-
ëè, ïîëó÷àâàìå

µ (Si) =

∫∫
Di

∣∣∣ ~N(u, v)
∣∣∣ dudv =

∣∣∣ ~N(Q̃i)
∣∣∣µ (Di) ,

êúäåòî Q̃i å ïîäõîäÿùà òî÷êà îò ìíîæåñòâîòî Di.
Òîãàâà

Rτ (f) =
n∑
i=1

f (Qi) .µ (Si) =
n∑
i=1

f (Qi)
∣∣∣ ~N(Q̃i)

∣∣∣µ (Di) .

È òóê ñìå â ñèòóàöèÿ, ïîäîáíà íà ñðåùíàòàòà â äîêàçàòåëñòâîòî
íà òåîðåìà 7 îò �1.1: èçðàçúò âäÿñíî íàïîäîáÿâà ðèìàíîâà ñóìà çà èí-
òåðåñóâàùèÿ íè äâîåí èíòåãðàë, îáà÷å â íåãî ôèãóðèðàò äâå ðàçëè÷íè
"ìåæäèííè" òî÷êè Qi, Q̃i ∈ Di. Äà îáðàçóâàìå äðóã èçðàç:

R̃τ (f) =
n∑
i=1

f (Qi) .µ (Si) =
n∑
i=1

f (Qi)
∣∣∣ ~N(Qi)

∣∣∣µ (Di) .
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Òîãàâà R̃τ (f) å ðèìàíîâà ñóìà, è ïðè diam τ → 0 êëîíè êúì òúðñåíèÿ

èíòåãðàë
∫∫
D

f (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
∣∣∣ ~N(u, v)

∣∣∣ dudv.
Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å Rτ (f)− R̃τ (f)→ 0 ïðè diam τ → 0. Àíàëî-

ãè÷íî äîêàçàòåëñòâî å ïðàâåíî ïî-ãîðå, è íèå íÿìà äà ãî èçâúðøâàìå
òóê (âèæ ëåìà 8 îò �1,1).

Ñâîéñòâà íà ïîâúðõíèííèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè
âèä. Ñâîéñòâàòà, êîèòî îáèêíîâåíî ñå èçïîëçâàò, èçöÿëî ñúâïàäàò ñúñ
ñúîòâåòíèòå ñâîéñòâà íà ðèìàíîâèÿ èíòåãðàë (åäíîìåðåí è ìíîãîìå-
ðåí), è íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè âèä. Òóê ùå ãè äàäåì
íàêðàòêî.

Ñâîéñòâî 1 (Ëèíåéíîñò).∫∫
S

(f(P ) + g(P )) dσ =

∫∫
S

f(P ) dσ+

∫∫
S

g(P ) dσ,

∫∫
S

λf(P ) dσ = λ

∫∫
S

f(P ) dσ.

Ñâîéñòâî 2 (Ïîçèòèâíîñò).

Àêî f(P ) ≥ 0, òî
∫∫
S

f(P ) dσ ≥ 0.

Ñâîéñòâî 3 (Ìîíîòîííîñò).

Àêî f(P ) ≥ g(P ), òî
∫∫
S

f(P ) dσ ≥
∫∫
S

g(P ) dσ.

(ñ äðóãè äóìè, è òóê íåðàâåíñòâàòà ìîæå äà ñå èíòåãðèðàò).

Ñâîéñòâî 4. ∣∣∣∣∣∣
∫∫
S

f(P ) dσ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
S

|f(P )| dσ.

Ñâîéñòâî 5. ∫∫
S

1 dσ = ().
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Ñâîéñòâî 6. (Òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè). Ñúùåñòâóâà òî÷êà
P0 ∈ S òàêàâà, ÷å ∫∫

S

f(P ) dσ = f (P0) µ(S)

(×èñëîòî f (P0) ñå íàðè÷à ñðåäíà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f âúðõó S).

Ñâîéñòâî 7. (Àäèòèâíîñò). Íåêà êîìïàêòíàòà ïîâúðõíîñò S å ïðåä-
ñòàâåíà êàòî îáåäèíåíèå íà äâå ñâîè ÷àñòè S1, S2 ñ íåïðåñè÷àùè ñå
âúòðåøíîñòè, è íåêà f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó S. Òîãàâà∫∫

S

f(P ) dσ =

∫∫
S1

f(P ) dσ +

∫
S2

f(P ) dσ.

Òâúðäåíèåòî ñå äîêàçâà ëåñíî, êàòî ñå ðàçãëåäàò ðàçáèâàíèÿ íà S,
ïîðîäåíè îò ðàçáèâàíèÿ íà S1 è S2.

Ïðèëîæåíèÿ íà ïîâúðõíèííèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè
âèä.

1. Ìàñà è öåíòúð íà òåæåñòòà íà ìàòåðèàëíà ïîâúðõíîñò.
Íåêà S å ìàòåðèàëíà ïîâúðõíîñò ñ ôóíêöèÿ íà ïëúòíîñòòà %(P ). Êàêòî
âèäàõìå â íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà, ìàñàòà íà S ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà:

m (S) =

∫∫
S

%(P ) dσ.

Àíàëîãè÷íî íà íàïðàâåíîòî â �1.1 ñå èçâåæäàò è ôîðìóëèòå çà
öåíòúð íà òåæåñòòà íà ìàòåðèàëíà ïîâúðõíîñò. Íåêà S = ∪ni=1Si å ðàç-
áèâàíå íà S íå èçìåðèìè ïîäìíîæåñòâà è Pi ∈ Si. Òîãàâà

m (Si) ≈ % (Pi)µ (Si)

è çà öåíòúðà íà òåæåñòòà P∗ = (x∗, y∗, z∗) íà S èìàìå

P∗ ≈
1

m(S)

n∑
i=1

% (Pi)µ (Si) .
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Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå ôîðìóëèòå

x∗ =
1

m(S)

∫∫
S

x(P )%(P ) dσ, . . .

Ïðèìåð. Íåêà S+
R å ãîðíàòà ïîëóñôåðà íà ñôåðà ñ öåíòúð â íà÷à-

ëîòî è ðàäèóñ R. Ùå íàìåðèì íåéíèÿ öåíòúð íà òåæåñòòà, èçïîëçâàéêè
ñôåðè÷íèòå êîîðäèíàòè. Î÷åâèäíî x∗ = y∗ = 0. Ùå íàìåðèì z∗. Êàêòî
âèäÿõìå â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, èìàìå∣∣∣ ~N(θ, ϕ)

∣∣∣ =
√
EG− F 2 = R2sinϕ,

è ñëåäîâàòåëíî

z∗ =
1

2πR2

2π∫
0

π/2∫
0

Rcosϕ.R2sinϕdϕdθ =
R

2
.

2. Ãðàâèòàöèîíåí ïîòåíöèàë íà ìàòåðèàëíà ïîâúðõíîñò.
Íåêà èìàìå ìàñà m0, ðàçïîëîæåíà â òî÷êàòà P0 ∈ R3. Àêî ~F (P ) å
ãðàâèòàöèîííîòî ïîëå â ïðîñòðàíñòâîòî, ïîðîäåíî îò òàçè ìàñà, òî
~F (P ) =

−−→
gradΦ(P ), êúäåòî ôóíêöèÿòà

Φ(P ) =
m0∣∣∣ ~P0P
∣∣∣

ñå íàðè÷à ãðàâèòàöèîíåí ïîòåíöèàë íà ìàòåðèàëíàòà òî÷êà P0 (âèæ
÷àñò II, �1.5, çàä. 2 � òóê èçïóñêàìå ãðàâèòàöèîííàòà êîíñòàíòà). Àêî S
å ìàòåðèàëíà ïîâúðõíîñò, òî ïî ñúîáðàæåíèÿ êàòî èçëîæåíèòå ïî-ãîðå
ïîëó÷àâàìå çà íåéíèÿ ãðàâèòàöèîíåí ïîòåíöèàë ΦS(Q) ôîðìóëàòà

ΦS(Q) =

∫∫
S

%(P )∣∣∣ ~PQ∣∣∣ dσ,
à ïîðîäåíîòî îò íåÿ ãðàâèòàöèîííî ïîëå ñúâïàäà ñ ãðàäèåíòà íà ΦS(Q).

Ïðèìåð. (Ïîòåíöèàë íà õîìîãåííà ñôåðà). Íåêà S å ñôåðà ñ ðà-
äèóñ R, è %(P ) ≡ 1. Ïðè ïðåñìÿòàíå íà ïîòåíöèàëà â äàäåíà òî÷êà P
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ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å òÿ ëåæè íà îñòà z, ò.å. ÷å Q = (0, 0, a), a = |Q|.
Íåêà P å òî÷êà ñúñ ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè (R, θ, ϕ). Òîãàâà∣∣∣ ~PQ∣∣∣ =

√
R2 + a2 − 2Racosϕ.

Çà ïîòåíöèàëà ïîëó÷àâàìå

ΦS(Q) = 2πR2

π∫
0

sinϕ√
R2 + a2 − 2Racosϕ

dϕ =

=
πR

a

π∫
0

d (R2 + a2 − 2Racosϕ)√
R2 + a2 − 2Racosϕ

=
2πR

a

√
R2 + a2 − 2Racosϕ |π0 =

=
2πR

a
((R + a)− |R− a|) .

Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî a > R, ò.å. àêî òî÷êàòà Q ëåæè èçâúí
ñôåðàòà S, òî

ΦS(Q) =
4πR2

a
,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ïîòåíöèàëúò íÿìà äà ñå èçìåíè, àêî ñúñðåäîòî÷èì
öÿëàòà ìàñà íà ñôåðàòà â íåéíèÿ öåíòúð.

Àêî îáà÷å a < R è ñëåäîâàòåëíî òî÷êàòà å âúâ âúòðåøíîñòòà íà
ñôåðàòà, òî

ΦS(Q) = 4πR,

ò.å. ïîòåíöèàëúò å êîíñòàíòà è íå çàâèñè îò ïîëîæåíèåòî íà òî÷êàòà Q.
Çà ñèëàòà íà ïðèâëè÷àíå ïîëó÷àâàìå

~FS(Q) =
−−→
gradΦS(Q) = ~0,

è ñëåäîâàòåëíî âñÿêî òÿëî âúòðå â ìàòåðèàëíàòà ñôåðà ñå íàìèðà â
ñúñòî÷íèå íà áåçòåãëîâíîñò � ñåíçàöèîíåí çà âðåìåòî ñè ðåçóëòàò íà
Íþòîí. (Â çàä. 9 íà �2.7 îò ÷àñò II àíàëîãè÷åí ðåçóëòàò áåøå äîêàçàí
çà ãðàâèòàöèîííèÿ ïîòåíöèàë íà åäíîðîäíî òÿëî, îãðàíè÷åíî îò äâå
êîíöåíòðè÷íè ñôåðè.)
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3. Èíòåãðàë íà Ãàóñ â ïðîñòðàíñòâîòî. Â ïàðàãðàôèòå 1.2 è
1.5 íèå ðàçãëåäàõìå çàäà÷àòà çà úãúëà, ïîä êîéòî ñå âèæäà îò íà÷àëîòî
íà êîîðäèíàòèòå äàäåíà, íå ìèíàâàùà ïðåç íåãî, êðèâà.

Òóê ùå ðàçãëåäàìå àíàëîãè÷íàòà çàäà÷à çà ïðîñòðàíñòâåíèÿ úãúë,
ïîä êîéòî ñå âèæäà îò íà÷àëîòî äàäåíà ïîâúðõíîñò â R3.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà å äàäåí êîíóñ â R3 ñ âðúõ â íà÷àëîòî. Ïîä
ïðîñòðàíñòâåí úãúë íà òîçè êîíóñ ðàçáèðàìå ìÿðêàòà íà ìíîæåñò-
âîòî, êîåòî òîé èçðÿçâà îò åäèíè÷íàòà ñôåðà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî.

Òàçè äåôèíèöèÿ å àíàëîãè÷íà íà îáè÷àéíàòà äåôèíèöèÿ íà úãúë
â ðàâíèíàòà. Íàèñòèíà, ìÿðêàòà â ðàäèàíè íà úãúë â ðàâíèíàòà å ðàâ-
íà äúëæèíàòà íà äúãàòà, êîÿòî òîé îòñè÷à îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò.
Ïðîñòðàíñòâåíèÿò úãúë ñå èçìåðâà â ñòåðåîðàäèàíè, êàòî ìÿðêàòà íà
ïúëíèÿ úãúë (ò.å. êîãàòî êîíóñúò ñúâïàäà ñ öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî) å ðàâ-
íà íà 4π.

È òóê, êàêòî ïðè êðèâèòå, å íåîáõîäèìî ðàçãëåæäàíàòà ïîâúðõ-
íèíà äà áúäå îðèåíòèðàíà, ò.å. âúðõó íåÿ äà áúäå èçáðàí íåïðåêúñíàò
êëîí íà åäèíè÷íàòà íîðìàëà.

Íåêà S å ìàëêà ÷àñò îò äàäåíà ïîâúðõíèíà è KS å ïîðîäåíèÿò îò
íåÿ êîíóñ, ò.å. ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ëú÷è â R3, çàïî÷âàùè â íà÷àëîòî
è ìèíàâàùè ïðåç òî÷êà îò S. Äà îçíà÷èì ñúñ ΣS ñå÷åíèåòî íà KS ñ
åäèíè÷íàòà ñôåðà.

Çà äà íàìåðèì èíòåðåñóâàùîòî íè ëèöå íà ΣS, íåêà ôèêñèðàìå
òî÷êà P ∈ S, è íåêà SP å ñôåðàòà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî, ìèíàâàùà
ïðåç òî÷êàòà P , ò.å. ñ ðàäèóñ |P |. Íåêà Σ1 å ñå÷åíèåòî íà KS ñúñ SP .
Äà ñè ìèñëèì çà ìîìåíò, ÷å S å ÷àñò îò ðàâíèíà. Òîãàâà Σ1 å áëèçêî
äî ïðîåêöèÿòà íà S âúðõó äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà íà SP , ò.å. âúðõó
ðàâíèíàòà, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà ðàäèóñ-âåêòîðà ~P .

Çíàåì, ÷å ïðè ïðîåêòèðàíå ëèöåòî íà ïðîåêöèÿòà å ðàâíî íà ëè-
öåòî íà ïúðâîíà÷àëíàòà ôèãóðà, óìíîæåíî ñ êîñèíóñà íà úãúëà ìåæäó
ðàâíèíèòå. Úãúëúò ìåæäó äâå ðàâíèíè å ðàâåí íà úãúëà ìåæäó òåõ-
íèòå íîðìàëè. Â ñëó÷àÿ òîâà ñà íîðìàëàòà ~n(P ) êúì S â òî÷êàòà P ,
è íîðìàëàòà êúì SP â òàçè òî÷êà, êîÿòî ñúâïàäà ñ ðàäèóñ-âåêòîðà ~P .
Ïîëó÷èõìå èçðàçà

µ (Σ1) ≈ cos^
(
~n(P ), ~P

)
µ(S).
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S

â
1

Ú

Úãúë, ïîä êîéòî ñå âèæäà ïîâúðõíîñòòà.

Ôèãóðàòà ΣS ñå ïîëó÷àâà îò Σ1 ÷ðåç õîìîòåòèÿ ñ êîåôèöèåíò

1/
∣∣∣~P ∣∣∣. Òúé êàòî ïðè õîìîòåòèÿ ëèöàòà ñå óìíîæàâàò ñ êâàäðàòà íà

êîåôèöèåíòà, â êðàéíà ñìåòêà ïîëó÷àâàìå

µ(Σ) ≈
cos^

(
~n(P ), ~P

)
∣∣∣~P ∣∣∣2 µ(S).

Íåêà ñåãà S å ïðîèçâîëíà îðèåíòèðàíà ïîâúðõíèíà, íå ìèíàâà-
ùà ïðåç íà÷àëîòî. Íåêà τ : S = ∪ni=1Si å íåéíî ðàçáèâàíå è Pi ∈ Si,
i = 1, . . . , n. Íåêà Σ å ñå÷åíèåòî íà ïîðîäåíèÿ îò S êîíóñ ñ åäèíè÷íàòà
ñôåðà, è Σi ñà ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà çà Si. Èìàìå

µ(ΣS) ≈
n∑
i=1

µ(Σi) ≈
n∑
i=1

cos^
(
~n(Pi), ~Pi

)
∣∣∣~Pi∣∣∣2 µ(Si).

Ùå îòáåëåæèì, ÷å òåçè ÷àñòè íà ïîâúðõíîñòòà, â êîèòî íîðìàëàòà
ñêëþ÷âà îñòúð úãúë ñ ðàäèóñ-âåêòîðà íà òî÷êàòà, äàâàò ñúáèðàåìè ñ
ïîëîæèòåëåí çíàê, à òåçè, â êîèòî úãúëúò å òúï � îòðèöàòåëåí.
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Êàêòî îáèêíîâåíî, êîëêîòî ïî-ñèòíî å ðàçáèâàíåòî τ , òîëêîâà ïî-
ìàëêà å ãðåøêàòà, è òî÷íàòà ôîðìóëà ñå ïîëó÷àâà ïðè diam τ → 0.
Ïðèïîìíÿéêè ñè äåôèíèöèÿòà íà ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò ïúðâè âèä,
ïîëó÷àâàìå çà ïðîñòðàíñòâåíèÿ úãúë ôîðìóëàòà

µ(ΣS) =

∫∫
S

cos^
(
~n(P ), ~P

)
∣∣∣~P ∣∣∣2 dσ.

Ïðèìåð. Íåêà SR å ñôåðàòà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R,
îðèåíòèðàíà ÷ðåç âúíøíàòà íîðìàëà. Òîãàâà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíê-
öèÿ íàâñÿêúäå å ðàâíà íà 1/R2, è îò ãîðíàòà ôîðìóëà ïîëó÷àâàìå, ÷å
µ(ΣS) = 4π.
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2.3 Ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò âòîðè âèä

Ôèçè÷åñêî îáîñíîâàâàíå: ïîòîê íà òå÷íîñò ïðåç ïîâúðõíîñò.
Â òî÷êà 5 îò �1.2 íèå ðàçãëåäàõìå çàäà÷àòà çà ïîòîê íà òå÷íîñò ïðåç
êðèâà ëèíèÿ â ðàâíèíàòà. Òóê ùå ðàçãëåäàìå àíàëîãè÷íàòà çàäà÷à â
ïðîñòðàíñòâîòî. Íåêà

~V (P ) = (A(P ), B(P ), C(P ))

å âåêòîðíî ïîëå â R3, ðàçãëåæäàíî êàòî ïîëå îò ñêîðîñòèòå íà ñòàíöèî-
íàðíî òå÷åíèå íà òå÷íîñò*. Íåêà S å îðèåíòèðàíà ðåãóëÿðíà ïîâúðõíîñò
â R3, è

~n(P ) = (cosα(P ), cosβ(P ), cos γ(P ))

å ñúîòâåòíèÿ êëîí íà åäèíè÷íàòà íîðìàëà êúì S.

z

V

z

n

Ïîòîê íà òå÷íîñò ïðåç ïîâúðõíîñò.

*Òóê ïðåäïîëàãàìå, ÷å òå÷íîñòòà å ñ ïîñòîÿííà ïëúòíîñò, íå çàâèñåùà îò âðåìåòî
è îò òî÷êàòà.
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Íåêà ∆S å ìàëêà ÷àñò îò S è P ∈ ∆S. Ìîæåì äà çàìåíèì ∆S ñ
ïðîåêöèÿòà �è âúðõó äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà â òî÷êàòà P , è äà ñ÷èòàìå,
÷å âúðõó ∆S ïîëåòî íà ñêîðîñòèòå å ïîñòîÿííî è ðàâíî íà ~V (P ). Î÷å-
âèäíî êîëè÷åñòâîòî òå÷íîñò ∆U , ïðåìèíàâàùî çà åäèíèöà âðåìå ïðåç
∆S, å ðàâíî íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ëèöåòî íà ∆S ñ íîðìàëíàòà êîìïî-
íåíòà íà ñêîðîñòòà V~n, ò.å. ñ ïðîåêöèÿòà íà ~V (P ) âúðõó íîðìàëàòà ~n(P ).
Ïîëó÷àâàìå

∆U ≈
∣∣∣~V (P )

∣∣∣ cos^(~V (P ), ~n(P )
)
µ (∆S) =

〈
~V (P ), ~n(P )

〉
µ (∆S) =

= (A(P )cosα(P ) +B(P )cosβ(P ) + C(P )cos γ(P ))µ (∆S) .

Íåêà ñåãà S = ∪Si å èçìåðèìî ðàçáèâàíå íà S è Pi ∈ Si, i = 1, . . . , n.
Òîãàâà çà îáùîòî êîëè÷åñòâî U íà ïðåìèíàâàùàòà çà åäèíèöà âðåìå
òå÷íîñò ïîëó÷àâàìå

U =
n∑
i=1

∆Ui =
n∑
i=1

〈
~V (Pi) , ~n (Pi)

〉
µ (Si) .

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

U =

∫∫
S

〈
~V (P ) , ~n (P )

〉
dσ =

=

∫∫
S

(A(P )cosα(P ) +B(P )cosβ(P ) + C(P )cos γ(P )) dσ.

Òàçè ôîðìóëà ïîäñêàçâà äàäåíàòà ïî-äîëó äåôèíèöèÿ:

Äåôèíèöèÿ íà ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò âòîðè âèä. Íå-
êà S å îðèåíòèðàíà ðåãóëÿðíà ïîâúðõíîñò â R3 ñ åäèíè÷íà íîðìàëà
~n(P ) = (cosα(P ), cosβ(P ), cos γ(P )) è A(P ), B(P ), C(P ) ñà íåïðåêúñíà-
òè ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â îêîëíîñò U íà S. Äà ðàçãëåäàìå ôîðìàëíèÿ
(çàñåãà) èçðàç

ω = A(P ) dydz +B(P ) dzdx+ C(P ) dxdy.
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Èçðàç îò ãîðíèÿ âèä ùå íàðè÷àìå äèôåðåíöèàëíà ôîðìà îò âòîðè
ðåä (èëè ñúêðàòåíî 2-ôîðìà) â U . Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äèôåðåíöè-
àëíè ôîðìè îò âòîðè ðåä â U ñå áåëåæè ñ Ω2(U). Òî ïðåäñòàâëÿâà ëè-
íåéíî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. â íåãî ñà äåôèíèðàíè îïåðàöèèòå "ñóìà íà äâà
åëåìåíòà" è "ïðîèçâåäåíèå íà åëåìåíò ñ ÷èñëî".

Äåôèíèöèÿ.Ïîä ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò âòîðè âèä îò ω ðàç-
áèðàìå âåëè÷èíàòà∫∫

S

ω =

∫∫
S

(A(P )cosα(P ) +B(P )cosβ(P ) + C(P )cos γ(P )) dσ.

Èçðàçÿâàíå íà ïîâúðõíèííèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè âèä ÷ðåç
ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò âòîðè âèä. Â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ èí-
òåãðàëúò îò âòîðè âèä ñå äåôèíèðà ÷ðåç èíòåãðàëà îò ïúðâè âèä.
Âúçìîæíî å è îáðàòíîòî èçðàçÿâàíå: èìàéêè ïðåä âèä òúæäåñòâîòî
cos 2α(P ) + cos 2β(P ) + cos 2γ(P ) ≡ 1, âèæäàìå, ÷å å â ñèëà ñúîòíîøåíè-
åòî∫∫
S

f(P ) dσ =

∫∫
S

f(P ) (cosα(P ) dydz + cosβ(P ) dzdx+ cos γ(P ) dxdy) .

Ôîðìàòà

ωvol = cosα(P ) dydz + cosβ(P ) dzdx+ cos γ(P ) dxdy

ñå íàðè÷à ôîðìà íà îáåìà âúðõó ïîâúðõíîñòòà S.

Ïàðàìåòðè÷íî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà. Íåêà S å ïàðàìåò-
ðè÷íî çàäàäåíà ïîâúðõíèíà ñ ðåãóëÿðíî ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

P = P (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) , (u, v) ∈ D ⊂ R2.

Òåîðåìà 1. Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî∫∫
S

A(P ) dydz +B(P ) dzdx+ C(P ) dxdy =
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=

∫∫
D

(
A(u, v)

D(y, z)

D(u, v)
+B(u, v)

D(z, x)

D(u, v)
+ C(u, v)

D(x, y)

D(u, v)

)
dudv,

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè A(u, v) = A (P (u, v)) è ò.í.
Ôîðìàëíî ïîãëåäíàòî, ôîðìóëàòà ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç çàìåñòâàíå íà

dydz ñ
D(y, z)

D(u, v)
.dudv è àíàëîãè÷íî çà dzdx è dxdy.

Äîêàçàòåëñòâî. Âúâ ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô ïîêàçàõìå, ÷å êîìïî-
íåíòèòå íà åäèíè÷íàòà íîðìàëà ~n(u, v) èìàò âèäà

cosα(u, v) =
1∣∣∣ ~N(u, v)

∣∣∣D(y, z)

D(u, v)
(u, v), cosβ(u, v) =

1∣∣∣ ~N(u, v)
∣∣∣D(z, x)

D(u, v)
(u, v),

cos γ(u, v) =
1∣∣∣ ~N(u, v)

∣∣∣D(x, y)

D(u, v)
(u, v).

Ùå äîêàæåì ôîðìóëàòà çà ïúðâîòî ñúáèðàåìî. Ïî äåôèíèöèÿ∫∫
S

A(P ) dydz =

∫∫
S

A(P ) cosα(P ) dσ =

=

∫∫
D

A(P (u, v))
1∣∣∣ ~N(u, v)

∣∣∣D(y, z)

D(u, v)
(u, v).

∣∣∣ ~N(u, v)
∣∣∣ dudv =

=

∫∫
D

A(u, v)
D(y, z)

D(u, v)
(u, v) dudv.

Çà îñòàíàëèòå äâå ñúáèðàåìè ôîðìóëàòà ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî.

Çàáåëåæêà 1. Íåêà ïîâúðõíîñòòà S å ðàçïîëîæåíà â ðàâíèíàòà
Oxy è îðèåíòèðàíà ÷ðåç èçáîð íà íîðìàëà, ñúâïàäàùà ñ êîîðäèíàòíèÿ
âåêòîð ~z, à C(x, y) å ôóíêöèÿ âúðõó S. Òîãàâà ïîâúðõíèííèÿ èíòåãðàë
îò âòîðè âèä îò ôîðìàòà C dxdy î÷åâèäíî ñúâïàäà ñ äâîéíèÿò ðèìàíîâ
èíòåãðàë âúðõó S îò ôóíêöèÿòà C(x, y). Àêî îáà÷å ñìåíèì îðèåíòà-
öèÿòà íà S ñ ïðîòèâîïîëîæíàòà (êàòî íàïðèìåð ðàçìåíèì ìåñòàòà íà
êîîðäèíàòèòå x è y), òî äâîéíèÿò èíòåãðàë íå ñå ïðîìåíÿ, äîêàòî ïî-
âúðõíèííèÿò ùå ñìåíè çíàêà ñè.
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Çàáåëåæêà 2. Ôîðìóëàòà îò òåîðåìà 1 ìîæå äà ñå íàïèøå è âúâ
âèäà ∫∫

S

A(P ) dydz +B(P ) dzdx+ C(P ) dxdy =

=

∫∫
D

∣∣∣∣∣∣
A(u, v) B(u, v) C(u, v)
x′u(u, v) y′u(u, v) z′u(u, v)
x′v(u, v) y′v(u, v) z′v(u, v)

∣∣∣∣∣∣ dudv
(äîêàæåòå!)

Âòîðà äåôèíèöèÿ íà èíòåãðàëà. Íèå äåôèíèðàõìå ïîâúðõ-
íèííèÿ èíòåãðàë îò âòîðè âèä ÷ðåç èçïîëçâàíå íà ïîâúðõíèííèÿ èíòåã-
ðàë îò ïúðâè âèä. Èíòåãðàëúò îò âòîðè âèä îáà÷å ìîæå äà áúäå äåôèíè-
ðàí è äèðåêòíî êàòî ãðàíèöà íà ïîäõîäÿùè ðèìàíîâè ñóìè (àíàëîãè÷íî
íà äåôèíèöèÿòà çà êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè âèä, äàäåíà â �1.3).
Äîñòàòú÷íî å äà äàäåì äåôèíèöèÿòà çà åäíî îò ñúáèðàåìèòå â èíòåã-
ðàëà, íàïðèìåð

∫∫
S
C(P ) dxdy; îñòàíàëèòå äâå ñúáèðàåìè ñå äåôèíèðàò

àíàëîãè÷íî.
Íåêà τ : S = ∪ni=1Si å èçìåðèìî ðàçáèâàíå íà êîìïàêòíàòà ðåãó-

ëÿðíà ïîâúðõíèíà S è Pi ∈ Si, i = 1, . . . , n. Íåêà

Di = ΠOxy (Si) ,

êúäåòî ΠOxy îçíà÷àâà îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ âúðõó êîîðäèíàòíàòà
ðàâíèíà Oxy. Äà ðàçãëåäàìå ñóìàòà

Rτ =
n∑
i=1

C (Pi) εiµ (Di) ,

êúäåòî ìíîæèòåëÿò εi å ðàâåí íà +1 â ñëó÷àÿ, êîãàòî íîðìàëàòà ~n (Pi)
ñêëþ÷âà îñòúð úãúë ñ îñòà ~z, è íà −1 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Òåîðåìà 2. Èìàìå

lim
diam τ→0

Rτ =

∫∫
S

C(P ) dxdy.
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Äîêàçàòåëñòâî. Êàêòî çíàåì îò �2.1,

µ (Si) ≈
µ (Di)

|cos γ (Pi)|
,

îòêúäåòî

µ (Di) ≈ |cos γ (Pi)| .µ (Si) è εiµ (Di) ≈ cos γ (Pi) .µ (Si) .

Äà ðàçãëåäàìå áëèçêàòà äî Rτ ñóìà

R̃τ =
n∑
i=1

C (Pi) cos γ (Pi) .µ (Si) .

Ïî ñòàíäàðòåí ïúò ñå äîêàçâà, ÷å ðàçëèêàòà R̃τ − Rτ êëîíè êúì íóëà
ïðè diam τ → 0. Íî R̃τ ïðåäñòàâëÿâà ðèìàíîâà ñóìà çà ïîâúðõíèííèÿ
èíòåãðàë îò ïúðâè âèä â äÿñíàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî.

Çàáåëåæêà. Â ãîðíîòî äîêàçàòåëñòâî íèå ïðåñêî÷èõìå ñëó÷àÿ íà
òî÷êèòå P , â êîèòî íîðìàëàòà ~n (P ) å îðòîãîíàëíà íà ~z. Íåêà A å ìíî-
æåñòâîòî îò âñè÷êè òàêèâà òî÷êè. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ïîâúðõíèíàòà
S å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà ñ ïàðàìåòðè u, v. Òîãàâà òî÷êàòà P (u, v)

ïðèíàäëåæè íà A òî÷íî òîãàâà, êîãàòî
D(x, y)

D(u, v)
(u, v) = 0. Ïðèëàãàéêè

çà ïðîåêöèÿòà ΠOxy ëåìàòà íà Ñàðä (âèæ ÷àñò II, êðàÿ íà �2.6) âèæ-
äàìå, ÷å B = ΠOxy(A) å ïðåíåáðåæèìî ìíîæåñòâî â R2. Ñëåäîâàòåëíî,
â ñóìàòà Rτ ïðèíîñúò íà îíåçè èíäåêñè i, çà êîèòî Di ∩ B 6= Ø, êëî-
íè êúì íóëà ïðè diam τ → 0, è ñúîòâåòíèòå ÷ëåíîâå ìîãàò äà áúäàò
ïðåíåáðåãíàòè.

Ñâîéñòâà íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò âòîðè
âèä. Íåêà U å îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà R3. Ñ Ω2(U) ùå îçíà÷àâà-
ìå ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî îò âñè÷êè äèôåðåíöèàëíè ôîðìè îò âòîðè
ðåä â U , ò.å. âñè÷êè èçðàçè îò âèäà

ω = A(x, y, z) dydz +B(x, y, z) dzdx+ C(x, y, z) dxdy.

Ñëåäíèòå ñâîéñòâà ñå óñòàíîâÿâàò ëåñíî:
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Ñâîéñòâî 1. (Ëèíåéíîñò) Àêî ω1, ω2 ∈ Ω2(U), òî∫∫
S

(ω1 + ω2) =

∫∫
S

ω1 +

∫∫
S

ω2,

∫∫
S

λω1 = λ

∫∫
S

ω1.

Ñâîéñòâî 2. Íåêà S å îðèåíòèðàíà ïîâúðõíîñò. Äà îçíà÷èì ñúñ
−S ñúùàòà ïîâúðõíîñò, íî ñ ïðîòèâîïîëîæííà åäèíè÷íà íîðìàëà. Òî-
ãàâà ∫∫

−S

ω = −
∫∫
S

ω.

Ñâîéñòâî 3. Íåêà ïîâúðõíîñòòà S å ïðåäñòàâåíà êàòî îáåäèíåíèå
íà èçìåðèìèòå ñè ïîäìíîæåñòâà S1 è S2 ñ íåïðåñè÷àùè ñå âúòðåøíîñòè.
Òîãàâà ∫∫

S

ω =

∫∫
S1

ω +

∫∫
S2

ω.

Ïðèëîæåíèÿ íà ïîâúðõíèííèÿ èíòåãðàë îò âòîðè
âèä.

1. Ïîòîê íà âåêòîðíî ïîëå ïðåç ïîâúðõíîñò. Êàêòî âèäÿõìå
â íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà, àêî ~V (P ) = (A(P ), B(P ), C(P )) å âåêòîðíî
ïîëå â ïðîñòðàíñòâîòî, òî íåãîâèÿò ïîòîê U ïðåç ïîâúðõíîñòòà S (êî-
ëè÷åñòâîòî òå÷íîñò, ïðåìèíàâàùî çà åäèíèöà âðåìå ïðåç S) ñå äàâà ñ
ïîâúðõíèííèÿ èíòåãðàë îò âòîðè âèä

U =

∫∫
S

A(x, y, z) dydz +B(x, y, z) dzdx+ C(x, y, z) dxdy.

2. Íàëÿãàíå íà òå÷íîñò âúðõó ïîâúðõíîñò. Íåêà V å òÿëî, îã-
ðàíè÷åíî îò ãëàäêàòà ïîâúðõíîñò S. Â òàêúâ ñëó÷àé âúðõó S ñå âúâåæ-
äà ò.íàð. èíäóöèðàíà îðèåíòàöèÿ, îïðåäåëåíà ÷ðåç èçáîðà íà âúíøíàòà
åäèíè÷íà íîðìàëà ~n(P ), ò.å. íîðìàëàòà, ñî÷åùà íàâúí îò V .

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òÿëîòî V å ïîòîïåíî èçöÿëî â òå÷íîñò. Ùå
ïðåñìåòíåì ñèëàòà, ñ êîÿòî òå÷íîñòòà äåéñòâà íà òîâà òÿëî. Èçâåñòíî
å, ÷å âúâ âñÿêà òî÷êà P ∈ S íàëÿãàíåòî å ñ ïîñîêà, ïðîòèâîïîëîæíà
íà ~n(P ) è ñ ãîëåìèíà, ðàâíà íà òåãëîòî íà ñòúëáà îò òå÷íîñò íàä íåÿ.
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Íåêà ρ å ïëúòíîñòòà íà òå÷íîñòòà. Äà èçáåðåì îñòà z äà ñî÷è îòâåñíî
íàäîëó. Àêî S = ∪Si å ðàçáèâàíå íà S, è Pi = (xi, yi, zi) ∈ Si, òî ñèëàòà
~Fi, äåéñòâàùà íà Si, å ðàâíà íà íàëÿãàíåòî, óìíîæåíî ïî ëèöåòî íà Si,
íàñî÷åíà å ïðîòèâîïîëîæíî íà íîðìàëàòà â òî÷êàòà, è ïðèáëèçèòåëíî
ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

~Fi ≈ −ρ zi.~n(Pi).µ (Si) .

Àêî ~F = (Fx, Fy, Fz) å ñóìàðíàòà ñèëà, äåéñòâàùà íà òÿëîòî, âèæäàìå,
÷å íåéíèòå êîìïîíåíòè ñå èçðàçÿâàò ñ ïîâúðõíèííèòå èíòåãðàëè

Fx = −ρ
∫∫

S

z dydz, Fy = −ρ
∫∫

S

z dzdx, Fz = −ρ
∫∫

S

z dxdy.

Ïî-íàòàòúê íèå ùå äîêàæåì, ÷å ñèëàòà ~F å íàñî÷åíà âåðòèêàëíî
íàãîðå, à ãîëåìèíàòà �è å ðàâíà íà òåãëîòî íà èçìåñòåíàòà îò òÿëîòî
òå÷íîñò (çàêîí íà Àðõèìåä).

3. Èíòåãðàë íà Ãàóñ â ïðîñòðàíñòâîòî. Íåêà S å ãëàäêà ïî-
âúðõíîñò â R3. Êàêòî âèäÿõìå â ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, ïðîñòðàíñòâåíèÿò
úãúë, ïîä êîéòî S ñå âèæäà îò íà÷àëîòî, ñå äàâà ñ êðèâîëèíåéíèÿ èí-
òåãðàë îò ïúðâè âèä

µ(ΣS) =

∫∫
S

cos^
(
~n(P ), ~P

)
∣∣∣~P ∣∣∣2 dσ =

∫∫
S

〈
~n(P ), ~P

〉
∣∣∣~P ∣∣∣3 dσ

=

∫∫
S

x(P ) cosα(P ) + y(P ) cosβ(P ) + z(P ) cos γ(P )∣∣∣~P ∣∣∣3 dσ.

Î÷åâèäíî ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë ìîæå äà ñå çàïèøå è êàòî ïîâúðõíèíåí
èíòåãðàë îò âòîðè âèä, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

µ(ΣS) =

∫∫
S

x dydz + y dzdx+ z dxdy

(x2 + y2 + z2)
3
2

.

Çàáåëåæêà. Ôîðìàòà

ω1 =
x dydz + y dzdx+ z dxdy

(x2 + y2 + z2)
3
2

,
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ó÷àñòâàùà â ãîðíîòî ðàâåíñòâî, èãðàå â ïðîñòðàíñòâîòî ñúùàòà ðîëÿ,
êàêâàòî ôîðìàòà ω0 èãðàå â ðàâíèíàòà (âèæ �1.5).

Íåêà SR å ñôåðà ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R. Òîãàâà âúðõó SR
ôîðìàòà R2.ω1 ñúâïàäà ñúñ ñúîòâåòíàòà ôîðìà ωvol íà îáåìà (âèæ ïî-
ãîðå). Íàèñòèíà, çà åäèíè÷íàòà íîðìàëà èìàìå ~n(P ) = ~P/R, îòêúäåòî
cosα(P ) = x(P )/R, è ò.í., îòêúäåòî ñëåäâà ðàâåíñòâîòî

R2.ω1 = cosα dydz + cosβ dzdx+ cos γ dxdy.
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2.4 Ôîðìóëè íà Ñòîêñ è Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå èçâåäåì îùå äâå ôîðìóëè, íàïîäîáÿâàùè
ïî õàðàêòåð ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí îò �1.3. Îòíîâî ñòàâà äóìà çà
ìíîãîìåðíè îáîáùåíèÿ íà ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí.

Ôîðìóëà íà Ñòîêñ. Ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí ñâúðçâà äâîé-
íèÿ èíòåãðàë ïî äàäåíà îáëàñò â ðàâíèíàòà D ñ êðèâîëèíååí èíòåãðàë
îò âòîðè âèä ïî íåéíàòà ãðàíèöà Γ. Äà ñè ïðåäñòàâèì ñåãà, ÷å âìåñòî
îáëàñòòà D â ðàâíèíàòà èìàìå îáëàñò S âúðõó íÿêàêâà îðèåíòèðàíà
ïîâúðõíîñò â R3. Òîãàâà êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë âúðõó ãðàíèöàòà �è
ïðîäúëæàâà äà èìà ñìèñúë, à âìåñòî äâîéíèÿ èíòåãðàë îò ôîðìóëàòà
íà Ãàóñ-Ãðèí òðÿáâà äà ñå ðàçãëåäà ïîäõîäÿù ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò
âòîðè âèä. Òàêà ïîëó÷åíîòî îáîáùåíèå íà ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí ñå
íàðè÷à ôîðìóëà íà Ñòîêñ.

Çà äà ìîæåì äà íàïèøåì ôîðìóëàòà,ùå òðÿáâà è â òîçè ñëó÷àé
äà äåôèíèðàìå èíäóöèðàíà îðèåíòàöèÿ íà êðèâàòà Γ, îãðàíè÷àâàùà
ïîâúðõíîñòòà S.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà S å ÷àñò îò îðèåíòèðàíà ïîâúðõíîñò ñ åäè-
íè÷åí íîðìàëåí âåêòîð ~n(P ), è Γ å îãðàíè÷àâàùàòà ÿ êðèâà, îðèåíòè-
ðàíà îò äîïèðàòåëíèÿ âåêòîð ~e(P ). Âåêòîðúò ~n(P )×~e(P ) å äîïèðàòå-
ëåí êúì S (òúé êàòî å îðòîãîíàëåí íà ~n(P )). Ùå êàçâàìå, ÷å êðèâàòà
Γ å ñ èíäóöèðàíà îðèåíòàöèÿ, àêî ~n(P )× ~e(P ) ñî÷è êúì S.

Òîâà ìîæå äà ñå îáÿñíè è ïî-íàãëåäíî: àêî ñå äâèæèì ïî Γ òàêà, ÷å
ãëàâàòà íè äà ñî÷è â ïîñîêà ~n(P ), òî ïîâúðõíîñòòà S òðÿáâà äà îñòàâà
îòëÿâî.

Àêî S ëåæè â ðàâíèíàòà Oxy, ò.å. àêî ~n(P ) = ~z, ïîëó÷àâàìå îðè-
åíòàöèÿòà íà Γ, èçïîëçâàíà â òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Ãðèí.

Òåîðåìà 1. (Ôîðìóëà íà Ñòîêñ). Íåêà S ⊂ R3 å îðèåíòèðàíà
ïîâúðõíîñò, îãðàíè÷åíà îò ðåãóëÿðíàòà êðèâà Γ, ñíàáäåíà ñ èíäóöè-
ðàíàòà îðèåíòàöèÿ. Íåêà ôóíêöèèòå A(x, y, z), B(x, y, z), C(x, y, z) ñà
äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà S. Òîãàâà å â ñèëà ôîðìóëàòà∫

Γ

Adx+B dy + C dz =

=

∫∫
S

(
C ′y −B′z

)
dydz + (A′z − C ′x) dzdx+

(
B′x − A′y

)
dxdy.
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Èíäóöèðàíà îðèåíòàöèÿ íà êðèâà, îãðàíè÷àâàùà ïîâúðõíîñò.

Çàáåëåæêà. Íåêà ñìå â ñèòóàöèÿòà íà çàáåëåæêà 1 ñëåä òåîðåìà
1 îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô, ò.å S ñå ñúäúðæà â ðàâíèíàòà Oxy è åäèíè÷íàòà
íîðìàëà å èçáðàíà äà ñúâïàäà ñ êîîðäèíàòíèÿ âåêòîð ~z. Âçåìàéêè A è
B, çàâèñåùè ñàìî îò x è y, è ïîëàãàéêè C ≡ 0, íèå ïîëó÷àâàìå êàòî
÷àñòåí ñëó÷àé ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí.

Äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëàòà íà Ñòîêñ. Ùå äîêàæåì ôîð-
ìóëàòà çà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà ïîâúðõíîñò S. Â îáùèÿ ñëó÷àé íèå
ìîæåì, êàêòî íàïðàâèõìå òîâà ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà ôîðìóëàòà íà
Ãàóñ-Ãðèí, äà ðàçðåæåì S íà ÷àñòè, âñÿêà îò êîèòî å ïàðàìåòðè÷íî çà-
äàäåíà, è äà èçïîëçâàìå òîâà, ÷å èíòåãðàëèòå ïî ðàçäåëÿùèòå êðèâè ñå



132 ÃËÀÂÀ 2. ÏÎÂÚÐÕÍÎÑÒÈ È ÏÎÂÚÐÕÍÈÍÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ

óíèùîæàâàò âçàèìíî.
Äîñòàòú÷íî å ñúùî òàêà äà ïðîâåäåì äîêàçàòåëñòâîòî, êîãàòî ñàìî

ôóíêöèÿòà A(x, y, z) å ðàçëè÷íà îò íóëà. Íàèñòèíà, òîâà ùå îçíà÷àâà,
÷å ôîðìóëàòà å äîêàçàíà çà âñÿêî îò òðèòå ñúáèðàåìè îòëÿâî, è îáùèÿò
ñëó÷àé ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç ñúáèðàíå íà ïîëó÷åíèòå òðè ôîðìóëè.

Íåêà ïîâúðõíîñòòà S èìà ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå

P = P (u, v), (u, v) ∈ D,

êúäåòî D å îáëàñò â ðàâíèíàòà Ouv, îãðàíè÷åíà îò ðåãóëÿðíàòà êðèâà
L. Àêî

u = u(t), v = v(t), t ∈ [a, b]

å ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà L, òî

P (t) = P (u(t), v(t)), t ∈ [a, b]

å ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà Γ. Èäåÿòà íà äîêàçàòåëñòâîòî å äà ñâå-
äåì òúðñåíàòà ôîðìóëà êúì ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí çà D è L.

Èìàìå äà äîêàæåì ðàâåíñòâîòî∫
Γ

A(x, y, z) dx =

∫∫
S

A′z dzdx− A′y dxdy.

Èçïîëçâàéêè ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà Γ è ðàâåíñòâîòî
x′(t) = x′u.u

′(t) + x′v.v
′(t), çà ëÿâàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî ïîëó÷àâàìå∫

Γ

A(x, y, z) dx =

∫ b

a

A(x(t), y(t), z(t)) (x′u.u
′(t) + x′v.v

′(t)) dt =

=

∫
L

A.x′u du+ A.x′v dv =

∫∫
D

(
(A.x′v)

′
u − (A.x′u)

′
v

)
dudv,

êàòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Ãðèí.
Ùå ïðåðàáîòèì èçðàçà â äâîéíèÿ èíòåãðàë:

(A.x′v)
′
u − (A.x′u)

′
v =

(
A′x.x

′
u + A′y.y

′
u + A′z.z

′
u

)
.x′v + A.x′′vu−

−
(
A′x.x

′
v + A′y.y

′
v + A′z.z

′
v

)
.x′u − A.x′′uv =
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= A′z (z′u.x
′
v − z′v.x′u)− A′y (x′u.y

′
v − x′v.y′u) = A′z

D(y, z)

D(u, v)
− A′y

D(x, y)

D(u, v)
.

Îò äðóãà ñòðàíà, èçïîëçâàéêè ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ïî-
âúðõíîñòòà S, ïîëó÷àâàìå çà äÿñíàòà ñòðàíà íà äîêàçâàíàòà ôîðìóëà
ñúùèÿ èçðàç:∫∫

S

A′z dzdx− A′y dxdy =

∫∫
D

(
A′z
D(y, z)

D(u, v)
− A′y

D(x, y)

D(u, v)

)
dudv.

Çàáåëåæêà. Òúæäåñòâåíîñòòà íà ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà íà ðà-
âåíñòâîòî, êîåòî äîêàçàõìå, ìîæå äà èçãëåæäà ñëó÷àéíà. Ïî-íàòàòúê
íèå ùå ïîêàæåì êàê ôîðìóëàòà íà Ñòîêñ äèðåêòíî ñëåäâà îò ôîðìóëà-
òà íà Ãàóñ-Ãðèí áåç äîïúëíèòåëíè ïðåñìÿòàíèÿ.

Ñëåäñòâèå îò ôîðìóëàòà íà Ñòîêñ: óñëîâèÿ çà ïúëåí äè-
ôåðåíöèàë â R3. Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Ñòîêñ âìåñòî òàçè íà
Ãàóñ-Ãðèí, ìîæåì äà ïîñî÷èì óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íî íà �1.4, äàäåíà 1-
ôîðìà â R3 äà áúäå ïúëåí äèôåðåíöèàë. Íåêà ω = Adx + B dy + C dz
å ôîðìà îò ïúðâè ðåä, äåôèíèðàíà â îòâîðåíî ìíîæåñòâî U ⊂ R3. Ùå
âúâåäåì ñëåäíèòå óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íè íà óñëîâèÿòà îò �1.4:

1/ Èíòåãðàëúò
∫

Γ
ω íå çàâèñè îò êðèâàòà Γ, à ñàìî îò íà÷àëíàòà �è

òî÷êà. Åêâèâàëåíòíî: 1′/ Èíòåãðàëúò îò ω ïî âñÿêà çàòâîðåíà êðèâà å
ðàâåí íà íóëà.

2/ Ôîðìàòà ω å ïúëåí äèôåðåíöèàë, ò.å. ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ
Φ(x, y, z) íà U òàêàâà, ÷å ω = dΦ, è ïî-ïîäðîáíî A = Φ′x, B = Φ′y,
C = Φ′z.

3/ Èçïúëíåíè ñà ðàâåíñòâàòà C ′y = B′z, A
′
z = C ′x, B

′
x = A′y.

Åêâèâàëåíòíîñòòà íà óñëîâèÿòà 1/, 1′/ è 2/ ñå äîêàçâà ïî ñúùèÿ
íà÷èí, êàêòî â �1.4, è íèå ùå ÿ ïðîïóñíåì. Èìïëèêàöèÿòà 2/ ⇒ 3/
ñëåäâà îò ðàâåíñòâîòî íà ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà Φ(x, y, z).
Îñòàâà äà óñòàíîâèì ïðè êàêâè óñëîâèÿ îò 3/ ñëåäâà 1/. È òóê å îò
çíà÷åíèå óñëîâèåòî çà åäíîñâúðçàíîñò íà U . Ùå ãî ôîðìóëèðàìå çà
îáëàñòè â R3:

Äåôèíèöèÿ. Îáëàñòòà U ⊂ R3 ñå íàðè÷à åäíîñâúðçàíà, àêî çà
âñÿêà ïðîñòà çàòâîðåíà êðèâà Γ ⊂ U ñúùåñòâóâà îãðàíè÷åíà ðåãóëÿðíà
ïîâúðõíîñò S ⊂ U òàêàâà, ÷å Γ = bS.
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Íàïðèìåð, àêî U å ïðîñòðàíñòâîòî ñ èçáîäåíà òî÷êà (ò.å. U = R3 \{
~0
}
), òî U å åäíîñâúðçàíà. Àêî îáà÷å îò R3 ïðåìàõíåì öÿëà ïðàâà,

íàïðèìåð îñòà Oz, îñòàâàùîòî ïðîñòðàíñòâî âå÷å íå å òàêîâà.

Òåîðåìà 2. Àêî îáëàñòòà U å åäíîñâúðçàíà, òî îò óñëîâèåòî 3/
ñëåäâà óñëîâèåòî 1′/.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî Γ å çàòâîðåíà êðèâà â U è S å ïîâúðõíîñòòà,
êîÿòî òÿ îãðàíè÷àâà, òî ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà íà Ñòîêñ, ïîëó÷àâàìå,
÷å
∫

Γ
ω = 0.

Ñëåäñòâèå. Çà åäíîñâúðçàíà îáëàñò â R3 óñëîâèÿòà 1/, 2/, è 3/
ñà åêâèâàëåíòíè.

Ôîðìóëà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè. Âúâ ôîðìóëèòå íà
Ãàóñ-Ãðèí è Ñòîêñ ñå óñòàíîâÿâà âðúçêàòà ìåæäó èíòåãðàë áúðõó äâó-
ìåðåí îáåêò (ôèãóðà â R2 èëè ïîâúðõíîñò â R3 ) è èíòåãðàë âúðõó
íåãîâàòà ãðàíèöà � îðèåíòèðàíà çàòâîðåíà êðèâà. Âúâ ôîðìóëàòà íà
Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè ðàçìåðíîñòèòå ñà ñ åäèíèöà ïî-ãîëåìè: óñòàíîâÿâà
ñå âðúçêàòà ìåæäó òðîåí èíòåãðàë âúðõó òÿëî â R3 è ïîâúðõíèíåí èí-
òåãðàë âúðõó îãðàíè÷àâàùàòà ãî ïîâúðõíîñò.

Íåêà V å îãðàíè÷åíà îáëàñò â R3, êàòî íåéíàòà ãðàíèöà S = bV
å ðåãóëÿðíà ïîâúðõíîñò. Ïîä èíäóöèðàíà îðèåíòàöèÿ íà ïîâúðõíîñòòà
S ùå ðàçáèðàìå òàçè, êîÿòî å îïðåäåëåíà îò âúíøíàòà íîðìàëà, ò.å. îò
íîðìàëàòà, ñî÷åùà íàâúí îò V . Ùå ñìÿòàìå, ÷å S å ñíàáäåíà ñ èíäóöè-
ðàíàòà îðèåíòàöèÿ.

Íåêà ω å äèôåðåíöèàëíà ôîðìà îò ðåä 2, ò.å. èçðàç îò âèäà

ω = A(x, y, z) dydz +B(x, y, z) dzdx+ C(x, y, z) dxdy,

êúäåòî A(x, y, z), B(x, y, z), C(x, y, z) ñà åäíîêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè,
äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà V .

Òåîðåìà 3 (Ôîðìóëà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè). Ïðè ãîðíèòå
ïðåäïîëîæåíèÿ å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫∫

S

Adydz +B dzdx+ C dxdy =

∫∫∫
V

(
A′x +B′y + C ′z

)
dxdydz.
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Äîêàçàòåëñòâî. Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà ôîðìóëàòà
íà Ãàóñ-Ãðèí, íàé-íàïðåä ùå ðàçãëåäàìå ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî
ω = C dxdy, a V å êðèâîëèíååí öèëèíäúð z, îïðåäåëåí ñ ôîðìóëèòå

ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y), (x, y) ∈ D ⊂ R2

Îñâåí òîâà ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å îáëàñòòà D å îãðàíè÷åíà â R2 îò ãëàä-
êàòà èëè ÷àñòè÷íî-ãëàäêà ðåãóëÿðíà êðèâà Γ. Äà îçíà÷èì ñ Sψ, ðåñï.
Sϕ, ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå ψ è ϕ, à ñ Sok � îêîëíàòà ïîâúðõíîñò íà
V , ò.å. òàçè ÷àñò îò S, êîÿòî ñå íàìèðà íàä ãðàíè÷íàòà êðèâà Γ. Ùå
îòáåëåæèì, ÷å íîðìàëàòà êúì Sψ ñî÷è íàâúí îò V , à òàçè êúì Sϕ �
íàâúòðå, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ñòàíäàðòíàòà îðèåíòàöèÿ íà Sψ ñúâïàäà ñ
îðèåíòàöèÿòà íà S, à òàçè íà Sϕ �è å ïðîòèâîïîëîæíà. Òàêà ïîëó÷àâàìå
ðàâåíñòâîòî

S = Sψ − Sϕ + Sok.

Ùå ïîêàæåì, ÷å
∫∫
Sok

ω = 0. Íàèñòèíà, íåêà P = (x(t), y(t)),
t ∈ [a, b] å ïàðàìåòðèçàöèÿ íà Γ. Òîãàâà ïîâúðõíîñòòà Sok ñå ïàðàìåò-
ðèçèðà ñ ïàðàìåòðèòå z è t, èçìåíÿùè ñå â îáëàñòòà D̃, îïðåäåëåíà ñ
íåðàâåíñòâàòà

D̃ : a ≤ t ≤ b, ϕ(t) ≤ z ≤ ψ(t).

Òúé êàòî êîîðäèíàòèòå x, y íå çàâèñÿò îò z, òî äåòåðìèíàíòàòà
D(x, y)

D(z, t)
èìà åäèí íóëåâ ðåä è ñëåäîâàòåëíî å ðàâíà íà íóëà. Ñëåäîâàòåëíî èí-
òåãðàëúò ïî Sok îò ôîðìàòà ω = C dxdy ñúùî ñå àíóëèðà.

Ñëåäîâàòåëíî ∫∫
S

ω =

∫∫
Sψ

ω −
∫∫

Sϕ

ω =

=

∫∫
D

C(x, y, ψ(x, y)) dxdy −
∫∫

D

C(x, y, ϕ(x, y)) dxdy =

=

∫∫
D

(∫ ψ(x,y)

ϕ(x,y)

C ′z(x, y, z)dz

)
dxdy =

∫∫∫
V

C ′z(x, y, z) dxdydz

è â äàäåíèÿ ÷àñòåí ñëó÷àé ðàâåíñòâîòî îò òåîðåìàòà å äîêàçàíî.
Íåêà V ìîæå äà áúäå ðàçðÿçàíî íà êðàåí áðîé ÷àñòè, âñÿêà îò êî-

èòî å êðèâîëèíååí òðàïåö ïî z. Òîãàâà ïîâúðõíèííèòå èíòåãðàëè ïî
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ðàçðÿçâàùèòå ïîâúðõíèíè ñå ïðîáÿãâàò äâà ïúòè ñ ïðîòèâîïîëîæíà
îðèåíòàöèÿ è ñëåäîâàòåëíî âçàèìíî ñå óíèùîæàâàò. Êàêòî ïðè äîêà-
çàòåëñòâîòî íà ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí â ðàâíèíàòà, ñóìèðàéêè ðàâåí-
ñòâàòà îò òåîðåìàòà çà âñÿêà îò ÷àñòèòå íà V , âèæäàìå, ÷å ðàâåíñòâîòî
å èçïúëíåíî è çà öÿëàòà îáëàñò V .

Íåêà ñåãà ω = Adydz+B dzdx+C dxdy å ïðîèçâîëíà 2-ôîðìà. Äà
ïðåäïîëîæèì, ÷å îáëàñòòà V ìîæå äà áúäå äà áúäå ðàçðÿçàíà íà êðàåí
áðîé êðèâîëèíåéíè òðàïöè ïî âñÿêà îò êîîðäèíàòèòå x, y, z. Çà âñÿêî îò
òðèòå ñúáèðàåìè â ω, èçïîëçâàéêè ñúîòâåòíîòî ðàçðÿçâàíå, âèæäàìå,
÷å òåîðåìàòà å âÿðíà. Ñúáèðàéêè ïîëó÷åíèòå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àâàìå
âàëèäíîñòòà íà òåîðåìàòà â îáùèÿ ñëó÷àé.

Ïðèìåð (çàêîí íà Àðõèìåä). Ùå ñå âúðíåì êúì âòîðîòî îò
ïðèëîæåíèÿòà íà ïîâúðõíèííèÿ èíòåãðàë îò âòîðè âèä, ðàçãëåäàíè â
ïðåäíèÿ ïàðàãðàô. Íèå ïîêàçàõìå, ÷å àêî èìàìå òÿëî V ñ ãðàíèöà S,
ïîòîïåíî â òå÷íîñò ñ ïëúòíîñò ρ, è ~F = (Fx, Fy, Fz) å ñèëàòà íà èçòëàñ-
êâàíå, ñ êîÿòî òå÷íîñòòà ìó âúçäåéñòâà, òî êîìïîíåíòèòå íà òàçè ñèëà
ñå çàäàâàò ñ ôîðìóëèòå

Fx = −ρ
∫∫

S

z dydz, Fy = −ρ
∫∫

S

z dzdx, Fz = −ρ
∫∫

S

z dxdy.

Äà ïðèëîæèì êúì âñåêè îò òðèòå èíòåãðàëà ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-
Îñòðîãðàäñêè: âåäíàãà ñå ïîëó÷àâà, ÷å Fx = Fy = 0, è

Fz = −ρ
∫∫∫

V

dxdydz = −ρ µ(V ).

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñèëàòà íà èçòëàñêâàíå å íàñî÷åíà âåðòèêàëíî íàãîðå
è å ðàâíà ïî ãîëåìèíà íà òåãëîòî íà èçìåñòåíàòà îò òÿëîòî òå÷íîñò.
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2.5 Òåîðèÿ íà âåêòîðíèòå ïîëåòà â R3.

Ïîä âåêòîðíî ïîëå â R3 â R3 (èëè â îáëàñò U ⊂ R3) ùå ðàçáèðàìå òðè-

ìåðåí âåêòîð ~F (P ), äåôèíèðàí âúâ âñÿêà òî÷êà P ∈ U . Âåêòîðíîòî
ïîëå ~F (P ) ñå îïðåäåëÿ ÷ðåç ñâîèòå êîìïîíåíòè

~F (P ) = (Fx(P ), Fy(P ), Fz(P )) .

Âåêòîðíîòî ïîëå ùå áúäå íàðè÷àíî íåïðåêúñíàòî, àêî íåãîâèòå
êîìïîíåíòè Fx(P ), Fy(P ), Fz(P ) ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, è k-êðàòíî
ãëàäêî, àêî êîìïîíåíòèòå ìó ñà k-êðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè. Àíàëîãè÷íà
å äåôèíèöèÿòà íà âåêòîðíî ïîëå â Rn: òîâà å n-ìåðåí âåêòîð, çàâèñåù
îò òî÷êàòà â Rn, è ñå îïðåäåëÿ îò n íà áðîé (ñêàëàðíè) ôóíêöèè, êîèòî
ñà íåãîâèòå êîìïîíåíòè. Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå ðàçãëåæäàìå ãëàâíî
âåêòîðíè ïîëåòà â R3.

Åäíî âåêòîðíî ïîëå ìîæå äà áúäå îíàãëåäåíî ÷ðåç íåãîâèòå òðà-
åêòîðèè, íàðè÷àíè îùå "ñèëîâè ëèíèè" íà ïîëåòî.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà ~F (P ) å âåêòîðíî ïîëå â R3, êîåòî íå ñå àíóëè-

ðà (ò.å. ~F (P ) 6= ~0 çà âñÿêî P ). Êàçâàìå, ÷å êðèâàòà Γ å òðàåêòîðèÿ íà

ïîëåòî ~F (P ), àêî çà âñÿêà òî÷êà P ∈ Γ âåêòîðúò ~F (P ) å äîïèðàòåëåí
êúì Γ â òî÷êàòà P .

Îò òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèÿ íà îáèê-
íîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñëåäâà, ÷å àêî ~F (P ) å åäíîêðàòíî
ãëàäêî âåêòîðíî ïîëå, êîåòî íå ñå àíóëèðà íèêúäå, òî ïðåç âñÿêà òî÷êà
ìèíàâà òî÷íî åäíà íåãîâà òðàåêòîðèÿ.

Ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå è ãðàäèåíò. Ñëåäíàòà äåôèíè-
öèÿ å ñðåùàíà íååäíîêðàòíî äî òîçè ìîìåíò, íî çà óäîáñòâî íà ÷èòàòåëÿ
ùå ÿ ïîâòîðèì.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Φ(P ) å åäíîêðàòíî ãëàäêà ôóíêöèÿ, äåôèíè-
ðàíà â R3. Ïîä ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿòà Φ(P ) ðàçáèðàìå âåêòîðíîòî
ïîëå −−→

gradΦ(P ) =
(
Φ′x,Φ

′
y,Φ

′
z

)
.

Âåêòîðíîòî ïîëå ~F (P ) ñå íàðè÷à ãðàäèåíòíî, àêî ñúùåñòâóâà

ôóíêöèÿ Φ(P ) òàêàâà, ÷å ~F (P ) =
−−→
gradΦ(P ).
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Çàáåëåæêà. Íà ïîëåòî ~F (P ) ìîæåì äà ñúïîñòàâèì äèôåðåíöè-
àëíàòà 1-ôîðìà

ω~F = Fx.dx+ Fy.dy + Fz.dz.

Òîãàâà ðàâåíñòâîòî ~F (P ) =
−−→
gradΦ(P ) îçíà÷àâà, ÷å ω~F = dΦ.

Ïðè âúâåæäàíå íà íîâè ïîíÿòèÿ å âàæíî òå äà èìàò âúòðåøåí
ñìèñúë, ò.å. äà íå çàâèñÿò îò èçáîðà íà îðòîãîíàëíà êîîðäèíàòíà ñèñ-
òåìà â R3. Â �1.5 íà ÷àñò II, èçïîëçâàéêè âðúçêàòà ìåæäó ïîíÿòèÿòà
"ãðàäèåíò" è "ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå", òîâà å äîêàçàíî è çà ãðà-
äèåíòà. Çà óäîáñòâî íà ÷èòàòåëÿ ùå ïîâòîðèì íàêðàòêî ñúîòâåòíèòå
ðàçñúæäåíèÿ.

Íåêà P0 = (x0, y0, z0) å òî÷êà îò R3 è ~e = (e1, e2, e3) å åäèíè÷åí âåê-
òîð. Ïîä ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå ~e íà Φ(P ) â òî÷êàòà P0 ðàçáèðàìå
âåëè÷èíàòà

Φ′~e (P0) = lim
h→0

1

h
(Φ (P0 + h.~e)− Φ (P0)) .

Àêî âúâåäåì ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

ϕ(t) = Φ (P0 + t.~e) = Φ (x0 + t.e1, y0 + t.e2, z0 + t.e3) ,

òî Φ′~e (P0) = ϕ′(0). Îò ôîðìóëàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíê-
öèÿ ïîëó÷àâàìå

Φ′~e (P0) = e1.Φ
′
x (P0) + e2.Φ

′
y (P0) + e3.Φ

′
z (P0) =

〈
~e,
−−→
gradΦ (P0)

〉
=

=
∣∣∣−−→gradΦ (P0)

∣∣∣ .cos^(~e,−−→gradΦ (P0)
)
.

Àêî ôèêñèðàìå òî÷êàòà P0 è ìåíèì âåêòîðà ~e, ìàêñèìàëíàòà ñòîé-
íîñò íà ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå ñå äîñòèãà, êîãàòî êîñèíóñúò â
ãîðíàòà ôîðìóëà å ðàâåí íà åäèíèöà, ò.å. êîãàòî íàïðàâëåíèåòî ~e å åä-
íîïîñî÷íî ñ

−−→
gradΦ (P0). Òàêà äîñòèãàìå äî ñëåäíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ íà

ãðàäèåíòà, íåçàâèñèìà îò êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà:

Ïîñîêàòà íà âåêòîðà
−−→
gradΦ (P0) ñúâïàäà ñ ïîñîêàòà, â êîÿòî ôóí-

êöèÿòà Φ (P ) ðàñòå íàé-áúðçî. Äúëæèíàòà íà ãðàäèåíòà å ðàâíà íà
ñêîðîñòòà íà íàðàñòâàíåòî íà Φ (P ) â òàçè ïîñîêà.

Äðóãà ãåîìåòðè÷íà õàðàêòåðèçàöèÿ íà ãðàäèåíòà å ñâúðçàíà ñ ïî-
âúðõíîñòèòå íà íèâî íà ôóíêöèÿòà Φ (P ), ò.å. ñ ïîâúðõíîñòèòå îò âèäà
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Φ(x, y, z) = a. Ïðåç âñÿêà òî÷êà î÷åâèäíî ìèíàâà òî÷íî åäíà ëèíèÿ íà
íèâî. Àêî ñå äâèæèì ïî íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíî íà ãðàäèåíòà â
äàäåíà òî÷êà, òî îò ãîðíàòà ôîðìóëà ñå âèæäà, ÷å ïðîèçâîäíàòà ïî òî-
âà íàïðàâëåíèå å íóëà, è ñëåäîâàòåëíî òîâà íàïðàâëåíèå å äîïèðàòåëíî
êúì ïîâúðõíîñòòà íà íèâî, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà. Òàêà ïîëó÷àâàìå:

Ãðàäèåíòúò íà ôóíêöèÿòà â äàäåíà òî÷êà å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà
ïîâúðõíîñòòà íà íèâî íà ôóíêöèÿòà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà.

(Çà ïî-òî÷íà ôîðìóëèðîâêà íà òîâà òâúðäåíèå è çà íåãîâîòî äî-
êàçàòåëñòâî âèæ ÷àñò II, �1.8.)

Ïðèìåð (íþòîíîâî ãðàâèòàöèîííî ïîëå). Íåêà â òî÷êàòà P0

å ðàçïîëîæåíà ãðàâèòàöèîííà ìàñà M . Ñèëàòà, ñ êîÿòî òàçè ìàñà ïðèâ-
ëè÷à ÷àñòèöà ñ åäèíè÷íà ìàñà, ðàçïîëîæåíà â òî÷êàòà P , å íàñî÷åíà îò
P êúì P0, à ãîëåìèíàòà è å îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëíà íà êâàäðàòà íà
ðàçñòîÿíèåòî îò P äî P0. Òàêà çà ãðàâèòàöèîííîòî ïîëå íà ìàòåðèàëíà
òî÷êà ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

~F (P ) = −c
~P0P∣∣∣ ~P0P
∣∣∣3 ,

êúäåòî c = kM , k å ãðàâèòàöèîííàòà êîíñòàíòà.
Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òîâà ïîëå å ãðàäèåíòíî; èìàìå

~F (P ) =
−−→
grad

 c∣∣∣ ~P0P
∣∣∣
 .

Öèðêóëàöèÿ íà âåêòîðíî ïîëå ïî êðèâà. Â íà÷àëîòî íà �1.3
íèå èçâåäîõìå ôîðìóëà çà ðàáîòà íà ìàòåðèàëíà òî÷êà, äâèæåùà ñå ïî
äàäåíà êðèâà â ñèëîâî ïîëå. Ïîíÿòèåòî öèðêóëàöèÿ ñå îñíîâàâà íà òàçè
ôîðìóëà.

Íåêà Γ å ðåãóëÿðíà îðèåíòèðàíà êðèâà â R3 è ~e(P ) å ñúîòâåòíèÿò
åäèíè÷åí äîïèðàòåëåí âåêòîð.

Äåôèíèöèÿ. Ïîä öèðêóëàöèÿ íà âåêòîðíîòî ïîëå ~F (P ) ïî Γ ùå
ðàçáèðàìå âåëè÷èíàòà

circΓ
~F =

∫
Γ

〈
~F (P ), ~e(P )

〉
dl =

∫
Γ

Fx dx+ Fy dy + Fz dz.
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Òåîðåìà 1. Íåêà ~F (P ) =
−−→
gradΦ(P ) å ãðàäèåíòíî âåêòîðíî ïîëå

è Γ å êðèâà ñ íà÷àëíà òî÷êà P è êðàéíà òî÷êà Q. Òîãàâà

circΓ
~F = Φ(Q)− Φ(P ).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà P = P (t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b], å
ïàðàìåòðèçàöèÿ íà Γ. Äà ïîëîæèì Ψ(t) = Φ(P (t)). Èìàìå

circΓ
~F =

b∫
a

(
Φ′x.x

′ + Φ′y.y
′ + Φ′z.z

′(t)
)
dt =

b∫
a

Ψ′(t) dt =

= Ψ(b)−Ψ(a) = Φ(Q)− Φ(P ).

Ñëåäñòâèå. Ãðàäèåíòíîòî âåêòîðíî ïîëå íå ìîæå äà èìà çàò-
âîðåíè òðàåêòîðèè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà Γ å çàòâîðåíà òðàåêòîðèÿ íà ãðàäèåíòíî-
òî âåêòîðíî ïîëå ~F (P ). Äà èçáåðåì ïîñîêàòà âúðõó Γ äà å îïðåäåëåíà
îò äîïèðàòåëíèÿò âåêòîð ~F (P ). Òîãàâà ïî äåôèíèöèÿ çà âñÿêà òî÷êà

P ∈ Γ ùå èìàìå
〈
~F (P ), ~e(P )

〉
> 0, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å circΓ

~F > 0.

Îò äðóãà ñòðàíà, îò òåîðåìàòà ñå âèæäà, ÷å ïî âñÿêà çàòâîðåíà êðèâà
öèðêóëàöèÿòà íà ~F (P ) å ðàâíà íà íóëà.

Ïîòîê íà âåêòîðíî ïîëå ïðåç ïîâúðõíîñò. Â íà÷àëîòî íà �2.3
íèå ðàçãëåäàõìå çàäà÷àòà çà ïîòîê íà òå÷íîñò ïðåç ïîâúðõíîñò. Îêàçâà
ñå, ÷å èçâåäåíàòà òàì ôîðìóëà èìà ïðèëîæåíèÿ è çà äðóãè ôèçè÷åñêè
çàäà÷è, è çàòîâà å öåëåñúîáðàçíî äà âúâåäåì ñúîòâåòíîòî ïîíÿòèå.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà S å îðèåíòèðàíà ðåãóëÿðíà ïîâúðõíîñò
â R3 è ~N(P ) å ñúîòâåòíàòà åäèíè÷íà íîðìàëà. Íåêà ~F (P ) =
(Fx(P ), Fy(P ), Fz(P )) å âåêòîðíî ïîëå âúðõó S. Ïîä ïîòîê íà âåêòîð-

íîòî ïîëå ~F (P ) ïðåç ïîâúðõíîñòòà S ùå ðàçáèðàìå âåëè÷èíàòà

currS ~F =

∫
S

〈
~F (P ), ~n(P )

〉
dσ =

∫
S

Fx dydz + Fy dzdx+ Fz dxdy.



2.5. ÒÅÎÐÈß ÍÀ ÂÅÊÒÎÐÍÈÒÅ ÏÎËÅÒÀ Â R3. 141

Ïðèìåð. Íåêà ~F (P ) = −c
~P0P∣∣∣ ~P0P
∣∣∣3 å ðàçãëåäàíîòî ïî-ãîðå íþòîíî-

âî ãðàâèòàöèîííî ïîëå, è S å îðèåíòèðàíà ïîâúðõíîñò, íå ñúäúðæàùà
òî÷êàòà P0, ñ íîðìàëà ~n(P ). Òîãàâà ïîòîêúò íà ~F (P ) ïðåç S ñå äàâà ñ
ôîðìóëàòà

currS ~F = −c
∫∫
S

〈
~P0P ,~n(P )

〉
∣∣∣ ~P0P

∣∣∣3 dσ.

Ïðèïîìíÿéêè ñè èíòåãðàëà íà Ãàóñ â ïðîñòðàíñòâîòî (âèæ òðåòîòî îò
ïðèëîæåíèÿòà íà ïîâúðõíèííèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè âèä â �2.2), âèæ-
äàìå, ÷å òîçè ïîòîê å ïðîïîðöèîíàëåí íà ïðîñòðàíñòâåíèÿ úãúë, ïîä
êîéòî S ñå âèæäà îò P0.

Äèâåðãåíöèÿ è ðîòîð íà âåêòîðíî ïîëå. Ñëåäâàùèòå äâå ïî-
íÿòèÿ åñòåñòâåíî âúçíèêâàò ïðè âåêòîðíèòå âåðñèè íà òåîðåìèòå íà
Ñòîêñ è Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè.

Äåôèíèöèÿ. Ïîä äèâåðãåíöèÿ íà âåêòîðíîòî ïîëå ~F (P ) =
(Fx(P ), Fy(P ), Fz(P )) ðàçáèðàìå ôóíêöèÿòà

div ~F (P ) =
∂Fx
∂x

(P ) +
∂Fy
∂y

(P ) +
∂Fz
∂z

(P ).

Ïðèìåð. Àêî ~F (P ) å íþòîíîâîòî ãðàâèòàöèîííî ïîëå, ðàçãëåäàíî
ïî-ãîðå, òî ñ íåïîñðåäñòâåíî ïðåñìÿòàíå ñå äîêàçâà, ÷å çà âñÿêî P 6= P0

èìàìå div ~F (P ) = 0.

Äåôèíèöèÿ. Ïîä ðîòîð íà âåêòîðíîòî ïîëå
~F (P ) = (Fx(P ), Fy(P ), Fz(P )) ðàçáèðàìå âåêòîðíîòî ïîëå

−→rot ~F (P ) =

(
∂Fz
∂y
− ∂Fy

∂z
,
∂Fx
∂z
− ∂Fz

∂x
,
∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y

)
.

Õàðàêòåðèçàöèÿ íà ïîòåíöèàëíèòå ïîëåòà. Íåêà U ⊂ R3 å
åäíîñâúðçàíà îáëàñò è ~F (P ) å âåêòîðíî ïîëå â U . Òîãàâà ïîëåòî ~F (P )

å ïîòåíöèàëíî òî÷íî òîãàâà, êîãàòî
−→rot ~F (P ) ≡ ~0.
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Òîâà òâúðäåíèå âñúùíîñò ïðåäñòàâëÿâà ïðåâîä íà âåêòîðåí åçèê
íà òåîðåìà 2 è íåéíîòî ñëåäñòâèå îò �2.4.

Ïðèìåð. Íåêà äàäåíî òÿëî ñå âúðòè îêîëî îñòà z ñ ïîñòîÿííà
úãëîâà ñêîðîñò ω (â ìåðíè åäèíèöè ðàäèàíè çà ñåêóíäà). Ëèíåéíàòà
ñêîðîñò íà äàäåíà òî÷êà P å ðàâíà ïî ãîëåìèíà íà ωR(P ), êúäåòî R(P )
å ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êàòà P äî îñòà íà âúðòåíå. Òàêà çà ñêîðîñòòà
~V (x, y, z) â òî÷êàòà P = (x, y, z) ïîëó÷àâàìå

~V (x, y, z) = (−ωy, ωx, 0) .

Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî −→rot ~V (P ) = ω.~z.
Ïðè äâèæåíèå îò îáù âèä ìîìåíòíàòà îñ íà âúðòåíå ñå èçìåíÿ

ñ âðåìåòî. Àêî ðàçãëåäàìå ïîëåòî îò ñêîðîñòèòå íà òî÷êèòå îò òÿëîòî
â äàäåí ìîìåíò, ëåñíî ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ðîòîðúò íà òîâà ïîëå â
äàäåí ìîìåíò å íàñî÷åí ïî ìîìåíòíàòà îñ íà âúðòåíå, à ãîëåìèíàòà
ìó å ðàâíà íà ìîìåíòíàòà úãëîâà ñêîðîñò. Òîâà äîíÿêúäå îáÿñíÿâà è
íàçâàíèåòî "ðîòîð".

Çàáåëåæêà. Ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò âúâåäåíèòå äîñåãà ïîíÿòèÿ ìî-
ãàò äà áúäàò âúâåäåíè â ïðîèçâîëíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn. Ïîíÿ-
òèÿòà ãðàäèåíò íà ôóíêöèÿ è öèðêóëàöèÿ íà âåêòîðíî ïîëå ñå ïðåíàñÿò
â îáùèÿ ñëó÷àé áåç èçìåíåíèÿ. Â äåôèíèöèèòå íà ïîòîê è äèâåðãåíöèÿ
òðÿáâà äà çàìåíèì ïîíÿòèåòî "ïîâúðõíîñò â R2" ñ "n− 1-ìåðíà ïîâúð-
õíîñò â Rn". Ïîíÿòèåòî "ðîòîð" îáà÷å å ñïåöèôè÷íî çà R3.

Òåîðåìè íà Ñòîêñ è Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè. Èçïîëçâàéêè òîêó-
ùî âúâåäåíèòå ïîíÿòèÿ, ìîæåì îòíîâî äà íàïèøåì ôîðìóëèðîâêèòå íà
òåçè äâå òåîðåìè:

Òåîðåìà íà Ñòîêñ. Íåêà S å êîìïàêòíà ðåãóëÿðíà ïîâúðõíîñò
â R3 è Γ å îãðàíè÷àâàùàòà ÿ êðèâà, ñíàáäåíà ñ èíäóöèðàíàòà îðèåí-
òàöèÿ. Íåêà ~F (P ) å âåêòîðíî ïîëå âúðõó S. Òîãàâà

circΓ
~F = currS

(−→rot ~F (P )
)
.

Òåîðåìà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè. Íåêà V å òÿëî â R3, îãðàíè-
÷åíî îò ðåãóëÿðíàòà ïîâúðõíîñò S, ñíàáäåíà ñ èíäóöèðàíàòà îðèåí-
òàöèÿ (ïîðîäåíà îò âúíøíàòà çà V íîðìàëà). Àêî ~F (P ) å âåêòîðíî
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ïîëå â îêîëíîñò íà V , òî

currS ~F =

∫∫∫
V

div ~F (P ) dxdydz.

Íåçàâèñèìîñò íà ðîòîðà è äèâåðãåíöèÿòà îò êîîðäèíàòíà-
òà ñèñòåìà. Â äåôèíèöèÿòà íà òåçè äâå ïîíÿòèÿ ó÷àñòâàõà êîîðäèíàò-
íèòå ôóíêöèè íà âåêòîðíîòî ïîëå, íî òóê ùå ïîêàæåì, ÷å òå íå çàâèñÿò
îò èçáîðà íà îðòîãîíàëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â R3.

Íåçàâèñèìîñò íà äèâåðãåíöèÿòà. Íåêà Bε å êúëáî ñ öåíòúð
â òî÷êàòà P0, è Sε å îãðàíè÷àâàùàòà ãî ñôåðà. Òîãàâà, èçïîëçâàéêè
òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè è òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè çà
òðîéíèòå èíòåãðàëè, ïîëó÷àâàìå

currSε ~F =

∫∫∫
V

div ~F (P ) dxdydz = div ~F (Pε).
4

3
πε3,

êúäåòî Pε å ïîäõîäÿùà òî÷êà îò Bε. Èçâúðøâàéêè ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè
ε → 0, ïîëó÷àâàìå íåçàâèñèìàòà îò èçáîðà íà êîîðäèíàòèòå ôîðìóëà
çà äèâåðãåíöèÿòà

div ~F (P0) = lim
ε→0

currSε ~F
4
3
πε3

.

Çàáåëåæêà. Íåêà, êàêòî â íà÷àëîòî íà �2.3, ~F äà áúäå ïîëåòî íà
ñêîðîñòèòå íà ñòàöèîíàðíî äâèæåíèå íà òå÷íîñò. Òîãàâà ïîòîêúò íà ~F
ïðåç Sε å ðàâåí íà ðàçëèêàòà íà âëèâàùàòà ñå è èçëèâàùà ñå òå÷íîñò â
òÿëîòî Bε. Òàêà äîñòèãàìå äî èíòåðïðåòàöèÿ íà äèâåðãåíöèÿòà: äèâåð-
ãåíöèÿòà íà ~F â äàäåíà òî÷êà å ðàâíà íà ïëúòíîñòòà íà ïîÿâÿâàùàòà ñå
(èëè èç÷åçâàùà) òå÷íîñò â òî÷êàòà.

Íåçàâèñèìîñò íà ðîòîðà. Äà ôèêñèðàìå äàäåíà òî÷êà P0 è åäè-
íè÷åí âåêòîð ~n. Íåêà Dε,~n å êðúã ñ öåíòúð â P0 è ðàäèóñ ε, ëåæàù â
ðàâíèíà, ìèíàâàùà ïðåç P0 è îðòîãîíàëíà íà âåêòîðà ~n. Íåêà Γε,~n å îã-
ðàíè÷àâàùàòà Dε,~n îêðúæíîñò, îðèåíòèðàíà â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà. Äà
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ïðèëîæèì ôîðìóëàòà íà Ñòîêñ çà ïîëåòî ~F è ïîâúðõíîñòòà Dε,~n, èìàé-
êè ïðåä âèä, ÷å íîðìàëàòà êúì Dε,~n íàâñÿêúäå ñúâïàäà ñ ~n. Ïîëó÷àâàìå

circΓε,~n
~F =

∫ ∫
Dε,~n

〈
~rot ~F (P ), ~n

〉
dσ = πε2.

〈−→rot ~F (Pε), ~n
〉

çà ïîäõîäÿùî èçáðàíà òî÷êà Pε ∈ Dε,~n. Ïðè ε→ 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å〈−→rot ~F (P0), ~n
〉

= lim
ε→0

circΓε,~n
~F

πε2
.

n

×

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðà −→rot ~F (Pε)
ñ ïðîèçâîëíî èçáðàí âåêòîð íå çàâèñè îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñ-
òåìà, è ñëåäîâàòåëíî òîâà å â ñèëà è çà ñàìèÿ âåêòîð (âèæ ðàçñúæäåíè-
ÿòà, èçïîëçâàíè ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà íåçàâèñèìîñòòà íà ãðàäèåíòà
îò êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà).

Ñúîòíîøåíèÿ ìåæäó âåêòîðíèòå îïåðàöèè. Ùå ñèñòåìàòè-
çèðàìå âúâåäåíèòå ïî-ãîðå îïåðàöèè íà âåêòîðíîòî ñìÿòàíå:

1. Îïåðàöèÿòà
−−→
grad (ãðàäèåíò) íà äàäåíà ôóíêöèÿ ñúïîñòàâÿ âåê-

òîðíî ïîëå.
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2. Îïåðàöèÿòà −→rot ñúïîñòàâÿ íà äàäåíî âåêòîðíî ïîëå äðóãî âåêòîð-
íî ïîëå.

3. Îïåðàöèÿòà div ñúïîñòàâÿ íà âåêòîðíî ïîëå ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 2. Âåêòîðíèòå îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå ñú-
îòíîøåíèÿ:

1/
−→rot−−→grad Φ = ~0,

2/ div−→rot ~F = 0,

3/ div
−−→
grad Φ = ∆ Φ =

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂x2
.

4/
−→rot−→rot ~F =

−−→
grad div ~F −∆ ~F .

Íàèñòèíà, êàêòî îòáåëÿçàõìå ïî-ãîðå, ñúîòíîøåíèåòî 1/ ñëåäâà
íåïîñðåäñòâåíî îò ðàâåíñòâîòî íà ñìåñåíèòå ïðîèçâîäíè. Ïî ñúùèÿò
íà÷èí áåç òðóä ñå äîêàçâà ñúîòíîøåíèåòî 2/. Ñúîòíîøåíèÿòà 3/ è 4/ ñå
äîêàçâàò ñ íåïîñðåäñòâåíî ïðåñìÿòàíå. Ùå ïîÿñíèì, ÷å â 4/ ñèìâîëúò
∆ ~F îçíà÷àâà âåêòîðíîòî ïîëå, ïîëó÷åíî îò ïîëåòî ~F ÷ðåç ïðèëàãàíå
íà äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð ∆ êúì âñÿêà îò íåãîâèòå êîìïîíåíòè.

Îñîáåíî âàæåí � â òåîðèÿòà è ïðèëîæåíèÿòà � å äèôåðåíöèàëíèÿò
îïåðàòîð îò âòîðè ðåä, ïîëó÷åí â òî÷êà 3/:

Äåôèíèöèÿ. Äèôåðåíöèàëíèÿò îïåðàòîð

∆ Φ =
∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂x2

ñå íàðè÷à îïåðàòîð íà Ëàïëàñ â R3.

Ðàâåíñòâîòî 3/ ïîêàçâà, ÷å îïåðàòîðúò íà Ëàïëàñ íå çàâèñè îò èç-
áîðà íà îðòîãîíàëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â R3, êîåòî îïðåäåëÿ íåãîâîòî
çíà÷åíèå.

Íàáëà-âåêòîð (ôîðìàëèçúì íà Õàìèëòîí). Îñíîâàòåëÿò íà
âåêòîðíèÿ àíàëèç, èçâåñòíèÿò èðëàíäñêè ìàòåìàòèê Óéëÿì Õàìèëòîì
(ðàáîòèë â ïúðâàòà ïîëîâèíà íà 19-òè âåê) å âúâåë ñëåäíîòî ôîðìàë-
íî îçíà÷åíèå, îáëåã÷àâàùî ðàáîòàòà ñ âåêòîðíèòå îïåðàöèè è øèðîêî
èçïîëçâàíî â ôèçè÷åñêèòå è èíæåíåðíèòå íàóêè:

~∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
.
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Ôîðìàëíèÿò âåêòîð ~∇ ñå íàðè÷à íàáëà-âåêòîð è øèðîêî ñå èçïîëçâà,
îñîáåíî âúâ ôèçè÷åñêèòå è èíæåíåðíèòå íàóêè.

Âúâåäåíèòå ïî-ãîðå âåêòîðíè îïåðàöèè ìîãàò äà áúäàò êðàòêî çà-
ïèñàíè ñ èçïîëçâàíåòî íà òîçè ñèìâîë:

−−→
gradΦ = ~∇Φ, div ~F =

〈
~∇, ~F

〉
,
−→rot ~F = ~∇× ~F .

Òîçè ôîðìàëèçúì ïîçâîëÿâà è äà áúäàò èçâåæäàíè ðåäèöà ôîð-
ìóëè; òàêà íàïðèìåð, ðàâåíñòâîòî 4/ îò ïðåäíàòà òî÷êà ìîæå ôîðìàëíî
äà áúäå èçâåäåíî ÷ðåç èçïîëçâàíå íà âåêòîðíîòî ñúîòíîøåíèå

~A×
(
~B × ~C

)
=
〈
~A, ~C

〉
~B −

〈
~A, ~B

〉
~C,

êàòî âìåñòî ~A è ~B ñå ïîñòàâè ~∇, à âìåñòî ~C � ïîëåòî ~F (P ).
Ìàòåìàòè÷åñêè òîçè ôîðìàëåí ïîäõîä ìîæå äà áúäå îáîñíîâàí,

àêî ~∇ ñå ðàçãëåæäà êàòî òðîéêà äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè, äåéñòâàùè
â ïðîñòðàíñòâîòî íà áåçêðàéíî-ãëàäêèòå ôóíêöèè â R3.

Ïðè èç÷èñëåíèÿòà ïîíÿêîãà ñå äîïóñêàò ãðåøêè, íàé-÷åñòî ïðè
ðàçìÿíà íà ìíîæèòåëèòå. Òðÿáâà äà ñå ïîìíè íàïðèìåð, ÷å èçðàçèòå
~∇Φ è Φ~∇ îçíà÷àâàò ñúâñåì ðàçëè÷íè íåùà: ïúðâèÿò å ðåçóëòàò íà ïðè-
ëàãàíåòî íà ~∇ êúì ôóíêöèÿòà Φ è å ðàâåí íà âåêòîðíîòî ïîëå

−−→
gradΦ,

äîêàòî âòîðèÿò å äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð ñ êîìïîíåíòè

Φ~∇ =

(
Φ(P )

∂

∂x
,Φ(P )

∂

∂y
,Φ(P )

∂

∂z

)
.

Ãðàäèåíòíè è ðîòîðíè âåêòîðíè ïîëåòà. Ïî-ãîðå íèå ðàçãëå-
äàõìå ãðàäèåíòíè âåêòîðíè ïîëåòà, ò.å. òàêèâà ïîëåòà ~F , èìàùè âèäà
~F =

−−→
gradΦ çà íÿêîÿ ôóíêöèÿ Φ. Áåøå ïîêàçàíî, ÷å çà òàêèâà ïîëå-

òà èìàìå −→rot ~F = ~0. Ëîêàëíî (âúðõó âñÿêî êúëáî èëè êóá íàïðèìåð)
å âÿðíî è îáðàòíîòî òâúðäåíèå: ãîðíîòî ðàâåíñòâî âëå÷å ñëåä ñåáå ñè
ãðàäèåíòíîñò íà ïîëåòî.

Âèäÿõìå, ÷å ãðàäèåíòíîòî ïîëå íå ìîæå äà èìà çàòâîðåíè òðàåê-
òîðèè. Ïî òàçè ïðè÷èíà ãðàäèåíòíèòå âåêòîðíè ïîëåòà ñå íàðè÷àò ïîíÿ-
êîãà ëàìèíàðíè, èëè áåçâèõðîâè. Òåçè òåðìèíè îáèêíîâåíî ñå óïîòðåáÿ-
âàò, êîãàòî ñòàâà äóìà çà ïîëåòî íà ñêîðîñòèòå íà äâèæåùà ñå òå÷íîñò.
Ñ òîâà ñå îáÿñíÿâà è ïðåäïîëîæåíèåòî çà ñúùåñòâóâàíå íà ïîòåíöèàë,
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êîåòî íàïðàâèõìå ïðè ðàçãëåæäàíå íà ïëîñêî ñòàöèîíàðíî äâèæåíèå íà
òå÷íîñò (âèæ �1.6, ïðèëîæåíèå 6).

Ðîòîðíè ïîëåòà.

Äåôèíèöèÿ. Ïîëåòî ~F íàðè÷àìå ðîòîðíî, àêî ñúùåñòâóâà âåê-

òîðíî ïîëå ~G òàêîâà, ÷å
~F =
−→rot ~G.

Ïîëåòî ~G ñå íàðè÷à îùå âåêòîðåí ïîòåíöèàë íà ~F .

Ëîêàëíî âåêòîðíèÿò ïîòåíöèàë ~G å îïðåäåëåí ñ òî÷íîñò äî äîáà-
âÿíå íà ãðàäèåíòíî âåêòîðíî ïîëå.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî ïîëåòî ~F å ðîòîðíî, òî div ~F = 0 (ñâîéñòâî
2). Ñëåäîâàòåëíî, ïîòîêúò íà ~F ïî âñÿêà çàòâîðåíà ïîâúðõíîñò (ò.å.
ïîâúðõíîñò, îãðàíè÷àâàùà äàäåíî òÿëî) å ðàâåí íà íóëà.

Îêàçâà ñå, ÷å ëîêàëíî ãîðíîòî íåîáõîäèìî óñëîâèå å è äîñòàòú÷íî.

Òåîðåìà 3. Íåêà U å ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëîïèïåä â R3, ïîëåòî ~F
å äåôèíèðàíî â U è óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî div ~F = 0. Òîãàâà ñúùåñ-
òâóâà âåêòîðíî ïîëå ~G âúðõó U òàêîâà, ÷å ~F =

−→rot ~G.
Äîêàçàòåëñòâî. Òðÿáâà äà íàìåðèì âåêòîðíî ïîëå

~G = (Gx, Gy, Gz) òàêîâà, ÷å

Fx =
∂Gz

∂y
− ∂Gy

∂z
, Fy =

∂Gx

∂z
− ∂Gz

∂x
, Fz =

∂Gy

∂x
− ∂Gx

∂y
.

Ùå òúðñèì òàêèâà ðåøåíèÿ çà ~G, çà êîèòî z-êîìïîíåíòàòà
Gz(x, y, z) ≡ 0. Òîãàâà âåêòîðíîòî ðàâåíñòâî ~F =

−→rot ~G å ðàâíîñèëíî
ñ òðèòå ñêàëàðíè ðàâåíñòâà

Fx = −∂Gy

∂z
, Fy =

∂Gx

∂z
, Fz =

∂Gy

∂x
− ∂Gx

∂y
,

êîèòî ùå ðàçãëåæäàìå êàòî ñèñòåìà óðàâíåíèÿ îòíîñíî ôóíêöèèòå
Gx, Gy, Gz.

Äà ôèêñèðàìå òî÷êàòà (x0, y0, z0) ∈ U . Ðåøàâàéêè ïúðâèòå äâå
óðàâíåíèÿ, ìîæåì äà ïîëîæèì

Gx(x, y, z) =

z∫
z0

Fy(x, y, z) dz, è Gy(x, y, z) = −
z∫

z0

Fx(x, y, z) dz + ϕ(x, y),
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êúäåòî ôóíêöèÿòà ϕ(x, y) ùå áúäå îïðåäåëåíà îò òðåòîòî óðàâíåíèå.
Äèôåðåíöèðàéêè ïîä çíàêà íà èíòåãðàëà, ïîëó÷àâàìå

∂Gx

∂y
=

z∫
z0

∂Fy
∂y

dz,
∂Gy

∂x
= −

z∫
z0

∂Fx
∂x

dz + ϕ′x(x, y).

Òîãàâà òðåòîòî óðàâíåíèå èìà âèäà

ϕ′x(x, y) = Fz(x, y, z) +

z∫
z0

(
∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

)
dz.

Íî ïî óñëîâèå èìàìå ðàâåíñòâîòî

∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z

= 0,

è ñëåäîâàòåëíî óðàâíåíèåòî çà ϕ(x, y) äîáèâà âèäà

ϕ′x(x, y) = Fz(x, y, z)−
z∫

z0

∂Fz
∂z

dz =

= Fz(x, y, z)− (Fz(x, y, z)− Fz(x, y, z0)) = Fz(x, y, z0),

êîåòî ïðèòåæàâà î÷åâèäíîòî ðåøåíèå

ϕ(x, y) =

x∫
x0

Fz(x, y, z0) dx.

Ñ òîâà íèå íàìåðèõìå âåêòîðíî ïîëå ~G(x, y, z), óäîâëåòâîðÿâàùî óñëî-
âèÿòà íà òåîðåìàòà.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà íà Õåëìõîëö). Âñÿêî âåêòîðíî ïîëå ëî-
êàëíî ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíî êàòî ñóìà íà ãðàäèåíòíî è íà ðîòîð-
íî ïîëå.

Äîêàçàòåëñòâî. Òðÿáâà äà äîêàæåì , ÷å ëîêàëíî âñÿêî âåêòîðíî
ïîëå ~F ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíî âúâ âèäà

~F =
−−→
gradΦ +

−→rot ~G
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çà ïîäõîäÿùà ôóíêöèÿ Φ(P ) è âåêòîðíî ïîëå ~G(P ).
Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òàêîâà ïðåäñòàâÿíå ñúùåñòâóâà, è äà ïðèëî-

æèì îïåðàòîðà div êúì äâåòå ìó ñòðàíè. Èìàéêè ïðåä âèä ñâîéñòâàòà,
äàäåíè â òåîðåìà 2, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

div ~F = ∆Φ.

Ùå èçïîëçâàìå ðåçóëòàò îò òåîðèÿòà íà ÷àñòíèòå äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ, êîéòî ãëàñè, ÷å óðàâíåíèåòî ∆Φ = Ψ âèíàãè èìà ðåøåíèå
îòíîñíî Φ. Ñëåäîâàòåëíî âèíàãè ìîæå äà ñå íàìåðè ôóíêöèÿ Φ, òàêà
÷å ãîðíîòî ðàâåíñòâî äà áóäå óäîâëåòâîðåíî (âñúùíîñò òàêèâà ôóíêöèè
èìà áåçêðàéíî ìíîãî). Îñòàâà äà ñå äîêàæå, ÷å âåêòîðíîòî ïîëå

~H = ~F −−−→gradΦ

å ðîòîðíî. Òîâà ñëåäâà îò äîêàçàíàòà òåîðåìà, òúé êàòî ñïîðåä íàøàòà
êîíñòðóêöèÿ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî div ~H = 0.

Ïðèëîæåíèÿ.
Äâèæåíèå íà òå÷íîñò. Óðàâíåíèå íà íåðàçðèâíîñòòà. Íåêà

~F (P, t) å ïîëåòî îò ñêîðîñòèòå ïðè äâèæåíèå íà òå÷íîñò â R3, çàâèñåùî
îò òî÷êàòà P è ìîìåíò t, V å òÿëî â R3, îãðàíè÷åíî îò ïîâúðõíîñòòà
S, è U(t) å ìàñàòà íà òå÷íîñòòà, ñúäúðæàùà ñå â òÿëîòî V â ìîìåíòà
t. Äâèæåíèåòî íà òå÷íîñòòà áåøå ðàçãëåäàíî â íà÷àëîòî íà �2.3. Òóê
îáà÷å íÿìà äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å òå÷íîñòòà å åäíîðîäíà, è ùå îçíà÷èì
ïëúòíîñòòà íà òå÷íîñòòà â òî÷êàòà P â ìîìåíò t ÷ðåç ρ(P, t). Ïîâòàðÿé-
êè ðàçñúæäåíèÿòà îò �2.3, ïîëó÷àâàìå, ÷å

∂U

∂t
= −currS

(
ρ(P, t)~F (P, t)

)
= −

∫∫∫
V

div (ρ. ~F ) dxdydz.

Òóê èçïîëçâàõìå òåîðåìàòà íà Ãàóñ-îñòðîãðàäñêè. Çíàêúò "−" ñå ïîÿâè
ïîðàäè ôàêòà, ÷å S å îðèåíòèðàíà ñ âúíøíàòà ñè íîðìàëà, è ñëåäîâà-
òåëíî èçëèçàùàòà îò òÿëîòî òå÷íîñò ñå áðîè ñúñ çíàê +, à âëèçàùàòà �
ñúñ çíàê −.

Ñúùàòà âåëè÷èíà ìîæå äà áúäå ïðåñìåòíàòà è ïî äðóã íà÷èí: äà
äèôåðåíöèðàìå ïî t î÷åâèäíîòî ñúîòíîøåíèå

U(t) =

∫∫∫
V

ρ(P, t) dxdydz.
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Ïîëó÷àâàìå, ÷å
∂U

∂t
=

∫∫∫
V

∂ρ(P, t)

∂t
dxdydz.

Ïðèðàâíÿâàéêè äâåòå ôîðìóëè, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî∫∫∫
V

(
∂ρ

∂t
+ div (ρ. ~F )

)
dxdydz = 0.

Òîâà ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà ïðîèçâîëíî òÿëî V . Îñòàâÿìå íà
÷èòàòåëÿ äà äîêàæå ñëåäíîòî ïðîñòî òâúðäåíèå:

Ëåìà. Íåêà f(P ) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, çà êîÿòî ñå çíàå, ÷å
çà âñÿêî òÿëî V , ñúäúðæàùî ñå â äåôèíèöèîííàòà �è îáëàñò, èìàìå∫∫∫

V
f dxdydz = 0. Òîãàâà f(P ) å òúæäåñòâåíî ðàâíà íà íóëà.

Èçïîëçâàéêè òîâà òâúðäåíèå, ñòèãàìå äî ò.íàð. óðàâíåíèå íà
íåðàçðèâíîñòòà ïðè äâèæåíèå íà òå÷íîñò:

∂ρ

∂t
+ div (ρ. ~F ) ≡ 0.

Óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà. Íåêà å äàäåíî ìàòåðèàëíî
òÿëî è íåêà òåìïåðàòóðàòà ìó â òî÷êàòà P è ìîìåíòà t å ðàâíà íà
T (P, t). Íåêà V å ÷àñò îò òîâà òÿëî, îãðàíè÷åíà îò ïîâúðõíîñòòà S, è
Q(t) å "êîëè÷åñòâîòî òîïëèíà", ñúäúðæàùà ñå â íåãî â ìîìåíòà t.

Çíàåì, ÷å òîïëèíàòà ñå ïðèäâèæâà îò ïî-òîïëèòå ÷àñòè íà òÿëîòî
êúì ïî-õëàäíèòå. Ñ äðóãè äóìè, òîïëèíàòà ñå äâèæè ïî ïîñîêà, îáðàòíà
íà ãðàäèåíòà íà òåìïåðàòóðàòà. Âúâåæäà ñå ò.íàð. "âåêòîð íà ïîòîêà
íà òîïëèíàòà"

~q(P, t) = −k−−→gradT (P, t),

êúäåòî k å êîåôèöèåíò íà òîïëîïðîâîäíîñò. Ïî ñúîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷-
íè íà òåçè îò ïðåäíèÿ ïðèìåð, èìàìå

∂Q

∂t
= −currS ~q(P, t) = −

∫∫∫
V

div (−k−−→gradT (P, t)) dxdydz.

Îò äðóãà ñòðàíà, íàðàñòâàíåòî íà òåìïåðàòóðàòà â äàäåíà òî÷êà
å ïðîïîðöèîíàëíî íà ïëúòíîñòòà íà íàðàñòâàíåòî íà òîïëèíàòà îêîëî
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òàçè òî÷êà, ñ êîåôèöèåíò íà ïðîïîðöèîíàëíîñò cρ, êúäåòî c å ñïåöè-
ôè÷íàòà òîïëîåìíîñò â òî÷êàòà, à ρ å ïëúòíîñòòà íà ìàòåðèÿòà. Îòòóê
ñå ïîëó÷àâà

∂Q

∂t
=

∫∫∫
V

cρ
∂T

∂t
dxdydz.

Òúé êàòî òîâà å âÿðíî çà âñÿêà ÷àñò V , ìîæåì äà èçïîëçâàìå ëåìàòà îò
ïðåäíàòà òî÷êà. Òàêà ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî íà òîïëîïðîâîäíîñòòà:

cρ
∂T

∂t
= div (k

−−→
gradT ).

Àêî èìàìå õîìîãåííà ñðåäà, ò.å. k, c è ρ ñà êîíñòàíòè, è îçíà÷èì

a =
√

k
cρ
, óðàâíåíèåòî äîáèâà âèäà

∂T

∂t
= a2 ∆T.

Â ÷àñòíîñò, àêî å ïîñòèãíàòî òîïëèííî ðàâíîâåñèå, ò.å. òåìïåðàòó-
ðàòà íå ñå ïðîìåíÿ ñ âðåìåòî, òî ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

∆T = 0,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å òåìïåðàòóðàòà å õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ íà òî÷êàòà.

Óðàâíåíèÿ íà Ìàêñóåë. Åäíî îò íàé-âàæíèòå ïîñòèæåíèÿ íà
ñúâðåìåííàòà ôèçèêà å îïèñàíèåòî íà âñè÷êè åëåêòðè÷åñêè è ìàãíèòíè
ÿâëåíèÿ ÷ðåç ÷åòèðè ïðîñòè óðàâíåíèÿ. Òóê ùå äàäåì òåçè óðàâíåíèÿ
âúâ âàêóóì.

Íåêà ñà äàäåíè: ïëúòíîñòòà íà åëåêòðîñòàòè÷íèòå òîâàðè ρ(P, t),
è ïëúòíîñòòà íà åëåêòðè÷íèòå òîêîâå ~J(P, t). Åëåêòðè÷åñêîòî è ìàãíèò-
íîòî ïîëå, ïîðîäåíè îò òåçè òîâàðè è òîêîâå, ñå õàðàêòåðèçèðàò ÷ðåç
âåêòîðíèòå ïîëåòà ~E(P, t) (èíòåíçèòåò íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå), è ~B(P, t)
(èíòåíçèòåò íà ìàãíèòíîòî ïîëå). Òåçè ïîëåòà ìîãàò äà ñå îïðåäåëÿò
÷ðåç ðåøàâàíå íà ñëåäíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèÿ íà
Ìàêñóåë):

1. div ~E =
ρ

ε0

2. div ~B = 0

3.
−→rot ~E = −∂

~B

∂t
4.
−→rot ~B =

1

ε0.c2
~J +

1

c2

∂ ~E

∂t
.
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Òóê ε0 è c ñà áåçðàçìåðíè êîíñòàíòè, êàòî c å ñêîðîñòòà íà ñâåò-
ëèíàòà âúâ âàêóóì.

Â ÷àñòíîñò, àêî òîêîâå è ìàãíèòíî ïîëå ëèïñâàò ( ~J = ~0, ~B = ~0), òî
èíòåíçèòåòúò ~E èìà ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íè íà òåçè íà ãðàâèòàöèîííîòî
ïîëå (äîêàæåòå).
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2.6 Õàðìîíè÷íè ôóíêöèè

Õàðìîíè÷íè ôóíêöèè â R3. Ïî-ãîðå íèå ñðåùíàõìå äèôåðåíöèàë-
íèÿ îïåðàòîð, êîéòî äåéñòâà âúðõó ôóíêöèÿ f(x, y, z), äåôèíèðàíà â
R3, ïî ôîðìóëàòà:

∆f = div
(−−→
grad f

)
=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
.

Òúé êàòî îïåðàöèèòå div è
−−→
grad íå çàâèñÿò îò èçáîðà íà îðòîãîíàëíàòà

êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â R3, òî ñúùîòî å âÿðíî è çà äèôåðåíöèàëíèÿ
îïåðàòîð ∆. Ïî-òî÷íî, àêî U å îðòîãîíàëíà 3×3 ìàòðèöà, ðàçãëåæäàíà
è êàòî îïåðàòîð îò R3 â R3, è îçíà÷èì (Uf) (P ) = f (U.P ), òî å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî

∆(Uf)(P ) = (∆f) (U.P ).

Ôóíêöèÿ f(x, y, z), óäîâëåòâîðÿâàùà ðàâåíñòâîòî ∆f ≡ 0, ñå íà-
ðè÷à õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ.

Ùå èçâåäåì íÿêîè èíòåðåñíè ñâîéñòâà íà õàðìîíè÷íèòå ôóíêöèè.
Çàïî÷âàìå ñ òðè âàæíè çà íàñ ðàâåíñòâà, ñëåäâàùè îò ôîðìóëàòà íà
Îñòðîãðàäñêè-Ãàóñ. Íåêà V å îáëàñò â R3, íåéíàòà ãðàíèöà S = bV å
ãëàäêà ïîâúðõíèíà, è f(x, y, z), g(x, y, z) ñà äâóêðàòíî ãëàäêè ôóíêöèè
â îêîëíîñò íà V . Íåêà ~n(P ), êàêòî ïî-ãîðå, äà îçíà÷àâà åäèíè÷íàòà
âúíøíà íîðìàëà êúì S, è ∂f

∂~n
(P ) äà å ïðîèçâîäíàòà íà f(x, y, z) ïî íàï-

ðàâëåíèå ~n(P ). Òîãàâà ñà â ñèëà ôîðìóëèòå:∫∫∫
V

∆f dx dy dz =

∫∫
S

∂f

∂~n
(P ) dσ, (1)

∫∫∫
V

g.∆f dx dy dz = −
∫∫∫

V

(
∂f

∂x

∂g

∂x
+
∂f

∂y

∂g

∂y
+
∂f

∂z

∂g

∂z

)
dx dy dz+

+

∫∫
S

g(p)
∂f

∂~n
(P ) dσ, (2)

∫∫∫
V

(g.∆f − f.∆g) dx dy dz =

∫∫
S

(
g(P )

∂f

∂~n
(P )− f(P )

∂g

∂~n
(P )

)
dσ.

(3)
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Äîêàçàòåëñòâî íà ôîðìóëèòå. Ôîðìóëà (1) ïðåäñòàâëÿâà ôîð-
ìóëàòà íà Îñòðîãðàäñêè-Ãàóñ, ïðèëîæåíà çà âåêòîðíîòî ïîëå

−−→
grad f ,

êàòî ñå âçåìå ïðåä âèä ðàâåíñòâîòî

∂f

∂~n
(P ) =

〈−−→
grad f(P ), ~n(P )

〉
(âèæ ÷àñò II, �1.5).

Çà äà äîêàæåì (2), äà ðàçãëåäàìå âåêòîðíîòî ïîëå

g.
−−→
grad f =

(
g.
∂f

∂x
, g.

∂f

∂y
, g.

∂f

∂z

)
.

Îò ôîðìóëàòà çà äèôåðåíöèðàíå íà ïðîèçâåäåíèå ñëåäâà, ÷å

div
(
g.
−−→
grad f

)
=
∂f

∂x

∂g

∂x
+
∂f

∂y

∂g

∂y
+
∂f

∂z

∂g

∂z
+ g.∆f,

îòêúäåòî, ïðèëàãàéêè Îñòðîãðàäñêè-Ãàóñ, ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà (2).
Íàé-ñåòíå, çà äà äîêàæåì (3), äà íàïèøåì äâà ïúòè ôîðìóëàòà

(2), âòîðèÿ ïúò � ñ ðàçìÿíà íà ìåñòàòà íà f è g, è äà èçâàäèì ïîëó-
÷åíèòå ðàâåíñòâà. Òðîéíèòå èíòåãðàëè îòäÿñíî ñå ñúêðàùàâàò, è íèå
ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà (3).

Òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè íà õàðìîíè÷íèòå ôóíê-
öèè. Íåêà ôóíêöèÿòà f(P ) å õàðìîíè÷íà â îáëàñòòà U ⊂ R3, P0 =
(x0, y0.z0) å âúòðåøíà òî÷êà çà U , è êúëáîòî BR ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ
R ñå ñúäúðæà â U . Äà îçíà÷èì ñ SR ãðàíèöàòà íà òîâà êúëáî, ò.å.
ñôåðàòà ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ R. Òîãàâà å â ñèëà ôîðìóëàòà

f (P0) =
1

4πR2

∫∫
SR

f(P ) dσ.

Ñ äðóãè äóìè, f (P0) å ðàâíî íà ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà f(P ) âúðõó
ñôåðàòà SR.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

g(P ) =
1

ρ (P, P0)
=

1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

,
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äåôèíèðàíà â R3 \ {P0}. Íåïîñðåäñòâåíàòà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å ∆g ≡
0 (ïðîâåðåòå). Äà èçáåðåì ε, 0 < ε < R, è äà îçíà÷èì ñ V òÿëîòî
V = BR \ Bε. Òîãàâà bV = SR − Sε (çíàêúò "−" ïðåä ìàëêàòà ñôåðà
Sε îçíà÷àâà, ÷å òÿ ñå âçåìà ñ îðèåíòàöèÿ, îáðàòíà íà îáè÷àéíàòà). Äà
ïðèëîæèì ôîðìóëà (3); ëÿâàòà ÷àñò å ðàâíà íà íóëà, è ñëåäîâàòåëíî
ïîëó÷àâàíå∫∫
SR

(
g(P )

∂f

∂~n
(P )− f(P )

∂g

∂~n
(P )

)
dσ =

∫∫
Sε

(
g(P )

∂f

∂~n
(P )− f(P )

∂g

∂~n
(P )

)
dσ.

Ãîðíèòå èíòåãðàëè âúðõó ñôåðè ñå èç÷èñëÿâàò ëåñíî. Íàèñòèíà,
çà P ∈ SR î÷åâèäíî g(P ) = 1/R. Ïî-íàòàòúê, íîðìàëàòà ~n(P ) êúì SR å
åäíîïîñî÷íà ñ âåêòîðà ~P0P è ñëåäîâàòåëíî èìàìå

∂g

∂~n
(P ) =

d
(

1
ρ

)
dρ

= − 1

ρ2
= − 1

R2
.

Ðàçáèðà ñå, ñúùèòå ôîðìóëè ñà âàëèäíè è âúðõó ñôåðàòà Sε, è ãîðíîòî
ðàâåíñòâî äîáèâà âèäà

1

R

∫∫
SR

∂f

∂~n
dσ +

1

R2

∫∫
SR

f(P ) dσ =
1

ε

∫∫
Sε

∂f

∂~n
dσ +

1

ε2

∫∫
Sε

f(P ) dσ.

Ùå èçïîëçâàìå îùå âåäíàæ, ÷å f(P ) å õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ; ôîð-
ìóëà (1) ïîêàçâà, ÷å∫∫

SR

∂f

∂~n
dσ =

∫∫∫
BR

∆f(P ) dx dy dz = 0,

è, ðàçáèðà ñå, ñúùîòî å âÿðíî è çà èíòåãðàëà îò ∂f
∂~n

âúðõó Sε. Òàêà
ïîëó÷èõìå, ÷å

1

R2

∫∫
SR

f(P ) dσ =
1

ε2

∫∫
Sε

f(P ) dσ.

Ùå èç÷èñëèì ãðàíèöàòà íà äÿñíàòà ñòðàíà ïðè ε → 0. Ïî òåîðå-
ìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè çà ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè îò ïúðâè âèä
èìàìå ∫∫

Sε

f(P ) dσ = f (Pε) .µ (Sε) = 4πε2f (Pε)
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çà ïîäõîäÿùà òî÷êà Pε ∈ Sε, îòêúäåòî

1

R2

∫∫
SR

f(P ) dσ = 4πf (Pε) .

Ïðè ε → 0 î÷åâèäíî f (Pε) → f (P0), îòêúäåòî ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà
òåîðåìàòà.

Ñëåäñòâèå 1. (ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà çà õàðìîíè÷íèòå
ôóíêöèè). Íåêà U å îãðàíè÷åíà ñâúðçàíà îáëàñò â R3 è f(P ) å ôóíê-
öèÿ, õàðìîíè÷íà â U è íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíàòà è îáâèâêà U . Àêî
f(P ) íå å êîíñòàíòà, òî ìàêñèìàëíàòà è ìèíèìàëíàòà è ñòîéíîñòè
ñå äîñòèãàò ñàìî âúðõó ãðàíèöàòà bU íà îáëàñòòà U .

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ f(P ) äîñòèãà ìàê-
ñèìàëíàòà è ìèíèìàëíàòà ñè ñòîéíîñòè â U . Äà äîïóñíåì, ÷å ìàêñè-
ìàëíàòà ñòîéíîñò ñå äîñòèãà â òî÷êà P0, âúòðåøíà çà U . Ùå äîêàæåì,
÷å f(P ) å êîíñòàíòà â U . Îòíà÷àëî ùå äîêàæåì òîâà â íÿêàêâà êúëáî-
âèäíà îêîëíîñò íà P0. Íåêà B å êúëáî ñ öåíòúð P0, ñúäúðæàùî ñå â U .
Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å f(P ) íå å êîíñòàíòà â B, òî ìîæåì äà íàìåðèì
òî÷êà P ′ ∈ B òàêàâà, ÷å f (P ′) < f (P0). Äà îçíà÷èì R = ρ (P0, P

′), è
íåêà å ñôåðàòà SR ñ öåíòúð P0 è ðàäèóñ R. Î÷åâèäíî P ′ ∈ SR. Çà âñÿêî
P ∈ SR èìàìå f(P ) ≤ f (P0). Îñâåí òîâà îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f(P )
ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî P , áëèçêî äî P1, å èçïúëíåíî ñòðîãîòî íåðàâåíñòâî
f(P ) < f (P0). Ïî òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè ïîëó÷àâàìå

f (P0) =
1

4πR2

∫∫
SR

f(P ) dσ <
1

4πR2

∫∫
SR

f (P0) dσ = f (P0) ,

ò.å. ïîëó÷èõìå ïðîòèâîðå÷èå, äúëæàùî ñå íà äîïóñêàíåòî, ÷å f (P1) <
f (P0). Ñ äðóãè äóìè, äîêàçàõìå, ÷å f(P ) å êîíñòàíòà â B.

Ùå äîêàæåì òîçè ôàêò è âúðõó öÿëîòî U . Íåêà Q å ïðîèçâîëíà
òî÷êà îò U . Ìîæåì äà íàìåðèì ðåäèöà B0, . . . , Bn îò êúëáà â U òàêèâà,
÷å B0 = B, Bn ñúäúðæà Q, è âñÿêî îò êúëáàòà Bk ñúäúðæà öåíòúðà íà
ñëåäâàùîòî êúëáî Bk+1. Äà îçíà÷èì ñ P0, . . . , Pn òåõíèòå öåíòðîâå. Òúé
êàòî P1 ∈ B0, òî f (P1) = f (P0).Ïðèëàãàéêè ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ çà
êúëáîòî B1 âìåñòî çà B, ïîëó÷àâàìå, ÷å f (P ) = f (P0) çà âñÿêà òî÷êà
P ∈ B1. Ðàçñúæäàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí ïîñëåäîâàòåëíî çà êúëáàòà
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B2, . . . , Bn, äîñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å f (P ) = f (P0) çà âñÿêî P ∈ Bn, ò.å.
è â òî÷êàòà Q. Òúé êàòî Q áåøå ïðîèçâîëíà, òî f (P ) ≡ f (P0) â U , ò.å.
f(P ) å êîíñòàíòà â U .

Ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ âúðâÿò è àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å f (P0) å ìè-
íèìàëíàòà ñòîéíîñò íà f (P ) â U .

Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêà õàðìîíè÷íà è íåïðåêúñíàòà â U ôóíêöèÿ ñå
îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî îò ñòîéíîñòèòå ñè âúðõó bU . Ñ äðóãè äóìè, àêî
äâå õàðìîíè÷íè ôóíêöèè ñúâïàäàò âúðõó bU , òå ñúâïàäàò íàâñÿêúäå.

Çà äà âèäèì òîâà, å äîñòàòú÷íî äà ïðèëîæèì ñëåäñòâèå 1 êúì
ðàçëèêàòà íà äâåòå ôóíêöèè.

Õàðìîíè÷íè ôóíêöèè â ðàâíèíàòà. Ôóíêöèÿòà f(x, y) ñå íà-
ðè÷à õàðìîíè÷íà â R2, àêî

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
≡ 0.

Âñè÷êè äîêàçàíè ïî-ãîðå ðåçóëòàòè ñå ïðåíàñÿò è â ðàâíèíàòà, êàòî
òðîéíèòå èíòåãðàëè ñå çàìåíÿò ñ äâîéíè, à ïîâúðõíèííèòå � ñ êðèâî-
ëèíåéíè. Ùå ñêèöèðàìå íàêðàòêî íåîáõîäèìèòå ïðîìåíè â äîêàçàòåëñ-
òâàòà:

Ïúðâî, âìåñòî ôîðìóëàòà íà Îñòðîãðàäñêè-Ãàóñ ñå èçïîëçâà ôîð-
ìóëàòà íà Ãàóñ-Ãðèí. Óäîáíî å äà ñå èçïîëçâà òàçè ôîðìóëà âúâ ëåêî
âèäîèçìåíåí âèä. Íåêà D å îáëàñò â ðàâíèíàòà, ÷èÿòî ãðàíèöà ñúâïàäà
ñ ãëàäêàòà êðèâà Γ, A(x, y) è B(x, y) ñà ãëàäêè ôóíêöèè â îêîëíîñò íà
D, è ~n(P ) îçíà÷àâà åäèíè÷íàòà íîðìàëà êúì Γ â ïîñîêà, âúíøíà çà
D (òóê ïîñîêàòà íà íîðìàëàòà å ïðîòèâîïîëîæíà íà ïðèåòàòà ïî-ãîðå).
Èçïîëçâà ñå ôîðìóëàòà∫∫

D

(
A′x +B′y

)
dx dy =

∫
Γ

Ady −B dx =

=

∫
Γ

(A cos^ (~x, ~n) +B cos^ (~y, ~n)) dl.

Çà äîêàçàòåëñòâî íà ãîðíèòå ðàâåíñòâà å äîñòàòú÷íî âúâ ôîðìóëàòà íà
Ãàóñ-Ãðèí äà ñå ïîñòàâè −B âìåñòî A è A âìåñòî B, è äà ñå èçïîëçâà
âðúçêàòà ìåæäó äèðåêòîðíèòå êîñèíóñè íà ~e è ~n.
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Ñ ïîìîùòà íà ãîðíèòå ðàâåíñòâà ëåñíî ñå äîêàçâàò äâóìåðíèòå
àíàëîçè íà ôîðìóëèòå 1 - 3 ïî-ãîðå. Íàòàòúê äîêàçàòåëñòâîòî ñå ðàçâèâà
ïî ñúùèÿ íà÷èí êàêòî ïî-ãîðå, êàòî âíåñòî èçïîëçâàíàòà â òðèìåðíèÿ
ñëó÷àé ôóíêöèÿ g = 1/ρ ñå èçïîëçâà ôóíêöèÿòà

g(x, y) = ln ρ (P0, P ) = ln

√
(x− x0)2 + (y − y0)2.

Ëåñíî ñå äîêàçâà, ÷å g(x, y) å õàðìîíè÷íà â R2 \ {P0}. Èçïîëçâàé ñú-
ùèòå ïðåñìÿòàíèÿ êàêòî ïî-ãîðå, ìîæåì äà äîêàæåì è â òîçè ñëó÷àé
òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè è íåéíîòî ñëåäñòâèå � ïðèíöèïà çà
ìàêñèìóìà çà õàðìîíè÷íèòå ôóíêöèè.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæåòå, ÷å àêî f(P ) å õàðìîíè÷íà â U è BR å êúëáîòî ñ
öåíòúð P0 è ðàäèóñ R, òî

f (P0) =
1

4
3
πR3

∫∫∫
BR

f(P ) dx dy dz.

Óïúòâàíå. Äîêàæåòå, ÷å

∫∫∫
BR

f(P ) dx dy dz =

R∫
0

∫∫
S%

f(P ) dσ

 d%.
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2.7 Ëîêàëíà ñòðóêòóðà íà ïîâúðõíîñòèòå

Ëîêàëíî îïèñàíèå íà ïîâúðõíîñòèòå â R3. Íåêà å äàäåíà äâóêðàò-
íî ãëàäêàòà ðåãóëÿðíà ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà ïîâúðõíèíà S ⊂ R3, è
P0 å òî÷êà îò S. Êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå, îêîëî P0 ïîâúðõíèíàòà S ìîæå
äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàôèêà íà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ íà äâå îò êîîð-
äèíàòèòå. Â òîçè ïàðàãðàô îáà÷å çà íàñ ùå áúäå óäîáíî äà íàïðàâèì
òîâà â äðóãà îðòîãîíàëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà, ñâúðçàíà ñ P0.

Ùå èçáåðåì êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà Oxyz òàêà, ÷å íåéíîòî íà÷àëî
O äà ñúâïàäà ñ P0, à êîðäèíàòíèòå âåêòîðè ~x è ~y äà áúäàò äîïèðàòåë-
íè êúì S â òàçè òî÷êà. Ñ äðóãè äóìè, äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì S
â òî÷êàòà O ùå ñúâïàäà ñ êîîðäèíàòíàòà ðàâíèíà Oxy. Äà ïðåäñòàâèì
ëîêàëíî S êàòî ãðàôèê íà ôóíêöèÿ, ò.å. ñ óðàâíåíèåòî z = f(x, y). Òúé
êàòî â òîçè ñëó÷àé äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî â òî÷êàòà O ñå ïîðàæ-
äà îò âåêòîðèòå (1, 0, f ′x (0, 0)) è

(
0, 1, f ′y (0, 0)

)
, òî îò ãîðíèòå óñëîâèÿ

ñëåäâà, ÷å
f ′ (0, 0) = f ′x (0, 0) = f ′y (0, 0) = 0.

Ðàçâèâàéêè ôóíêöèÿòà f(x, y) â ðåä íà Òåéëîð äî òðåòèÿ ÷ëåí
îêîëî òî÷êàòà (0, 0) è âçåìàéêè ïðåä âèä ãîðíèòå óñëîâèÿ, ïîëó÷àâàìå

f(x, y) =
1

2

(
Ax2 + 2Bxy + Cy2

)
+R2(x, y),

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè

A =
∂2f

∂x2
(0, 0) , B =

∂2f

∂x∂y
(0, 0) , C =

∂2f

∂y2
(0, 0) , è

R2(x, y) = o

((√
x2 + y2

)2
)
.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà èçáåðåì äðóãà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â ðàâ-
íèíàòà Oxy. Òåîðåìàòà çà êàíîíèçàöèÿ íà êâàäðàòè÷íèòå ôîðìè ãëàñè,
÷å ÷ðåç îðòîãîíàëíà ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå â ðàâíèíàòà êâàäðàòè÷íàòà
ôîðìà

A(x, y) = Ax2 + 2Bxy + Cy2

ìîæå äà áúäå ïðèâåäåíà êúì âèäà α1ξ
2+α2η

2 ñïðÿìî íîâèòå êîîðäèíàòè
(ξ, η). Ñëåä òàêàâà ñìÿíà ïîâúðõíèíàòà ëîêàëíî ñå îïèñâà ñ óðàâíåíèåòî
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z = f̃(ξ, η), êúäåòî

f̃(ξ, η) =
1

2
α1ξ

2 +
1

2
α2η

2 + o

((√
ξ2 + η2

)2
)
.

×èñëàòà α1 è α2 ñå íàðè÷àò ãëàâíè ñåêöèîííè êðèâèíè íà ïîâúð-
õíèíàòà S â òî÷êàòà P0, à êîîðäèíàòíèòå îñè ïî u è v � ãëàâíè êîîðäè-
íàòíè îñè â òàçè òî÷êà.

Ôîðìóëà çà ñåêöèîííàòà êðèâèíà. Ñðåäíà è ãàóñîâà êðè-
âèíà. Ùå îáÿñíèì ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà êðèâèíèòå α1 è α2. Ïîä
íîðìàëíî ñå÷åíèå íà S â òî÷êàòà P0 ùå ðàçáèðàìå ñå÷åíèåòî íà S ñ
ïðîèçâîëíà ðàâíèíà, ìèíàâàùà ïðåç íîðìàëàòà ~n (P0) â òàçè òî÷êà. Ùå
íàìåðèì êðèâèíàòà íà òàêà ïîëó÷åíèòå ðàâíèííè êðèâè â òî÷êàòà P0.

nHP0L

Íîðìàëíî ñå÷åíèå.

Ùå èçáåðåì êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà êàêòî ïî-ãîðå. ò.å. íà÷àëîòî
äà å â òî÷êàòà P0, îñòà z äà ñúâïàäà ñ íîðìàëàòà â òàçè òî÷êà, à îñèòå
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x è y ñà íà ìÿñòîòî íà ξ è η. Íåêà ~h å åäèíè÷åí äîïèðàòåëåí âåêòîð
êúì S â P0, êàòî ~h = (h1, h2) îòíîñíî íîâèòå êîîðäèíàòè ξ, η (ò.å. èìàìå
h2

1 + h2
2 = 1). Äà îçíà÷èì ñ L~h å ðàâíèíàòà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà

O = P0 è êîëèíåàðíà ñ âåêòîðà ~h è ñ íîðìàëíèÿ âåêòîð ~n (P0) = ~z.
Òî÷êèòå îò òàçè ðàâíèíà èìàò ïðåäñòàâÿíåòî (h1t, h2t, z) çà ïîäõîäÿùè
t è z. Â ñúîòâåòíèòå êîîðäèíàòè ñå÷åíèåòî Γ~h íà S ñ L~h ñå ïðåäñòàâÿ ñ
óðàâíåíèåòî

z = f̃ (h1t, h2t) .

Ùå íàïîìíèì ôîðìóëàòà çà êðèâèíà íà ðàâíèííà êðèâà � âèæ
÷àñò I, �4.4 (ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà òîâà ïîíÿòèå ùå ïðèïîìíèì ïî-
äîëó). Àêî y = ϕ(x) å óðàâíåíèåòî íà êðèâàòà, òî êðèâèíàòà k(x) â
òî÷êàòà (x, ϕ(x)) ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

k(x) =
ϕ′′(x)

(1 + ϕ′(x)2)
3
2

.

Íåêà îçíà÷èì
ϕ~h(t) = f̃ (h1t, h2t) ,

è íåêà k~h å êðèâèíàòà íà Γ~h â òî÷êàòà 0. ×èñëîòî k~h ñå íàðè÷à
ñåêöèîííà êðèâèíà, ñúîòâåòñòâàùà íà ñå÷åíèåòî íà S ñ L~h. Òîãàâà

ϕ~h(t) =
1

2

(
α1h

2
1 + α2h

2
2

)
t2 + o

(
t2
)

è ñëåäîâàòåëíî
ϕ′~h(0) = 0, ϕ′′~h(0) = α1h

2
1 + α2h

2
2,

(äîêàæåòå!). Îòòóê ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà çà ñåêöèîííàòà êðèâèíà:

k~h = α1h
2
1 + α2h

2
2 = α1 + (α2 − α1)h2

2.

Â ÷àñòíîñò, ïîëàãàéêè ~h = (1, 0) èëè ~h = (0, 1), ïîëó÷àâàìå, ÷å
ãëàâíèòå êðèâèíè ñúâïàäàò ñ ñåêöèîííèòå êðèâèíè, ñúîòâåòñòâàùè íà
íîðìàëíèòå ñå÷åíèÿ, ìèíàâàùè ïðåç ãëàâíèòå îñè. Îò ôîðìóëàòà ñå
âèæäà ñúùî òàêà, ÷å α1 è α2 íè äàâàò ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà
ñåêöèîííà êðèâèíà, à âñè÷êè îñòàíàëè ñåêöèîííè êðèâèíè ëåæàò ìåæäó
òÿõ.
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×èñëîòî km (P0) = α1 +α2 ñå íàðè÷à ñðåäíà êðèâèíà â òî÷êàòà P0,
à ÷èñëîòî kG (P0) = α1.α2 � ãàóñîâà êðèâèíà â òàçè òî÷êà. Òúé êàòî α1

è α2 íå çàâèñÿò îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â R3, òî îò ãîðíèòå
ôîðìóëè ñëåäâà, ÷å ñúùîòî å âÿðíî è çà ñðåäíàòà è ãàóñîâàòà êðèâèíè.

Çà äà ñè èçÿñíèì âðúçêàòà ìåæäó êðèâèíèòå α1, α2, è êîåôèöèåí-
òèòå A, B, C, ùå ñè ïðèïîìíèì ïðîöåäóðàòà íà êàíîíèçàöèÿ íà äàäåíà
êâàäðàòè÷íà ôîðìà. Òåîðåìàòà çà êàíîíèçàöèÿòà ìîæå äà áúäå äîêàçà-
íà ïî ðàçëè÷íè íà÷èíè, âêëþ÷èòåëíî è ÷ðåç èçïîëçâàíå íà ìíîæèòåëèòå
íà Ëàãðàíæ (âèæ ÷àñò II, �1. 11, çàä. 2). ×èñëàòà α1 è α2 ñå ïîëó÷àâàò
êàòî êîðåíè íà óðàâíåíèåòî∣∣∣∣ A− α B

B C − α

∣∣∣∣ = 0,

èëè, ðàçâèòî
α2 − (A+ C)α + (AC −B2) = 0.

(Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òîâà óðàâíåíèå âèíàãè èìà ðåàëíè ðåøåíèÿ.) Ôîð-
ìóëèòå íà Âèåò íè äàâàò ðàâåíñòâàòà

km (P0) = α1 + α2 = A+ C, kG (P0) = α1.α2 = AC −B2.

Çàáåëåæêà. Ãîðíèòå ôîðìóëè ñà âåðíè ñàìî â ñëó÷àÿ, êîãàòî êî-
îðäèíàòíàòà ðàâíèíà Oxy ñúâïàäà ñ äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà â òî÷êàòà
P0, ò.å. êîãàòî f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0. Â îáùèÿ ñëó÷àé òå òðÿáâà äà áú-
äàò êîðèãèðàíè. Â ñëåäâàùèÿ ðàçäåë ùå èçâåäåì îáùàòà ôîðìóëà çà
ãàóñîâàòà êðèâèíà.

Ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë íà ãàóñîâàòà êðèâèíà.Ùå íàïîìíèì ãå-
îìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ïîíÿòèåòî êðèâèíà íà ðàâíèííà êðèâà. Íåêà Γ å
äâóêðàòíî ãëàäêà ðåãóëÿðíà êðèâà â R2, P0 è P1 ñà òî÷êè îò Γ, ∆l îçíà-
÷àâà äúëæèíàòà íà äúãàòà P0P1, è ∆α � úãúëúò ìåæäó äîïèðàòåëíèòå
â òî÷êèòå P0 è P1. Òîãàâà êðèâèíàòà k (P0) ñå îïðåäåëÿ êàòî

k (P0) = lim
P1→P0

∆α

∆l
.

Ùå ïîêàæåì, ÷å åñòåñòâåíèÿò àíàëîã íà òîâà ïîíÿòèå çà ïîâúðõ-
íèíè å òî÷íî ãàóñîâàòà êðèâèíà.
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Ïúðâî ùå îòáåëåæèì, ÷å ãîðíàòà äåôèíèöèÿ íÿìà äà ñå ïðîìåíè,
àêî âìåñòî äîïèðàòåëíèòå âçåìåì íîðìàëèòå â ñúîòâåòíèòå òî÷êè. Òîâà
âîäè äî èäåÿòà äà ñå ðàçãëåäà èçîáðàæåíèåòî, ñúïîñòàâÿùî íà âñÿêà
òî÷êà P îò ïîâúðõíèíàòà S åäèíè÷íàòà íîðìàëà â òî÷êàòà ~n(P ). Ïîëó-
÷àâàìå èçîáðàæåíèå, íàðå÷åíî èçîáðàæåíèå íà Ãàóñ, íà ïîâúðõíèíàòà
S â åäèíè÷íàòà ñôåðà S2 â R3. Àêî ∆S å ÷àñò îò ïîâúðõíèíàòà S, ÷ðåç
∆Σ ùå îçíà÷àâàìå íåéíèÿ îáðàç â åäèíè÷íàòà ñôåðà ÷ðåç èçîáðàæå-
íèåòî íà Ãàóñ. Âñúùíîñò ëèöåòî µ (∆Σ) íà ìíîæåñòâîòî ∆Σ å òî÷íî
ïðîñòðàíñòâåíèÿò úãúë, îïèñâàí îò íîðìàëàòà âúðõó ∆S, è àíàëîãèÿòà
ñúñ ñëó÷àÿ íà êðèâà ëèíèÿ å î÷åâèäíà.

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå òî÷íîòî òâúðäåíèå. Íåêà S å ðåãó-
ëÿðíà äâóêðàòíî ãëàäêà ïîâúðõíèíà, P0 ∈ S, è â îêîëíîñò íà P0 S ñå
ïðåäñòàâÿ ñ ðàâåíñòâîòî z = f(x, y), êàòî

P0 = (x0, y0, f (x0, y0)) .

Íåêà, êàêòî ïî-ãîðå,

A =
∂2f

∂x2
(x0, y0) , B =

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) , C =

∂2f

∂y2
(x0, y0) ,

è îñâåí òîâà äà îçíà÷èì

p = f ′x (x0, y0) , q = f ′y (x0, y0) .

Ùå ïðåäïîëîæèì îùå, ÷å AC −B2 6= 0.
Íåêà ∆Sn å ðåäèöà îò ÷àñòè íà S, ñúäúðæàùè P0, ñ äèàìåòðè

êëîíÿùè êúì 0. (Ïîíÿêîãà òîâà ñå èçðàçÿâà ñ ðàâåíñòâîòî ∆Sn ↘ (P0).)
Íåêà ∆Σn ñà îáðàçèòå èì ïðè èçîáðàæåíèåòî íà Ãàóñ.

Òåîðåìà (ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë íà ãàóñîâàòà êðèâèíà). Ïðè
ãîðíèòå óñëîâèÿ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

lim
∆Sn↘(P0)

µ (∆Σn)

µ (∆Sn)
=
|AC −B2|

(1 + p2 + q2)2 = |kG (P0)| .

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ñè ïðèïîìíèì ôîðìóëàòà çà ëèöå íà ïîâúð-
õíîñò S, çàäàäåíà êàòî ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x, y) ñ äåôèíèöèîííà
îáëàñò D:

µ(S) =

∫∫
D

dx dy

|cos γ(x, y)|
.
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(âèæ �2.1.)
Ùå èçïîëçâàìå òàçè ôîðìóëà, çà äà èçðàçèì ëèöàòà, ó÷àñòâàùè

âúâ ôîðìóëèðîâêàòà íà òåîðåìàòà. Íåêà ñ ∆Dn äà îçíà÷èì ïðîåêöè-
ÿòà íà ∆Sn âúðõó ðàâíèíàòà Oxy. Òîãàâà, èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà çà
ñðåäíèòå ñòîéíîñòè, ïîëó÷àâàìå

µ (∆Sn) =

∫ ∫
∆Dn

dx dy

|cos γ(x, y)|
=

µ (∆Dn)

|cos γ (Qn)|

çà ïîäõîäÿùà òî÷êà Qn = (xn, yn) ∈ Dn.
Ïî-ñëîæíî å íàìèðàíåòî íà µ (∆Σn). Ùå âúâåäåì íîâè êîîðäèíàòè

x̃,ỹ, ðàâíè íà ïúðâèòå äâå êîîðäèíàòè íà åäèíè÷íàòà íîðìàëà ~n(x, y).
Òîãàâà

µ (∆Σn) =

∫ ∫
∆D̃n

dx̃ dỹ

|cos γ̃(x̃, ỹ)|
,

êúäåòî ñ ∆D̃n ñìå îçíà÷èëè ïðîåêöèÿòà íà ∆Σn â ðàâíèíàòà Oxy, a
cos γ̃(x̃, ỹ) å òðåòàòà êîîðäèíàòà íà íîðìàëàòà ~̃n(x̃, ỹ) êúì åäèíè÷íàòà
ñôåðà.

Ùå èñêàìå â òîçè èíòåãðàë äà ïðåìèíåì êúì ïðîìåíëèâèòå x, y.
Êëþ÷îâî íàáëþäåíèå: íîðìàëàòà êúì ñôåðàòà â äàäåíà òî÷êà å êîëèíå-
àðíà ñ ðàäèóñ-âåêòîðà íà òî÷êàòà. Ñëåäîâàòåëíî

~̃n(x̃, ỹ) = ±~n(x, y) è |cos γ̃(x̃, ỹ)| = |cos γ(x, y)| .

Ùå íàìåðèì ôóíêöèîíàëíàòà äåòåðìèíàíòà íà âúïðîñíàòà ñìÿíà
D(x̃, ỹ)

D(x, y)
. Îòíîâî ùå îçíà÷èì

p(x, y) = f ′x(x, y), q(x, y) = f ′y(x, y),

A(x, y) = f ′′xx(x, y), B(x, y) = f ′′xy(x, y), C(x, y) = f ′′xx(x, y).

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

D(p, q)

D(x, y)
= A(x, y)C(x, y)−B(x, y)2 6= 0.
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Îò äðóãà ñòðàíà,

x̃(x, y) = − p(x, y)√
1 + p(x, y)2 + q(x, y)2

, ỹ(x, y) = − q(x, y)√
1 + p(x, y)2 + q(x, y)2

,

îòêúäåòî
D(x̃, ỹ)

D(p, q)
(p, q) =

1

(1 + p2 + q2)2 .

Çà èíòåðåñóâàùàòà íè ôóíêöèîíàëíà äåòåðìèíàíòà ïîëó÷àâàìå

D(x̃, ỹ)

D(x, y)
=
D(x̃, ỹ)

D(p, q)
· D(p, q)

D(x, y)
=
A(x, y)C(x, y)−B(x, y)2

(1 + p(x, y)2 + q(x, y)2)2 .

Îò òåîðåìàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå ïîëó÷àâàìå

µ (∆Σn) =

∫ ∫
∆Dn

|A(x, y)C(x, y)−B(x, y)2|
(1 + p(x, y)2 + q(x, y)2)2 ·

dx dy

|cos γ(x, y)|
.

Ïî òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ïîëó÷àâàìå

µ (∆Σn) =
|A(Q′n)C(Q′n)−B(Q′n)2|
(1 + p(Q′n)2 + q(Q′n)2)2 ·

µ (∆Dn)

|cos γ (Q′n)|

çà ïîäõîäÿùà òî÷êà Q′n = (x′n, y
′
n) ∈ Dn.

Ïðè n → ∞ ðåäèöèòå îò òî÷êè (x′n, y
′
n) è (xn, yn) êëîíÿò êúì

(x0, y0) è ñëåäîâàòåëíî

µ (∆Σn)

µ (∆Sn)
→
∣∣A (x0, y0)C (x0, y0)−B (x0, y0)2

∣∣(
1 + p (x0, y0)2 + q (x0, y0)2)2 =

|AC −B2|
(1 + p2 + q2)2 .

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å èçðàçúò îòäÿñíî å ðàâåí íà |kG (P0)|. Òúé
êàòî ëÿâàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî íå çàâèñè îò èçáîðà íà êîîð-
äèíàòíàòà ñèñòåìà â R3, ìîæåì äà èçáåðåì òàêèâà êîîðäèíàòè, êàêâè-
òî ñà íè óäîáíè. Äà ãè èçáåðåì êàêòî ïî-ãîðå, ò.å. ñ íà÷àëî â òî÷êàòà
P0 = (0, 0) è ñ êîîðäèíàòíà ðàâíèíà Oxy, ñúâïàäàùà ñ äîïèðàòåëíîòî
ïðîñòðàíñòâî â P0. Òîãàâà, êàêòî âèäÿõìå ïî-ãîðå, kG (P0) = AC − B2.
Îò äðóãà ñòðàíà, î÷åâèäíî p(0, 0) = q(0, 0) = 0, è ñëåäîâàòåëíî âòîðîòî
ðàâåíñòâî â òåîðåìàòà å ñúùî âÿðíî.
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Ïîñëåäíèòå ðàçñúæäåíèÿ äîêàçâàò è ñëåäíàòà ôîðìóëà:
Ñëåäñòâèå. Àêî ïîâúðõíèíàòà S ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ãðàôèêà íà

ôóíêöèÿòà f(x, y), òî ãàóñîâàòà êðèâèíà â òî÷êàòà (x, y, f(x, y)) ∈ S
ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

kG (x, y, f(x, y)) =
f ′′xx(x, y)f ′′yy(x, y)− f ′′xy(x, y)2(

1 + f ′x(x, y)2 + f ′y(x, y)2
)2 .

Ïðèìåðè. Äà ðàçãëåäàìå ñôåðàòà S2
R ñ ðàäèóñ R. Òîãàâà âñè÷êè

íîðìàëíè ñå÷åíèÿ ñà îêðúæíîñòè ñ ðàäèóñ R, è ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè
ñåêöèîííè êðèâèíè ñà ðàâíè íà 1/R, à ãàóñîâàòà êðèâèíà âúâ âñÿêà
òî÷êà å ðàâíà íà 1/R2. Èçîáðàæåíèåòî íà Ãàóñ îò S2

R â S2
1 å ïðîñòî

óìíîæåíèå ñ 1/R, è òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà ñå âèæäà íåïîñðåäñòâåíî.
Ñúùî òàêà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å çà ðàâíèíàòà âñè÷êè ñåêöèîííè

êðèâèíè ñà ðàâíè íà íóëà.

"Çàáåëåæèòåëíàòà òåîðåìà" íà Ãàóñ. Åäèí îò íàé-èçâåñòíèòå
ðåçóëòàòè íà Ãàóñ å ò.íàð. Theorema Egregium, èëè Çàáåëåæèòåëíàòà
òåîðåìà. Òÿ ãëàñè, ÷å ãàóñîâàòà êðèâèíà çàâèñè ñàìî îò âúòðåøíàòà ãå-
îìåòðèÿ íà ïîâúðõíèíàòà � ò.å. îò ðàçñòîÿíèÿòà ìåæäó íåéíèòå òî÷êè �
à íå îò íà÷èíà, ïî êîéòî òÿ å âëîæåíà â R3. Çà äà îíàãëåäèì òîçè ðåçóë-
òàò, äà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å èìàìå ïàð÷å îò ñôåðè÷íà ãóìåíà òîïêà è ãî
ïðåãúâàìå (áåç îáà÷å äà ãî ðàçòÿãàìå). Ïðè ñãúâàíåòî ãëàâíèòå ñåêöèîí-
íè êðèâèíè ñå ïðîìåíÿò, åäíàòà ñòàâà ïî-ìàëêà, à äðóãàòà � ïî-ãîëÿìà.
Ïî òåîðåìàòà íà Ãàóñ îáà÷å ïðîèçâåäåíèåòî èì îñòàâà ïîñòîÿííî.

Åäíî ñëåäñòâèå îò òåîðåìàòà íà Ãàóñ å, ÷å íå ìîæå äà ñúùåñòâóâà
àáñîëþòíî òî÷íà êàðòà äîðè íà ÷àñò îò çåìíàòà ïîâúðõíîñò. Íàèñòèíà,
àêî ñúùåñòâóâàøå èçîáðàæåíèå íà ÷àñò îò ñôåðàòà âúðõó ðàâíèíàòà,
çàïàçâàùî âñè÷êè ðàçñòîÿíèÿ, òî ñôåðàòà è ðàâíèíàòà áèõà èìàëè åäíà
è ñúùà ãàóñîâà êðèâèíà. Êàêòî âèäÿõìå, òîâà íå å òàêà, è ñëåäîâàòåëíî
âñÿêî èçîáðàæåíèå îò ñôåðàòà â ðàâíèíàòà èçìåíÿ äîíÿêúäå ðàçñòîÿ-
íèÿòà.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Íåêà P0 å òî÷êà îò ðåãóëÿðíàòà ïîâúðõíèíà S â R3. Äà èçáåðåì,
êàêòî ïî-ãîðå, êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñ íà÷àëî â òî÷êàòà P0 = (0, 0) è ñ
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êîîðäèíàòíà ðàâíèíà Oxy, ñúâïàäàùà ñ äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî â
P0. Äà îçíà÷èì, êàêòî â �2.1:

E(x, y) = 1 + f ′x(x, y)2, F (x, y) = f ′x(x, y).f ′y(x, y), G(x, y) = 1 + f ′y(x, y)2.

Äîêàæåòå ÷ðåç äèðåêòíî ïðåñìÿòàíå, ÷å å â ñèëà ðàâåíñòâoòî

kG(P0) =
∂2F

∂x∂y
(0, 0)− 1

2

∂2G

∂x2
(0, 0)− 1

2

∂2E

∂y2
(0, 0).

2. Íåêà S å ðåãóëÿðíà ïîâúðõíèíà. Äà èçáåðåì êîîðäèíàòíàòà ñèñ-
òåìà â R3 òàêà, ÷å îêîëî íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòèòå S äà ñå ïðåäñòàâÿ
âúâ âèäà

z = f(x, y) =
1

2
α1x

2 +
1

2
α2y

2 + o

((√
x2 + y2

)2
)
.

Íåêà ~n(x, y) å åäèíè÷íàòà íîðìàëà êúì S â òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòè
~P (x, y) = (x, y, f(x, y)). Äîêàæåòå âåêòîðíèòå ðàâåíñòâà

~n′x(0, 0) = α1
~P ′x(0, 0), ~n′y(0, 0) = α2

~P ′y(0, 0).

Óïúòâàíå. Èçïîëçâàéêè ðàçâèòèå â ðåä íà Òåéëîð, äîêàæåòå, ÷å
ôóíêöèèòå f(x, y) è

f̃(x, y) =
1

2
α1x

2 +
1

2
α2y

2

èìàò åäíàêâè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò ïúðâè è âòîðè ðåä â òî÷êàòà (0, 0).
Ñëåäîâàòåëíî, äîñòàòú÷íî å äà ñå äîêàæàò òúðñåíèòå ðàâåíñòâà çà ôóí-
êöèÿòà f̃(x, y).
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