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Óâîä

Â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä ñå èçñëåäâà ñòðóêòóðàòà íà íÿêîè êëàñîâå îò
îðòîãîíàëíè ìàñèâè â Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî H(n, q). Òåçè êîìáèíàòîðíè ñòðóê-
òóðè èìàò ðåäèöà ïðèëîæåíèÿ êàêòî â ðàçëè÷íè ïîäîáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà (êàòî
ñòàòèñòèêàòà [30, 48, 56], òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî [1, 2, 20, 29], êðèïòîãðàôèÿòà [4, 36, 57]
è äð.), òàêà è â äðóãè îáëàñòè êàòî êîìïþòúðíè íàóêè (çà òåñòâàíå íà ñîôòóåðè), ôè-
çèêà è äð. Çà íàøèòå èçñëåäâàíèÿ å ñúùåñòâåíî, ÷å ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå Õåìèíãî-
âîòî ïðîñòðàíñòâî H(n, q) êàòî êðàéíîìåðíî ïîëèíîìèàëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî,
â êîåòî ùå èçïîëçâàìå ïîëèíîìèàëíè òåõíèêè, çà äà ïîëó÷àâàìå îãðàíè÷åíèÿ âúðõó
ñïåêòðèòå íà ðàçãëåæäàíèòå îò íàñ êëàñîâå îò îðòîãîíàëíè ìàñèâè â H(n, q).

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å â îáåì îò 115 ñòðàíèöè è ñå ñúñòîè îò óâîä, ÷åòèðè ãëàâè
è èçïîëçâàíà ëèòåðàòóðà, ñúäúðæàùà 59 çàãëàâèÿ.

Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, q) ñ ðàçìåðíîñò n íàðè÷àìå âåêòîðíîòî ïðîñòðàí-
ñòâî îò âñè÷êè íàðåäåíè n-îðêè (òî÷êè, äóìè) íàä àçáóêà (ïîëå) Q ñ q åëåìåíòà. Â
êðàéíîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî H(n, q) ñå âúâåæäà ìåòðèêà êàòî ñå èçïîëçâà ðàçñòîÿ-
íèåòî d(x, y) ìåæäó äâå äóìè, êîåòî å ðàâíî íà áðîÿ íà ïîçèöèèòå, â êîèòî äóìèòå ñå
ðàçëè÷àâàò. Â êðàéíîìåðíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî H(n, q) å óäîáíî äà ñå âúâåäå
ïîäõîäÿùî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ïî ñëåäíîòî ïðàâèëî

〈x, y〉 := 1− 2d(x, y)

n
.

Ôóíêöèÿòà, áëàãîäàðåíèå íà êîÿòî ïðåìèíàâàìå îò ðàçñòîÿíèÿ êúì ñêàëàðíè ïðî-
èçâåäåíèÿ, ñå íàðè÷à ñòàíäàðòíà ñóáñòèòóöèÿ. Áåëåæèì ÿ ñ σ(d) = 1− 2d

n
.

Âñÿêî (êðàéíî) íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî C ⊂ H(n, q) ñå íàðè÷à êîä. Îñíîâíè ïà-
ðàìåòðè íà åäèí êîä ñà íåãîâàòà ðàçìåðíîñò n, íåãîâàòà ìîùíîñò M = |C|, êàêòî
è ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå d = d(C) = min{ d(x, y) | x, y ∈ C, x 6= y} ìåæäó äâå ðàç-
ëè÷íè äóìè îò êîäà.

Ôàçåêàø è Ëåâåíùåéí [26] âúâåæäàò ïîíÿòèåòî τ -äèçàéíè â H(n, q). Åäèí êîä
C ⊂ H(n, q) ñå íàðè÷à τ -äèçàéí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñåêè ïîëèíîì ñ
ðåàëíè êîåôèöèåíòè f(t) îò ñòåïåí k, íåíàäìèíàâàùà τ , è çà âñÿêà òî÷êà y ∈ H(n, q)
å â ñèëà ðàâåíñòâîòî ∑

x∈C

f(〈x, y〉) = f0|C|,

êúäåòî f0 å ïúðâèÿò êîåôèöèåíò â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà f(t) ïî íîðìàëèçèðàíèòå

ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê, ò.å. f(t) =
n∑
i=0

fiQ
(n)
i (t). Ìàêñèìàëíîòî öÿëî íåîòðèöàòåëíî

÷èñëî τ ≤ n, çà êîåòî C å τ -äèçàéí, ñå íàðè÷à ñèëà íà äèçàéíà.
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4 Óâîä

Îñíîâíà çàäà÷à â òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî å íàìèðàíåòî íà ìèíèìàëíà âúçìîæíà
ìîùíîñò, ïðè êîÿòî ñúùåñòâóâà τ -äèçàéí â H(n, q) çà ôèêñèðàíè ñèëà τ è ðàçìåðíîñò
n, ò.å. äà ñå îöåíè âåëè÷èíàòà

B(n, q, τ) := min{M = |C| : ñúùåñòâóâà τ -äèçàéí â H(n, q)}.

Â Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî τ -äèçàéíèòå ìîãàò äà áúäàò îïèñàíè è ïî êîìáèíà-
òîðåí íà÷èí. Åäíî ïîäìíîæåñòâî C ∈ H(n, q) ñå íàðè÷à îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ q íèâà,
ñèëà τ è èíäåêñ λ, êúäåòî 0 ≤ τ ≤ n, àêî âñÿêà M × τ ïîäìàòðèöà íà C ñúäúðæà
âñè÷êè τ -îðêè íàä Q òî÷íî λ ïúòè êàòî ðåäîâå. Òàêúâ îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ñå áåëå-
æè ñ (n,M, q, τ). Îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ) ñà èìåííî τ -äèçàéíè
â H(n, q).

Ùå ðàçãëåæäàìå îðòîãîíàëíè ìàñèâè â ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q). Îñíîâíèòå èì
ñâîéñòâà è õàðàêòåðèñòèêè ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè ïîäðîáíî â êíèãàòà �Îðòîãî-
íàëíè ìàñèâè. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ� [28] íà Hedayat, Sloane è Stufken. Çàäà÷èòå îò
òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî ìîæåì äà ãè ïðåíåñåì âúðõó ðàçãëåæäàíèòå îò íàñ îðòîãîíàë-
íè ìàñèâè, ò.å. çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ìèíèìàëíàòà âúçìîæíà ìîùíîñò ïðèäîáèâà
âèäà

B(n, q, τ) := min{M = |C| : ñúùåñòâóâà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ}.

Èçâåñòíî å, ÷å èíäåêñúò λ íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ìîæå äà áúäå ïðåñìåòíàò
ïîñðåäñòâîì çàâèñèìîñòòà λ = M/qτ . Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà åêâèâà-
ëåíòíà çàäà÷à

Λ(n, q, τ) := min{λ = |C|/qτ : ñúùåñòâóâà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ}.

Â ïúðâà ãëàâà íà íàñòîÿùèÿ òðóä ñà âúâåäåíè îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ, äåôèíèöèè è
èçâåñòíè ôàêòè, êîèòî ñà íåîáõîäèìè è ñà îòïðàâíà òî÷êà çà íàøèòå èçñëåäâàíèÿ,
íà áàçàòà íà êîèòî â äèñåðòàöèÿòà ùå ïîëó÷èì ðåäèöà íîâè ðåçóëòàòè. Âúâåäåíè
ñà ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê, êàêòî è íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê, êîèòî
ñå ÿâÿâàò çîíàëíèòå ôóíêöèè çà êðàéíîìåðíîòî ïîëèíîìèàëíî ìåòðè÷íî Õåìèíãîâî
ïðîñòðàíñòâî H(n, q).

Îïèñàíè ñà èçâåñòíè ãðàíèöè çà ìîùíîñòòà |C| íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C
â H(n, q). Òîâà ñà ãðàíèöàòà íà Äåëñàðò, èçâåñòíà îùå êàòî ãðàíèöà íà ëèíåéíîòî
ïðîãðàìèðàíå [24], ãðàíèöèòå íà Ðàî è Õåìèíã [49], [39], êîèòî â Õåìèíãîâîòî ïðîñò-
ðàíñòâî H(n, q) ñúâïàäàò. Äàäåíè ñà ñúùî òàêà ãðàíèöàòà íà Ñèíãúëòúí [53] è ãðà-
íèöàòà íà Ïëîòêèí [47]. Ïîäðîáíî ñà îïèñàíè óíèâåðñàëíèòå ãðàíèöè íà Ëåâåíùåéí
[38].

Êàêòî ñïîìåíàõìå ïî-ãîðå, íàñòîÿùèÿò òðóä ñå îñíîâàâà íà ïðèëàãàíåòî íà ðàç-
ëè÷íè ïîëèíîìèàëíè òåõíèêè çà ïîëó÷àâàíå íà îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñòðóêòóðàòà íà
ðàçãëåæäàíèòå τ -äèçàéíè, êîèòî â H(n, q) ñà òî÷íî îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè.

Íåêà C å îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q), à x å ôèêñèðàíà òî÷êà îò ïðîñòðàíñòâîòî.
Ñïåêòúð íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ îòíîñíî òî÷êàòà x ùå íàðè÷àìå íàðåäåíàòà (n + 1)-
îðêà îò öåëè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà

W = W (c) = (w0(c), w1(c), . . . , wn(c)),



Óâîä 5

êúäåòî çà âñÿêî i = 0, . . . , n ñòîéíîñòòà wi(c) å òî÷íî áðîÿò íà äóìèòå íà ðàçñòîÿíèå
i îò ôèêñèðàíàòà òî÷êà x, ò.å.

wi(c) = |{x ∈ C|d(x, c) = i}|.

Ñïåêòúð íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ å îñíîâíàòà èçñëåäâàíà õàðàêòåðèñòèêà íà îðòî-
ãîíàëíèòå ìàñèâè â íàñòîÿùèÿ òðóä. Òåîðåìèòå, êîèòî ñà ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè â
ñëåäâàùèòå ãëàâè, ñå áàçèðàò íà ðàçëè÷íè âçàèìîâðúçêè ìåæäó ñïåêòðè íà îðòîãî-
íàëíè ìàñèâè ñ ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè. Çàòîâà îò èçêëþ÷èòåëíà âàæíîñò çà áúäåùàòà
ðàáîòà å òåîðåìàòà [21, 13], êîÿòî äàâà âúçìîæíîñò äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè âúçìîæíè
ñïåêòðè íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q) (Òåîðåìà 1.4.1).

Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà çà ôèêñèðàíè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, M , τ è q å âúâåäåíî ìíî-
æåñòâîòî W (n,M, q, τ) îò âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðà-
ìåòðè (n,M, q, τ) îòíîñíî òî÷êèòå â ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q). ßñíî å, ÷å ìíîæåñòâîòî
W (n,M, q, τ) ìîæåì äà ãî ðàçáèåì íà äâå íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà P (n,M, q, τ) è
Q(n,M, q, τ) ñïðÿìî òîâà äàëè òî÷êàòà îò ïðîñòðàíñòâîòî å ñúîòâåòíî âúòðåøíà èëè
âúíøíà çà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ. Ïðè òîâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

W (n,M, q, τ) = P (n,M, q, τ) ∪Q(n,M, q, τ).

Äîêàçàíè ñà Òåîðåìà 1.4.4, Òåîðåìà 1.4.6 è Òåîðåìà 1.4.8, êàêòî è òåõíèòå íåïîñ-
ðåäñòâåíè ñëåäñòâèÿ - Ñëåäñòâèå 1.4.5, Ñëåäñòâèå 1.4.7 è Ñëåäñòâèå 1.4.9, êîèòî íè
äàâàò âúçìîæíîñò äà ðàçãëåæäàìå ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñïðÿìî êîÿ äà
å ôèêñèðàíà òî÷êà îò ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q).

Âúâ âòîðà ãëàâà ñå ðàçãëåæäà äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâîH(n, 2). Âàæíî
å äà ñå îòáåëåæè, ÷å H(n, 2) å àíòèïîäàëíî ïîëèíîìèàëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî,
ò.å. çà âñÿêà òî÷êà x ∈ H(n, 2) ñúùåñòâóâà äóìà x̄, òàêàâà ÷å x+ x̄ = n. Áëàãîäàðåíèå
íà òîçè ôàêò â [28] å äîêàçàíî, ÷å îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,M, 2, 2k) è
(n+ 1, 2M, 2, 2k + 1) ñúùåñòâóâàò åäíîâðåìåííî.

Äâå ñà îñíîâíèòå êîíñòðóêöèè, ðàçãëåæäàíè âúâ âòîðà ãëàâà. Ïðè ïúðâàòà îò
ôèêñèðàí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñå ïðåìàõâà åäèí ñòúëá è ñå òúðñÿò ðàçëè÷íè çàâèñè-
ìîñòè ìåæäó îðèãèíàëíèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ è íåãîâèòå ïðîèçâîäíè ìàñèâè. Íîâî-
ïîëó÷åíèòå ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè èìàò ïàðàìåòðè (n − 1,M, 2, τ) è (n −
1,M/2, 2, τ − 1). Ïîðåäèöàòà îò äîêàçàíè òåîðåìè (Òåîðåìà 2.3.1, Òåîðåìà 2.3.3, Òåî-
ðåìà 2.3.4 è Òåîðåìà 2.3.6) äàâàò äîñòàòú÷íî äîáúð àïàðàò çà ðàáîòà âúðõó ìíîæåñ-
òâîòî P (n,M, 2, τ) îò âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè îòíîñíî âúòðåøíà çà ìàñèâà òî÷êà.
Áëàãîäàðåíèå íà òÿõ è íà ïîëó÷åíèòå òåõíè ñëåäñòâèÿ â Ïàðàãðàô 2.3 å îðãàíèçèðàí
àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà áðîÿ íà åëåìåíòèòå â ìíîæåñòâîòî P (n,M, 2, τ).

Â ïðîöåñà íà èçñëåäâàíå óñòàíîâèõìå, ÷å êîãàòî ðàáîòèì ñàìî ñ ìíîæåñòâîòî îò
ñïåêòðè íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ åäèíñòâåíî îòíîñíî âúòðåøíè òî÷êè, ÷àñò îò
ïîëó÷åíèòå â ðàçãëåæäàíàòà êîíñòðóêöèÿ ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè è òåõíèòå
ñïåêòðè íå ìîãàò äà áúäàò îáõâàíàòè. Áëàãîäàðåíèå íà íàøèòå íàáëþäåíèÿ ñïîìå-
íàòèòå òåîðåìè áÿõà îáîáùåíè âúðõó ìíîæåñòâîòî W (n,M, 2, τ) è ïî òîçè íà÷èí ñà
ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè ñúîòâåòíè òåîðåìè (Òåîðåìè2.4.2, Òåîðåìà 2.4.18, Òåîðåìà
2.4.2, Òåîðåìà 2.4.8 è Òåîðåìà 2.4.12). Íåùî ïîâå÷å, íàìåðåíè ñà â ÿâåí âèä ñïåêòðèòå
íà ïðîèçâîäíèòå ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n− 1,M/2, 2, τ − 1). Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè,
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÷å èçïîëçâàéêè àíòèïîäàëíîñòòà äîñòèãíàõìå äî ðåäèöà òåîðåìè è ñëåäñòâèÿ, áëà-
ãîäàðåíèå íà êîèòî äîêàçàõìå âàæíàòà çà èçñëåäâàíèÿòà íè Òåîðåìà 2.4.16, êîÿòî çà
äàäåí ñïåêòúð (îòíîñíî ïðîèçâîëíà òî÷êà x îò ïðîñòðàíñòâîòî) çàäàâà âèäà íà ñïåê-
òúð ñïðÿìî òî÷êàòà x íà äðóã îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè, èçîìîðôåí
íà èçõîäíèÿ ìàñèâ. Òàêà ñïåêòúðúò íà íîâîïîëó÷åíèÿ èçîìîðôåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ
òðÿáâà äà ïðèíàäëåæè îòíîâî íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, 2, τ). Ïî òîçè íà÷èí çà ïðúâ
ïúò äîñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å äàäåí ñïåêòúð íà ìàñèâà, ò.å. åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî
W (n,M, 2, τ) çàâèñè îò äðóã ñïåêòúð (åëåìåíò) íà ñúùîòî ìíîæåñòâî. Ðåàëèçèðàí å
Àëãîðèòúì 2, êîéòî å äîñòà ïî-ìîùåí îò Àëãîðèòúì 1. Íåäîñòàòúê çà íåãî å, ÷å å ìíî-
æåñòâîòî, âúðõó êîåòî ñå ðàáîòè, å ñ äîñòà ïî-ãîëÿìà ìîùíîñò ïðè ãîëåìè ñòîéíîñòè
çà n.

Âòîðàòà îñíîâíà êîíñòðóêöèÿ ïðè ðàçãëåæäàíå íà ñïåêòðèòå íà äâîè÷íè îðòîãî-
íàëíè ìàñèâè ïðåäñòàâëÿâà ïðåìàõâàíå íà äâà ñòúëáà îò ïúðâîíà÷àëíî ôèêñèðàíèÿ
îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ñ ïàðàìåòðè (n,M, 2, τ). Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâàò ðåäèöà ïðî-
èçâîäíè ìàñèâè ñ ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè, à èìåííî: (n−1,M, 2, τ), (n−1,M/2, 2, τ−1),
(n−2,M, 2, τ), (n−2,M/2, 2, τ−1) è (n−2,M/4, 2, τ−2). Íàìåðåíè ñà ðàçëè÷íè çàâè-
ñèìîñòè ìåæäó ñïåêòðèòå íà òåçè îðòîãîíàëíè ìàñèâè, êîèòî ñà äîêàçàíè â Òåîðåìè
2.5.3-2.5.28. Áëàãîäàðåíèå íà òÿõ è òåõíèòå ñëåäñòâèÿ å ïðåäñòàâåí Àëãîðèòúì 3. Òîçè
àëãîðèòúì ïðåäñòàâëÿâà ìîùåí àïàðàò çà ðåäóöèðàíå íà âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè
íà èçõîäíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè, ò.å. íà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, 2, τ).

Äà îòáåëåæèì, ÷å ðåçóëòàòèòå îò íàñòîÿùèÿ òðóä çàâèñÿò îò ðåàëèçàöèÿòà íà
àëãîðèòìèòå. Çàòîâà ñà îïèñàíè ðåäèöà îïòèìèçàöèè, êîèòî ñìå èçâúðøèëè, çà äà
ìîãàò ïðîãðàìèòå äà èìàò ïî-äîáðî áúðçîäåéñòâèå. Ïðåäñòàâåíè ñà ñúùî è íÿêîè ïî-
èíòåðåñíè ìîìåíòè îò àëãîðèòìèòå, òúé êàòî çà ÷àñò îò òÿõ ñå íàëàãà èçïîëçâàíåòî
íà ðåêóðñèÿ.

Âñè÷êè ðåçóëòàòè, êîèòî ñìå ïîëó÷èëè âúðõó äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè, ñà
îïèñàíè â Ïàðàãðàô 2.8. Ïðè òîâà Òåîðåìà 2.8.1, êîÿòî ïîêàçâà, ÷å íå ñúùåñòâóâà
(11, 96, 2, 4) îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñå ïîëó÷àâà îùå ïðè ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 1. Ñ
òîçè àëãîðèòúì è íÿêîè ñúîáðàæåíèå âúðõó ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà êîä ñ ïà-
ðàìåòðè (10, 96, 2, 4) äîñòèãàìå äî ñëåäâàùàòà òåîðåìà çà íåñúùåñòâóâàíå - Òåîðåìà
2.8.2. Ïðèëàãàéêè Àëãîðèòúì 2, óñïÿâàìå äà äîñòèãíåì äî ñúùèÿ èçâîä, äîðè äî
Òåîðåìà 2.8.4, äîêàçâàùà íåñúùåñòâóâàíåòî íà (9, 96, 2, 4) îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Áëàãîäàðåíèå íà Àëãîðèòúì 1 ïîëó÷àâàìå îùå, ÷å (13, 224, 2, 5) îðòîãîíàëåí ìàñèâ
íå ñúùåñòâóâà (Òåîðåìà 2.8.6). Îò òîâà ñëåäâà, ÷å è îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè
(12, 112, 2, 4) íå ñúùåñòâóâà (Òåîðåìà 2.8.7). Âúðõó ñúùàòà ðåäèöà îò ñïåêòðè ñ Àëãî-
ðèòúì 2 äîñòèãàìå è äî Òåîðåìà 2.8.8, äîêàçâàùà íåñúùåñòâóâàíåòî íà (10, 112, 2, 4)
îðòîãîíàëåí ìàñèâ, à ñúîòâåòíî è äî ïðîèçòè÷àùèòå îò òîâà Ñëåäñòâèÿ 2.8.9-2.8.11.
Íàêðàÿ çà äîêàçâàíåòî íà Òåîðåìà 2.8.12, ò.å. çà îáîñíîâàâàíåòî, ÷å íå ñúùåñòâóâà
(9, 112, 2, 4) îðòîãîíàëåí ìàñèâ, áåøå èçïîëçâàí Àëãîðèòúì 3.

Ïî òîçè íà÷èí äîñòèãíàõìå äî òî÷íè ãðàíèöè çà Λ(n, 2, τ) â ñëåäíèòå ñëó÷àè:

Λ(9, 2, 4) = Λ(10, 2, 5) = 8, Λ(9, 2, 4) = Λ(10, 2, 5) = 8,

Λ(11, 2, 4) = Λ(12, 2, 5) = 8 Λ(12, 2, 5) = Λ(13, 2, 5) = 8.

Íà áàçà íà ðàçðàáîòåíèòå îò íàñ àëãîðèòìè óñïÿõìå äà äîñòèãíåì è äî äðóãè âå÷å
èçâåñòíè ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå, îïèñàíè íàêðàÿ íà Ïàðàãðàô 2.8. Îò ñâîÿ
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ñòðàíà çà ðåäèöà ïàðàìåòðè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè, âúïðåêè ÷å íå ñìå äîñòèãíàëè äî
ðåçóëòàò çà ñúùåñòâóâàíå èëè íåñúùåñòâóâàíå, ñìå ïîëó÷èëè çíà÷èòåëíî ðåäóöèðàíå
íà áðîÿ íà åëåìåíòèòå â ìíîæåñòâîòî W (n,M, 2, τ) îò âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè çà
èçñëåäâàíèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Âòîðà ãëàâà å íàïèñàíà âúç îñíîâà íà ñëåäíèòå òðè ïóáëèêàöèè [16], [17] è [43].
Â òðåòà ãëàâà ñå ðàçãëåæäàò îðòîãîíàëíè ìàñèâè â òðîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñò-

ðàíñòâî H(n, 3). Êîíñòðóêöèÿòà ñ ïðåìàõâàíå íà äàäåí ñòúëá îò åäèí îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, 3, τ) å â ñèëà è çà òîçè ñëó÷àé. Ïîëó÷àâàò ñå äîñòà ïî-
ãîëÿì áðîé ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè. Òåõíèòå ïàðàìåòðè ñà ñúîòâåòíî îò
âèäà (n− 1,M, 3, τ), (n− 1,M/3, 3, τ − 1) è (n− 1, 2M/3, 3, τ − 1). Â Òåîðåìà 3.2.2 ñà
îïèñàíè â ÿâåí âèä íÿêîè îò ñïåêòðèòå íà (n−1,M/3, 3, τ−1) îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè.
Òåîðåìà 3.2.6 íè çàäàâà è çàâèñèìîñòèòå ìåæäó îñòàíàëèòå ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè
ìàñèâè. Ïîðàäè âúçìîæíîñòòà äà ïðèëàãàìå ïåðìóòàöèÿ íà ñèìâîëèòå 0, 1 è 2, ò.å.
åëåìåíòèòå íà ñèìåòðè÷íàòà ãðóïà S3 âúâ ôèêñèðàí ñòúëá íà ðàçãëåæäàíèÿ òðîè÷åí
îðòîãîíàëåí ìàñèâ, äîêàçàõìå Òåîðåìà 3.2.7, çà íàìèðàíå íà çàâèñåùè åäèí îò äðóã
ñïåêòðè îò ìíîæåñòâîòî W (n,M, 3, τ), à ñ òîâà è äîêàçàõìå ñëåäñòâèÿ çà îòõâúðëÿíå
íà âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè îò ðàçãëåæäàíîòî ìíîæåñòâî. Ôîðìóëèðàíà è äîêàçàíà
å Òåîðåìà 3.2.10, êîÿòî å àíàëîã íà äîêàçàíàòà Òåîðåìà 2.4.18 â äâîè÷íèÿ ñëó÷àé.

Íà áàçà íà äîêàçàíèòå òåîðåìè è òåõíèòå ñëåäñòâèÿ å ïðåäñòàâåí Àëãîðèòúì 5
çà ðåäóöèðàíå íà áðîÿ íà âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè íà äàäåí òðîè÷åí îðòîãîíà-
ëåí ìàñèâ, ò.å. íà åëåìåíòèòå îò ìíîæåñòâîòî W (n,M, 3, τ). Èçâúðøåíè ñà ðåäèöà
ïðåñìÿòàíèÿ êàòî îñâåí ðåäóêöèÿ â ñëó÷àèòå n < 20 è τ < 6 äîñòèãàìå è äî ðåçóëòàò
çà íåñúùåñòâóâàíå íà (17, 108, 3, 3) îðòîãîíàëåí ìàñèâ (âèæ Òåîðåìà 3.3.1). Ïî òîçè
íà÷èí ïîëó÷àâàìå, ÷å â òðîè÷íèÿ ñëó÷àé èìàìå 5 ≤ Λ(17, 3, 3).

Òðåòà ãëàâà å íàïèñàíà âúç îñíîâà íà ñëåäíèòå äâå ïóáëèêàöèè [6, 7].
Â ïîñëåäíàòà ÷åòâúðòà ãëàâà å âúâåäåíî ïîíÿòèåòî åíåðãèÿ íà îðòîãîíàëåí ìà-

ñèâ â ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q). Çà âñÿêà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíà â èíòåðâàëà [−1, 1] è
ïðèåìàùà ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè, ñå äåôèíèðà h-åíåðãèÿòà (ïîòåíöèàëíàòà åíåð-
ãèÿ) çà îðòîãîíàëíè ìàñèâ C êàòî:

E(n,C;h) =
1

|C|
∑

x,y∈C,x6=y

h(〈x, y〉).

Îñíîâíàòà çàäà÷à ïðè èçñëåäâàíå íà åíåðãèèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè å ïðè
ôèêñèðàíà ôóíêöèÿ h äà ñå íàìåðÿò ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà åíåð-
ãèÿòà, ò.å. äà ñå îöåíÿò ñëåäíèòå äâå âåëè÷èíè

L(n,M ; τ ;h) := min{E(n,C;h) : C ⊂ H(n, q) å (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ},

U(n,M ; τ ;h) := max{E(n,C;h) : C ⊂ H(n, q) å (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ}.

Âúâåäåíà å åíåðãèÿòà íà ñïåêòúð P (x) = (p0(x), p1(x), . . . , pn(x)) íà îðòîãîíàëåí
ìàñèâ C îòíîñíî âúòðåøíà çà ìàñèâà òî÷êà x ∈ C. Åíåðãèÿ íà ñïåêòúðà P (x) íàðè-
÷àìå ñòîéíîñòòà

E(x,C;h) =
1

|C|

n∑
i=1

pi(x)h(ti).
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E(x,C;h) ñúùî ñå íàðè÷à åíåðãèÿ íà òî÷êàòà x â îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C.
Àêî çíàåì, ÷å (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúùåñòâóâà è èìàìå ñïåêòðèòå îòíîñ-

íî âñè÷êè âúòðåøíè çà íåãî òî÷êè, çàåäíî ñ òåõíèòå êðàòíîñòèòå, ò.å. P1(x1), P2(x2),
. . ., Ps(xs) ñà âñè÷êè ñïåêòðè ñúîòâåòíî ñ êðàòíîñòè k1, k2, . . . , ks, òîãàâà åíåðãèÿòà
íà ìàñèâà (Òåîðåìà 4.1.2) å ðàâíà òî÷íî íà

E(n,C;h) =
s∑
i=1

kiE(xi, C;h).

Àêî íå çíàåì äàëè ñúùåñòâóâà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ, íî èìàìå âñè÷êè âúç-
ìîæíîñòè çà ñïåêòðè, ò.å. åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî P (n,M, q, τ), çàåäíî ñ òåõíèòå
êðàòíîñòè, ìîæåì äà îïðåäåëèì è ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè çà åíåðãè-
ÿòà

E(|C|) =
{ ∑
k1+k2+···+ks=|C|

kiE(xi, C;h)
}

íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñ òåçè ïàðàìåòðè. Íà áàçà íà âúçìîæíîñòèòå îò ñïåêò-
ðè îòíîñíî âúòðåøíè çà ìàñèâà òî÷êè, ò.å. åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî P (n,M, q, τ)
ñà ïîëó÷åíè êîìáèíàòîðíè ãðàíèöè, êîèòî îãðàíè÷àò îòäîëó è îòãîðå ñòîéíîñòòà
íà åíåðãèÿòà E(n,C;h). Çà îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ñ åäèíñòâåí âúçìîæåí ñïåêòúð, å
äîêàçàíî, ÷å åíåðãèÿòà íà ìàñèâà å èìåííî ME(x,C;h), êúäåòî x ∈ C å ïðîèçâîë-
íà âúòðåøíà çà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ òî÷êà. Íàêðàÿ å íàïðàâåí ñðàâíèòåëåí àíàëèç
ìåæäó ïîëó÷åíèòå êîìáèíàòîðíè ãðàíèöè è èçâåñòíèòå óíèâåðñàëíè äîëíè ãðàíèöè
çà åíåðãèè íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè [10]. Â íÿêîè ñëó÷àè êîìáèíàòîðíàòà ãðàíèöà
äàâà ïî-äîáðè ðåçóëòàòè, äîêàòî â äðóãè ñëó÷àè óíèâåðñàëíàòà ãðàíèöà ñå îêàçâà
ïî-ìîùíà.

×åòâúðòà ãëàâà å íàïèñàíà âúç îñíîâà íà ñëåäíàòà ïóáëèêàöèÿ [18].
Âàæíî å äà îòáåëåæèì, ÷å ðàçãëåæäàíèòå êîìáèíàòîðíè çàäà÷è èëè çàäà÷è îò

ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå, êàêòî å èçâåñòíî, ñà îò òàêà íàðå÷åíèòå NP ïúëíè [31, 33]
è çàòîâà ñëîæíîñòòà íà ïðèëàãàíèòå îò íàñ àëãîðèòìè íÿìà äà å îáåêò íà äèñêóñèÿ
â òàçè äèñåðòàöèÿ.

Âñè÷êè èç÷èñëåíèÿ è àëãîðèòìè, íàïðàâåíè çà öåëèòå íà íàñòîÿùèÿ òðóä, ñà ðåà-
ëèçèðàíè íà Maple. Àêòóàëíèòå ðåçóëòàòè ñå ïîääúðæàò è ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè
íà ñëåäíèÿ àäðåñ [59], à êîäúò íà àëãîðèòìèòå ìîæå äà áúäå ïðåäîñòàâåí ïðè ïîèñ-
êâàíå.
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Íàó÷íè ïðèíîñè

Ïî ïðåöåíêà íà àâòîðà îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà ñëåäíèòå:

1. Ðàçðàáîòåí å è å ïðèëîæåí àëãîðèòúì (Àëãîðèòúì 1) çà ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñ-
òâîòî îò ñïåêòðè P (n,M, τ) îòíîñíî âúòðåøíè òî÷êè íà äâîè÷åí îðòîãîíàëåí
(n,M, τ) ìàñèâ;

2. Ðàçðàáîòåí å è å ïðèëîæåí àëãîðèòúì (Àëãîðèòúì 2 - îñíîâåí àëãîðèòúì)
çà ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè W (n,M, τ) íà äâîè÷åí îðòîãîíàëåí
(n,M, τ) ìàñèâ;

3. Ðàçðàáîòåí å è å ïðèëîæåí àëãîðèòúì (Àëãîðèòúì 3 - îáîáùåí àëãîðèòúì)
çà ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè W (n,M, τ) íà äâîè÷åí îðòîãîíàëåí
(n,M, τ) ìàñèâ ÷ðåç ïðåìàõâàíå íà äâà ñòúëáà;

4. Íàìåðåíà å òî÷íà ñòîéíîñò íà ìèíèìàëíèÿ âúçìîæåí èíäåêñ íà äâîè÷åí îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ çà ñëåäíèòå ïàðàìåòðè

Λ(9, 4, 2) = Λ(10, 4, 2) = Λ(11, 4, 2) = Λ(12, 4, 2) = 8 è

Λ(10, 5, 2) = Λ(11, 5, 2) = Λ(12, 5, 2) = Λ(13, 5, 2) = 8;

5. Ðàçðàáîòåí å è å ïðèëîæåí àëãîðèòúì (Àëãîðèòúì 5 - îñíîâåí àëãîðèòúì)
çà ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè W (n,M, τ) íà òðîè÷åí îðòîãîíàëåí
(n,M, τ) ìàñèâ;

6. Ðàçðàáîòåí å è å ïðèëîæåí àëãîðèòúì (Àëãîðèòúì 6) çà ðåäóöèðàíå íà ìíî-
æåñòâîòî îò ñïåêòðè P (n,M, τ) îòíîñíî âúòðåøíè òî÷êè íà (n,M, τ) òðîè÷åí
îðòîãîíàëåí ìàñèâ;

7. Ïîäîáðåíà å äîëíàòà ãðàíèöà çà ìèíèìàëíèÿ âúçìîæåí èíäåêñ íà (17, 108, 3, 3)
îðòîãîíàëåí ìàñèâ ò.å. äîêàçàíî å, ÷å Λ(17, 3, 3) ≥ 5;

8. Ðàçðàáîòåí å è å ïðèëîæåí àëãîðèòúì (Àëãîðèòúì 7) çà ïðåñìÿòàíå ãðàíèöèòå
çà åíåðãèèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ïðè ôèêñèðàí ïîòåíöèàë;

9. Íàìåðåíà íè ñà ñëåäíèòå êîìáèíàòîðíè ãðàíèöè çà ñòîéíîñòòà íà åíåðãèÿòà íà
(n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ

Mp ≤ L(n,M, τ ;h) ≤ U(n,M, τ ;h) ≤MP.
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Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå

Ðåçóëòàòèòå, êîèòî ñà îïèñàíè â íàñòîÿùèÿ òðóä, ñà ïóáëèêóâàíè â ñëåäíèòå 6 ñòàòèè:

[16] Boyvalenkov P., Kulina H., Marinova T., Stoyanova M., Nonexistence of binary
orthogonal arrays via their distance distributions, Problems of Information Transmission,
Vol. 51(4), pages: 326�334 (2015), (Original Russian Text Published in Problemy Peredachi
Informatsii, Vol. 51(4), pages: 23�31 (2015), ISSN: 0555-2923), Print ISSN: 0032-9460,
Online ISSN: 1608-3253, https://doi.org/10.1134/S003294601504002X, Ref Web of Science,
Impact Factor: 0.632 (2015), Web of Science Quartile: Q3 (2015).

[18] Peter Boyvalenkov, Tanya Marinova, Maya Stoyanova, Mila Sukalinska, Distance
distributions and energy of designs in Hamming spaces, Serdica Journal of Computing,
Vol. 9, No. 2, pages: 139�150 (2015), ISSN: 1314-7897 (Online), ISSN: 1312-6555 (Print),
Ref zbMATH (Zbl 1387.94112).

[17] Peter Boyvalenkov, Tanya Marinova, Maya Stoyanova, Nonexistence of a few
binary orthogonal arrays, Discrete Applied Mathematics, Vol. 217(2), pages: 144�150
(2017), ISSN: 0166-218X, https://doi.org/10.1016/j.dam.2016.07.023, Ref Web of Science,
Impact Factor: 0.932 (2017), Web of Science Quartile: Q3 (2017).

[43] Tanya Marinova, Maya Stoyanova, Nonexistence of (9, 112, 4) and (10, 224, 5)
binary orthogonal arrays, Electronic Notes in Discrete Mathematics (containing the Pro-
ceedings of ACCT XV), Vol. 57, pages: 153-159 (March 2017), ISSN: 1571-0653, Ref
Scopus, SJR: 0.262 (2017), SNIP 0.401 (2017), http://doi.org/10.1016/j.endm.2017.02.026.

[7] Boumova S., Marinova T., Ramaj T., Stoyanova M., Nonexistence of (17, 108, 3)
ternary orthogonal array, Ann. So�a Univ., Fac. Math and Inf., Vol. 106, pages: 117-126
(2019), Ref MathSciNet (MR4125835).

[6] Boumova S., Marinova T., Stoyanova M., On ternary orthogonal arrays, Proceedings
Sixteenth International Workshop on Algebraic and Combinatorial Coding Theory, ACCT
XVI, September 2-9, 2018, Svetlogorsk (Kaliningrad region), Russia, pages: 102-105 (2018).

Ðåçóëòàòèòå îò ïóáëèêàöèè [17] è [43] ñà àíîíñèðàíè íà Fifteenth International
Workshop on Algebraic and Combinatorial Coding Theory, ACCT�15, June 18-24, 2016,
Albena, Bulgaria.

Äâå îò ïóáëèêàöèèòå ñà ñ èìïàêò ôàêòîð ([16],[17]), åäíà å ñ SJR ([43]), à äâå ñà
ðåôåðèðàíè â íàó÷íèòå áàçè îò äàííè ZbMàth è MathSciNet ([18], [7]).

Ïóáëèêàöèèòå ñà öèòèðàíè 12 ïúòè, êàòî 10 îò òåçè öèòàòè ñà â Web of Science
èëè Scopus, ò.å. â ðåôåðèðàíè è èíäåêñèðàíè èçäàíèÿ.

Âúâ âñè÷êè ïóáëèêàöèè ñúàâòîð å ìîÿò íàó÷åí ðúêîâîäèòåë - äîö. ä-ð Ìàÿ Ñòîÿ-
íîâà. Â ïóáëèêàöèè [16], [17] è [18] ñúàâòîð å ñúùî è ïðîô. äìí Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ.
Ñúñ ñúàâòîð äîö. ä-ð Ñèëâèÿ Áóìîâà ñà ñòàòèèòå [6] è [7], êàòî â ïîñëåäíàòà ñúàâòîð
å ñúùî òàêà äîêòîðàíò Òåäèñ Ðàìàé. Ðàáîòàòà ïî ñòàòèèòå [16] å â ñúàâòîðñòâî è ñ
äîö. ä-ð Õðèñòèíà Êóëèíà, à â [18] ñúàâòîð å è Ìèëà Ñóêàëèíñêà.
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Ðåçóëòàòèòå â íàñòîÿùèÿ òðóä ñà äîêëàäâàíè (îò ìåí) íà ñëåäíèòå íàöèîíàëíè è
ìåæäóíàðîäíè ôîðóìè:

• Þáèëåéíà êîíôåðåíöèÿ 125 ãîäèíè ìàòåìàòèêà è ïðèðîäíè íàóêè â ÑÓ �Ñâ.
Êëèìåíò Îõðèäñêè�, Ñîôèÿ, Äåêåìâðè 2014,

• Íàöèîíàëåí ñåìèíàð ïî òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî �Ïðîô. Ñòåôàí Äîäóíåêîâ�, Âå-
ëèêî Òúðíîâî, Íîåìâðè 2014,

• Íàöèîíàëåí ñåìèíàð ïî òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî �Ïðîô. Ñòåôàí Äîäóíåêîâ�, ×èô-
ëèê, Íîåìâðè 2015,

• Ïðîëåòíà íàó÷íà ñåñèÿ íà ÔÌÈ-ÑÓ, Ñåêöèÿ �Àëãåáðà, Ãåîìåòðèÿ è Òîïîëîãèÿ�,
Ñîôèÿ, Ìàðò 2015,

• Ïðîëåòíà íàó÷íà ñåñèÿ íà ÔÌÈ-ÑÓ, Ñåêöèÿ �Àëãåáðà, Ãåîìåòðèÿ è Òîïîëîãèÿ�,
Ñîôèÿ, Ìàðò 2016,

• Ñåìèíàð êúì ñåêöèÿ Ìàòåìàòè÷åñêè îñíîâè íà èíôîðìàòèêàòà íà ÈÌÈ-ÁÀÍ,
Ñîôèÿ, Äåêåìâðè 2015,

• 15òà Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ ïî Àëãåáðè÷íà è êîìáèíàòîðíà òåîðèÿ íà
êîäèðàíåòî, Àëáåíà, Þíè 2016,

• Íàöèîíàëåí ñåìèíàð ïî òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî �Ïðîô. Ñòåôàí Äîäóíåêîâ�, ×èô-
ëèê, Íîåìâðè 2019.

Áëàãîäàðíîñòè

Áèõ èñêàëà äà èçêàæà ãîëÿìàòà ñè áëàãîäàðíîñò êúì íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë
äîö. ä-ð Ìàÿ Ñòîÿíîâà çà öåííèòå ñúâåòè, íàïúòñòâèÿòà è oêàçàíàòà ïîäêðåïà. Áëà-
ãîäàðÿ íà ïðîô. äìí Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ çà äîâåðèåòî, êîåòî ìè îêàçà è çà èäåèòå
è çíàíèÿòà, êîèòî óñïÿ äà ìè ïðåäàäå. Áëàãîäàðíà ñúì íà âñåêè åäèí ìîé ñúàâòîð
- äîö. ä-ð Ñèëâèÿ Áóìîâà, äîö. ä-ð Õðèñòèíà Êóëèíà, Ìèëà Ñóêàëèíñêà è Òåäèñ
Ðàìàé, çà ðàçëè÷íèòå ãëåäíè òî÷êè è ÷óäåñíàòà ðàáîòà â åêèï.

Áëàãîäàðÿ íà âñè÷êè êîëåãè îò êàòåäðà Àëãåáðà çà âÿðàòà â ìåí è îêóðàæèòåë-
íèòå äóìè, êîèòî ïîëó÷àâàõ îò òÿõ.

Íå íà ïîñëåäíî ìÿñòî èñêàì äà áëàãîäàðÿ íà ìîÿ ñúïðóã çà áåçðåçåðâíàòà ïîä-
êðåïà, êîÿòî ìè îêàçâàøå âúâ âñåêè åäèí ìîìåíò, çà ãðèæèòå çà äåöàòà íè, äîêàòî
ïèøåõ òàçè äèñåðòàöèÿ, è çà ôàêòà, ÷å âèíàãè å áèë ìîå âäúõíîâåíèå è îïîðà.
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Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò íà ðåçóëòàòèòå

Äåêëàðèðàì, ÷å íàñòîÿùèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä ñúäúðæà îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè,
ïîëó÷åíè ïðè ïðîâåäåíè îò ìåí íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ (ñ ïîäêðåïàòà è ñúäåéñòâèåòî íà
íàó÷íèÿ ìè ðúêîâîäèòåë è âñè÷êèòå ìè ñúàâòîðè). Ðåçóëòàòèòå, êîèòî ñà ïîëó÷åíè,
îïèñàíè è/èëè ïóáëèêóâàíè îò äðóãè ó÷åíè, ñà íàäëåæíî è ïîäðîáíî öèòèðàíè â
áèáëèîãðàôèÿòà.

Íàñòîÿùàòà ðàáîòà íå å ïðèëàãàíà çà ïðèäîáèâàíå íà îáðàçîâàòåëíà è íàó÷íà
ñòåïåí �Äîêòîð� â äðóãî âèñøå ó÷èëèùå, óíèâåðñèòåò èëè íàó÷åí èíñòèòóò.

Ïîäïèñ:



Ãëàâà 1

Îðòîãîíàëíè ìàñèâè â

ïîëèíîìèàëíîòî ìåòðè÷íî

ïðîñòðàíñòâî H(n, q)

Â ïúðâà ãëàâà ñà âúâåäåíè îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ è èçâåñòíè ôàêòè, êîèòî ñå èçïîë-
çâàò â íàñòîÿùèÿ òðóä. Ðàçãëåäàíî å Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî êàòî ïîëèíîìèàëíî
ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Â ïàðàãðàô 1.2 å ïðåäñòàâåíî ïîíÿòèåòî îðòîãîíàëåí ìàñèâ.
Ðàçãëåäàíè ñà îñíîâíèòå õàðàêòåðèñòèêè íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè. Ïðåäñòàâåíè ñà
èçâåñòíèòå ñâîéñòâà íà ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ îòíîñíî ôèêñèðàíà òî÷êà
îò Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî, êîèòî ñà îñíîâåí îáåêò íà íàøèòå èçñëåäâàíèÿ. Â
Ïàðàãðàô 1.3 ñà ôîðìóëèðàíè èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè çà åäíà îò îñíîâíèòå çàäà÷è,
ðàçãëåæäàíà îò íàñ â íàñòîÿùàòà ðàáîòà, êîèòî ñà îòïðàâíà òî÷êà ïðè èçñëåäâàíå-
òî íà ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè. Â ïîñëåäíèÿ ïàðàãðàô å äàäåí ìåòîä çà
íàìèðàíå íà âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ è ñà äîêàçàíè
âàæíè ñâîéñòâà íà àíàëèçèðàíîòî ìíîæåñòâî îò âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà
äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

1.1 Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî H(n, q)

Íåêà Q å ôèêñèðàíà àçáóêà (ïîëå) ñ q åëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñò n íàðè÷àìå âåêòîðíî-
òî ïðîñòðàíñòâî îò âñè÷êè íàðåäåíè n-îðêè íàä àçáóêàòà Q. Ùå ãî îçíà÷àâàìå ñ
H(n, q), à íåãîâèòå åëåìåíòè ùå íàðè÷àìå òî÷êè (äóìè). Ðàçñòîÿíèå íà Õåìèíã
ìåæäó äâå òî÷êè x è y â H(n, q) îïðåäåëÿìå ñ ôóíêöèÿòà:

d :

{
H(n, q)×H(n, q) → N

(x, y) → d(x, y),

êúäåòî

d(x, y) = |{ i | xi 6= yi, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), xi, yi ∈ Q }|.
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14 ÃËÀÂÀ 1. ÎÐÒÎÃÎÍÀËÍÈ ÌÀÑÈÂÈ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎÒÎ H(n, q)

Ñ äðóãè äóìè ðàçñòîÿíèåòî d(x, y) ìåæäó äâå äóìè x è y å ðàâíî íà áðîÿ íà êîîð-
äèíàòèòå, â êîèòî äóìèòå ñå ðàçëè÷àâàò. Äèàìåòúð íà ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q)
îçíà÷àâàìå ñ D è îïðåäåëÿìå êàòî D = max{ d(x, y) | x, y ∈ H(n, q) }.

Òâúðäåíèå 1.1.2 Çà Õåìèíãîâîòî ðàçñòîÿíèå d(x, y) â ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q) ñà
â ñèëà ñëåäíèòå çàâèñèìîñòè:

1. d(x, y) ≥ 0 êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî êîãàòî x = y;

2. d(x, y) = d(y, x);

3. d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z),

êúäåòî x, y è z ñà òðè ïðîèçâîëíè òî÷êè îò H(n, q).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâèòå äâå óñëîâèÿ ñà äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò Äåôèíèöèÿ 1.1.1.
3.Íåêà x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), z = (z1, . . . , zn) ñà òðè òî÷êè îòH(n, q). Äà

ðàçãëåäàìå ðàçñòîÿíèåòî d(x, z) = |{i, xi 6= zi}|. Çà ôèêñèðàí åëåìåíò i ∈ {1, . . . , n} å
èçïúëíåíî, ÷å xi 6= zi òî÷íî êîãàòî ïîíå åäíîòî îò äâåòå å ðàçëè÷íî îò yi. Ôîðìàëíî
çàïèñàíî {i, xi 6= zi} ⊂ {i, xi 6= yi} ∪ {i, yi 6= zi}. Êàòî âçåìåì ïðåäâèä ðàâåíñòâîòî
çà ìîùíîñòòà íà îáåäèíåíèå íà äâå ìíîæåñòâà A è B: |A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩
B| ≤ |A| + |B| è äåôèíèöèÿòà çà ðàçñòîÿíèå íà Õåìèíã, òî ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å
d(x, z) ≤ |{i, xi 6= yi} ∪ {i, yi 6= zi}| ≤ |{i, xi 6= yi}| + |{i, yi 6= zi}| = d(x, y) + d(y, z), ñ
êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî. �

Äà îçíà÷èì íóëåâàòà äóìà íà ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q) ñ 0. Òîãàâà ðàçñòîÿíèåòî
d(x,0) çàäàâà áðîÿ íà íåíóëåâèòå ïîçèöèè â òî÷êàòà x ∈ H(n, q). Íàðè÷àìå òîâà
ðàçñòîÿíèå òåãëî íà òî÷êàòà x è ãî îçíà÷àâàìå ñ wt(x). Çà âñåêè äâå òî÷êè x, y ∈
H(n, q) å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

d(x, y) = wt(x) + wt(y)− 2wt(x ∗ y),

êúäåòî wt(x ∗ y) å áðîÿò íà åäíàêâèòå íåíóëåâè ïîçèöèè íà x è y.
Îò Òâúðäåíèå 1.1.2 ñëåäâà, ÷å Õåìèíãîâîòî ðàçñòîÿíèå d(x, y) çàäàâà ìåòðèêà â

H(n, q), ò.å. ìîæåì äà ãî ðàçãëåæäàìå êàòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Òîâà ïîçâîëÿâà
äà âúâåäåì ïîäõîäÿùî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â H(n, q) ïî ñëåäíîòî ïðàâèëî:

〈x, y〉 = 1− 2d(x, y)

n
,

ò.å. ïðåîáðàçóâàíåòî îò ðàçñòîÿíèÿ êúì ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ ùå áåëåæèì ñúñ
σ(d) = 1 − 2d

n
è íàðè÷àìå ñòàíäàðòíà ñóáñòèòóöèÿ. Ñòàíäàðòíàòà ñóáñòèòóöèÿ å îá-

ðàòèìà ôóíêöèÿ êàòî íåéíàòà îáðàòíà èçïîëçâàìå çà ïðåîáðàçóâàíå îò ñêàëàðíè
ïðîèçâåäåíèÿ êúì ðàçñòîÿíèÿ. Òÿ èìà ñëåäíèÿ âèä: σ−1(t) = n(1−t)

2
, ò.å. ïðåñìÿòàìå

ðàçñòîÿíèåòî êàòî

d(x, y) =
n(1− 〈x, y〉)

2
.

Òúé êàòî n-ìåðíîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî å êðàéíîìåðíî ñ qn åëåìåíòà, òî è
ðàçñòîÿíèÿòà â íåãî ñà êðàåí áðîé, ïî-òî÷íî âñè÷êè âúçìîæíè ðàçñòîÿíèÿ ìåæäó
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äâå äóìè îò ïðîñòðàíñòâîòî ïðîáÿãâàò ÷èñëàòà 0, 1, . . . , n. Îò òóê å ÿñíî, ÷å âñè÷êè
âúçìîæíîñòè çà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñúùî ñà êðàåí áðîé è òå ñà èìåííî 1, 1 −
2
n
, . . . , 1− 2n−2

n
,−1.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3 Åäíî ïîëèíîìèàëíî ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâîM ñå íàðè÷à àí-
òèïîäàëíî, àêî çà âñÿêà òî÷êà x ∈ M ñúùåñòâóâà òî÷êà x̄ ∈ M, òàêàâà ÷å
σ(d(x, y)) + σ(d(x̄, y)) = 0.

Îò äåôèíèöèÿòà ñå âèæäà, ÷å â åäíî àíòèïîäàëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî çà âñÿêà
òî÷êà x ∈M ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà òî÷êà x̄ ∈M ñúñ ñâîéñòâîòî x+ x̄ = D. Çàòîâà
÷åñòî ñå îçíà÷àâà è ñ (−x) è ñå íàðè÷à äèàìåòðàëíî ïðîòèâîïîëîæíà (äîïúëíèòåëíà)
íà òî÷êàòà x.

Ïðèìåð çà àíòèïîäàëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñò-
ðàíñòâî H(n, 2). Çà ðàçëèêà îò íåãî òðîè÷íîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî H(n, 3) íå
ïðèòåæàâà òîâà ñâîéñòâî è òî íå å àíòèïîäàëíî.

Òåîðåìà 1.1.4 [39] Çà êîìïàêòíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî H(n, q) ñ ôèêñèðàíà

ñòàíäàðòíà ñóáñòèòóöèÿ σ(d) ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà ñèñòåìà Q = {Q(n)
i (t)}ni=0

îò îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè â [−1, 1] îò ñòåïåí i è åäèíñòâåíà ñèñòåìà îò ïîëîæè-
òåëíè êîíñòàíòè ri, óäîâëåòâîðÿâàùè ñëåäíîòî ïúðâî îðòîãîíàëíî ñúîòíîøåíèå:

ri
∑
x,y∈C

Q
(n)
i (t)Q

(n)
j (t) = δi,j,

êúäåòî δi,j å ñèìâîëúò íà Êðîíåêåð. Ïîëèíîìèòå ñà íîðìàëèçèðàíè ÷ðåç Q
(n)
i (1) = 1

çà i = 0, 1, . . . , n. Îðòîãîíàëíèòå ïîëèíîìè Q
(n)
i (t) çà i = 0, 1, . . . , n ñå íàðè÷àò

çîíàëíè (ñôåðè÷íè) ïîëèíîìè íà ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäè äà äàäåì â ÿâåí âèä çîíàëíèòå ïîëèíîìè íà Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî
H(n, q) òðÿáâà äà âúâåäåì ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê. Ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê ñà âú-
âåäåíè ïðåç 1929 ãîäèíà è ïðåç ãîäèíèòå ñà áèëè ïðåäìåò íà èçñëåäâàíå îò ðåäèöà
ó÷åíè [37], [41], [1], [55], [44]. Òîâà ñà ïîëèíîìè, êîèòî çà ôèêñèðàíè åëåìåíòè n è q,
çà i = 0, 1, 2, . . . èìàò ñëåäíèÿ âèä:

K
(n)
i (t) =

i∑
j=0

(−1)j
(
t

i

)(
n− t
i− j

)
(q − 1)i−j.

Ùå äàäåì íÿêîè ñïåöèàëíè ñòîéíîñòè íà òåçè ïîëèíîìè. Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðà-
âåíñòâà

K
(n)
i (0) = (q − 1)i

(
n

i

)
,

K
(n)
i (n) = (−1)i

(
n

i

)
,

çà âñÿêî i = 0, 1, . . . , n.
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Ëåñíî ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å çà âñÿêî i = 0, 1, . . . , n + 1 ñà â ñèëà è ñëåäíèòå
ðàâåíñòâà çà ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê:

K
(n)
i (−1) =

i∑
j=0

(q − 1)j
(
n+ 1

j

)
,

K
(n)
i (n+ 1) = (−1)i

i∑
j=0

(q − 1)i−j
(
n+ 1

j

)
.

Çà âñÿêî ÷èñëî t = 0, 1, . . . , n ñòîéíîñòòà íà Kn
n(t) ìîæå äà áúäå ïðåñìåòíàòà ïî

ôîðìóëàòà
K(n)
n (t) = (−1)d(q − 1)n−t,

äîêàòî ïðè t = n+ 1 ïðèäîáèâà âèäà

K(n)
n (n+ 1) = (−1)n

(q − 1)n+1 − 1

q − 1
.

Çà ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê å èçâåñòíî îùå, ÷å óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíàòà òðè÷ëåííà
ðåêóðåíòíà çàâèñèìîñò

(i+ 1)K
(n)
i+1(t) = [i+ (q − 1)(n− i)− qt]K(n)

i (t)− (q − 1)(n− i+ 1)K
(n)
i−1(t),

êúäåòî
K

(n)
0 (t) = 1, K

(n)
1 (t) = n(q − 1)− qt.

ßñíî å, ÷å ïîëèíîìúò K
(n)
i (t) å îò ñòåïåí i, ñúñ ñòàðøè êîåôèöèåíò (−q)i

i!
.

Â ñèëà å è ñëåäíàòà çàâèñèìîñò ìåæäó äâîéêè ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê:

n∑
k=0

(
n

k

)
(q − 1)kK

(n)
i (k)K

(n)
j (k) = δijq

n−1(q − 1)i
(
n

i

)
.

Áëàãîäàðåíèå íà íåÿ áåç çàòðóäíåíèÿ ìîæå äà ñå èçâåäå è ñëåäíîòî âòîðî îðòîãîíàëíî
ñúîòíîøåíèå

n∑
k=0

K
(n)
i (k)K

(n)
k (j) = δi,jq

n.

Çà äà äàäåì ÿâåí âèä íà çîíàëíèòå ñôåðè÷íè ôóíêöèè íà Õåìèíãîâîòî ïðîñò-
ðàíñòâî H(n, q), òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê ñëåä ïðèëàãàíå íà

ñòàíäàðòíàòà ñóáñòèòóöèÿ. Ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà ïîëèíîìè Q
(n)
i çà i = 0, . . . , n ñå íà-

ðè÷àò Íîðìàëèçèðàíè ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê [55] è èìàò âèäà:

Q
(n)
i (t) =

1

ri
K

(n)
i

(
n(1− t)

2

)
,

êúäåòî êîíñòàíòèòå ri =
(
n
i

)
(q − 1)i, çà âñÿêî i = 0, 1, . . . , n.
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Íàïðèìåð, â äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, 2) ïúðâèòå íÿêîëêî íîðìà-
ëèçèðàíè ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê ñà:

Q
(n)
0 (t) = 1, Q

(n)
1 (t) = t, Q

(n)
2 (t) =

nt2 − 1

n− 1
, Q

(n)
3 (t) =

n2t3 + (2− 3n)t

(n− 1)(n− 2)
, . . . ,

äîêàòî ñúîòâåòíèòå íîðìàëèçèðàíè ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê â òðîè÷íîòî Õåìèíãîâî
ïðîñòðàíñòâî H(n, 3) èìàò âèäà:

Q
(n)
0 (t) = 1, Q

(n)
1 (t) =

3t+ 1

4
, Q

(n)
2 (t) =

9nt2 + 6nt+ n− 6t− 10

16(n− 1)
,

Q
(n)
3 (t) =

27n2t3 + 27n2t2 + 9n2t− 54nt2 + n2 − 108nt− 30n+ 72t+ 56

64(n− 1)(n− 2)
, . . .

Ïî-äîëó ñà îïèñàíè íÿêîè èçâåñòíè ñâîéñòâà íà íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíîìè íà
Êðàâ÷óê [34, 38].

Òâúðäåíèå 1.1.5 [38] Âñåêè ïîëèíîì Q
(n)
i (t), 1 ≤ i < n+ 1 å ïîëèíîì îò ñòåïåí i,

êîéòî èìà i ðàçëè÷íè êîðåíà â èíòåðâàëà [−1, 1]. Íåêà äà îçíà÷èì òåçè êîðåíè â
íàðàñòâàù ðåä zi,j çà j = 1, . . . , i. Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíàòà ðåäèöà îò íåðàâåíñòâà:

−1 < zi,1 < zi,2 < . . . < zi,i < 1.

Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å â äâîè÷íèÿ ñëó÷àé, ò.å. ïðè q = 2 ïîëèíîìèòå Q
(n)
i (t) ñà ÷åò-

íè è íå÷åòíè ôóíêöèè ñúîòâåòíî çà ÷åòíî è íå÷åòíî i. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å íîðìàëèçè-
ðàíèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê â òîçè ñëó÷àé èìàò ñâîéñòâîòî Q

(n)
i (t) = (−1)iQ

(n)
i (−t)

çà âñÿêî i è t.
Çà êîðåíèòå íàQ

(n)
i (t) èQ

(n)
j (t) ñà â ñèëà ñëåäíèòå âàæíè çàêîíîìåðíîñòè, îïèñàíè

â ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 1.1.6 [38] Çà âñåêè äâå ôèêñèðàíè ÷èñëà i è j, àêî 1 ≤ j ≤ i < D ñà
èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà zi+1,j < zi,j < zi+1,j+1.

Âàæíà ðîëÿ â íàìèðàíåòî íà ãðàíèöèòå íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå èãðàå ñúùî
òàêà è ÿäðîòî íà ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê. Òîâà å ñèìåòðè÷íà ôóíêöèÿ íà äâå ðåàëíè
ïðîìåíëèâè x, y, êîÿòî îçíà÷àâàìå ñ Tk(x, y), çà 0 ≤ k < n. Òÿ èìà âèäà

Tk(x, y) =
k∑
i=0

riQ
(n)
i (x)Q

(n)
i (y).

Äðóãè âàæíè ñåðèè îò ïîëèíîìè, ñâúðçàíè ñ ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê, ñà òàêà
íàðå÷åíèòå ïðèñúåäèíåíè ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7 Çà âñåêè äâå öåëè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà a è b ñèñòåìàòà îò
îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè {Qa,b

i (t)}Ni=0 ñå íàðè÷à ïðèñúåäèíåíà íà îñíîâíàòà ñèñòåìà

{Q(n)
i (t)}Ni=0.
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Ïî-òî÷íî:

Q0,0
k (t) = Q

(n)
k (t), Q0,1

k (t) =
Kn−1
k (d)(

n−1
k

)
(q − 1)k

,

Q1,0
k (t) =

Kn−1
k (d− 1)

k∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i

, Q1,1
k (t) =

Kn−2
k (d− 1)

k∑
i=0

(
n− 1

i

)
(q − 1)i

Ñåðèèòå îò ïðèñúåäèíåíè îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè ñúùî ñà íîðìàëèçèðàíè, ò.å.
Qa,b
i (1) = 1. Ëåñíî ìîæå äà ñå âèäè, ÷å Qa,b

0 (t) = 1, ra,b0 = 1, Q0,0
i (t) = Q

(n)
i (t), r0,0i = ri.

Íà ïðèñúåäèíåíèòå ïîëèíîìè Qa,b
i (t) çà a è b ∈ {0, 1} ñúùî ñå ñúïîñòàâÿò ÿäðà

T a,bk (x, y) =
k∑
i=0

ra,bi Qa,b
i (x)Qa,b

i (y),

êúäåòî ra,bi ñà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíè êîíñòàíòè (âèæ [38]). Â ÷àñòíîñò, çà ñëó÷àèòå
a = 1, b = 0 è a = b = 1 ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

r1,0j =

(∑j
u=0 ru

)2
(
n−1
j

)
(q − 1)j

, j = 0, 1, . . . , n− 1,

r1,1j =

(∑j
u=0

(
n−1
u

)
(q − 1)u

)2
(
n−2
j

)
(q − 1)j

, j = 0, 1, . . . , n− 2.

Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å

Qa,b+1
i (t) =

T a,bi (t,−1)

T a,bi (1,−1)
, Qa+1,b

i (t) =
T a,bi (t, 1)

T a,bi (1, 1)
.

Çà âñÿêî åñòåñòâåíî i íàé-ãîëåìèÿ êîðåí íà ïîëèíîìà Qa,b
i (t) ùå îçíà÷àâàìå ñ

za,bi , a, b ∈ {0, 1}. Çà êîðåíèòå íà ïðèñúåäèíåíèòå ïîëèíîìè Qa,b
i (t) èìàìå èçïúëíåíî

ñëåäíîòî òâúðäåíèå

Òâúðäåíèå 1.1.8 [38] Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî 1 ≤ i < N ñà èçïúëíåíè íåðàâåí-
ñòâàòà

z1,1i−1 < z1,0i < z1,1i < z0,1i ,

êàòî z1,10 = −1 ïî äåôèíèöèÿ.

Çà âñåêè ïîëèíîì f(x) ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè îò ñòåïåí k å íàëèöå ñëåäíîòî åä-
íîçíà÷íî ðàçëàãàíå ïî íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê

f(x) =
k∑
i=0

fiQi(x).
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Çà âñÿêî ôèêñèðàíî k ùå îçíà÷àâàìå ñ bk êîåôèöèåíòà f0 = f0,k â ãîðíîòî ðàçâèòèå
çà ïîëèíîìà tk. Âúâ âòîðà ãëàâà å ïðåäñòàâåí ÿâåí âèä íà òåçè êîåôèöèåíòè ïðè q = 2,
ò.å. â äâîè÷íèÿ ñëó÷àé.

Àêî ðàçãëåäàìå âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî îò êîìïëåêñíîçíà÷íè ôóíêöèè u(x) ñ
âåêòîðíè ïðîìåíëèâè x ∈ H(n, q) è ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, äåôèíèðàíî ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

〈u, v〉 =
1

qn

∑
x∈H(n,q)

u(x)v(x)

è ñëåä ïðèëàãàíåòî íà íÿêîè èçâåñòíè ôàêòè îò àëãåáðàòà å ïîêàçàíî, ÷å å â ñèëà
ñëåäíàòà âàæíà òåîðåìà, êîÿòî íè äàâà ñèëåí àïàðàò çà èçñëåäâàíå íà ïîäìíîæåñò-
âàòà íà ïîëèíîìèàëíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî H(n, q).

Òåîðåìà 1.1.9 [21, 23, 38] Íåêà C å íåïðàçíî ìóëòèìíîæåñòâî, C ⊂ H(n, q). Çà

âñåêè ïîëèíîì f(t) =
k∑
i=0

fiQ
(n)
i (t) å â ñèëà ñëåäíîòî îñíîâíî ðàâåíñòâî:

|C|f(1) =
∑

x,y∈C,x6=y

f(〈x, y〉) = |C|2f0 +
k∑
i=1

fi
ri

ri∑
j=1

|
∑
x∈C

υi,j(x)|2.

Îïðåäåëåíèå 1.1.10 Íåêà C å íåïðàçíî ìóëòèìíîæåñòâî, C ⊂ H(n, q). C ñå íà-
ðè÷à τ -äèçàéí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî∑

x∈C

υi,j(x) = 0,

çà âñÿêî j = 1, 2, .., ri è çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , τ . Ìàêñèìàëíîòî öÿëî íåîòðèöàòåëíî
÷èñëî τ , çà êîåòî C å τ -äèçàéí, ñå íàðè÷à ñèëà íà äèçàéíà.

Òåîðåìà 1.1.11 [40] Íåêà C å íåïðàçíî ìóëòèìíîæåñòâî, C ⊂ H(n, q). C å τ -
äèçàéí, àêî çà âñåêè ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè f(t) îò ñòåïåí k, íåíàäìèíà-
âàùà τ , è çà âñÿêà òî÷êà y ∈ H(n, q) å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∑

x∈C

f(〈x, y〉) = f0|C|,

êúäåòî f0 å ïúðâèÿò êîåôèöèåíò â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà f(t) ïî íîðìàëèçèðà-

íèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê, ò.å. f(t) =
n∑
i=0

fiQ
(n)
i (t), à 〈x, y〉 = 1− 2d(x,y)

n
.

Òàçè òåîðåìà ïîíÿêîãà ñå èçïîëçâà êàòî åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ íà τ -äèçàéíè â
Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî.
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1.2 Îðòîãîíàëíè ìàñèâè â H(n, q)

Îñíîâíîòî ïîíÿòèå, îáåêò íà èçñëåäâàíå â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä, å îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ. Òîâà å êîìáèíàòîðíà ñòðóêòóðà, åêâèâàëåíòíà íà τ -äèçàéíèòå. Ïðè-
ëàãàéêè èçâåñòíè ïîëèíîìèàëíè òåõíèêè âúðõó òåçè îðòîãîíàëíè ìàñèâè è èçïîëç-
âàéêè êîìáèíàòîðíèòå èì ñâîéñòâà, ùå ïîëó÷èì ðåäèöà îãðàíè÷åíèÿ âúðõó õàðàêòå-
ðèñòèêèòå íà òåçè ìàñèâè, êîèòî îò åäíà ñòðàíà ùå äîâåäàò äî ðåäèöà íîâè ðåçóëòàòè
çà íåñúùåñòâóâàíå íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñúñ çàäàäåíè ïàðàìåòðè, à îò äðóãà ùå
èçÿñíÿò ñòðóêòóðàòà íà ñúùåñòâóâàùè îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1 Íåêà Q å àçáóêà (ïîëå) ñ q åëåìåíòà, à C å ìàòðèöà ñ M ðåäà
è n ñòúëáà ñ åëåìåíòè îò Q. Ùå êàçâàìå, ÷å C å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ q íèâà, ñèëà
τ è èíäåêñ λ, êúäåòî 0 ≤ τ ≤ n, àêî âñÿêà M × τ ïîäìàòðèöà íà C ñúäúðæà âñè÷êè
τ -îðêè íàä Q òî÷íî λ ïúòè êàòî ðåäîâå. Òàêúâ îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ùå áåëåæèì
ñ (n,M, q, τ).

Äà îòáåëåæèì, ÷å ïàðàìåòúðúò λ ìîæå äà áúäå èçðàçåí ÷ðåç îñòàíàëèòå ïàðà-
ìåòðè íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Âñè÷êè âúçìîæíè τ -îðêè íàä àçáóêàòà Q ñ q
åëåìåíòà ñà òî÷íî qτ . Òúé êàòî âñÿêà τ -îðêà ñå ñðåùà òî÷íî λ ïúòè, òî å î÷åâèäíî,
÷å M = λqτ èëè ñ äðóãè äóìè λ = M/qτ . Òîâà å ïðè÷èíàòà èíäåêñúò λ äà ñå èçïóñêà
â îçíà÷åíèåòî (n,M, q, τ) íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè âñúùíîñò ñà íåïðàçíî êðàéíî ïîäìíîæåñòâî (êîä) íà Õå-
ìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî H(n, q), â êîåòî ñå äîïóñêà äà èìà ïîâòîðåíèÿ íà åëåìåíòè.

Â [22] Äåëñàðò çà ïðúâ ïúò ïîêàçâà, ÷å îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñà òî÷íî τ -äèçàéíèòå
â Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî. Òåçè ïîäìíîæåñòâà íà H(n, q) ñà îáåêò íà èçñëåäâàíå
íà ðåäèöà àâòîðè îò ðàçëè÷íè ïîäîáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà è êîìïþòúðíèòå íàóêè,
â ÷àñòíîñò ñå èçïîëçâàò â ñòàòèñòèêàòà, êðèïòîãðàôèÿòà, ïðè òåñòâàíå íà ñîôòóåðè
è äð. Òîâà å äîâåëî è äî ðàçëè÷íèòå èì íàèìåíîâàíèÿ. Íàïðèìåð, â [3] ãè íàðè÷àò
τ -íåçàâèñèìè ìíîæåñòâà. Îò òóê äî êðàÿ íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ùå èçïîëçâàìå
òåðìèíà îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q) å (n, qn, q, n) îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Ïðîèçâîëåí (n,M, q, τ)
îðòîãîíàëåí ìàñèâ ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî àïðîêñèìàöèÿ íà öÿëîòî Õåìèíãîâî
ïðîñòðàíñòâî H(n, q). Áëàãîäàðåíèå íà òîâà òåçè ñòðóêòóðè ìîãàò óñïåøíî äà áú-
äàò ïðèëàãàíè â ñòàòèñòèêàòà [48, 49, 56], êàêòî è â òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî [21] è â
êðèïòîãðàôèÿòà [30, 36, 57].

Âàæíà õàðàêòåðèñòèêà íà äàäåí (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ⊂ H(n, q) å
ñïåêòúðúò ìó, îòíîñíî ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ïðîñòðàíñòâîòî. Ñïåêòðèòå ùå ñà îñíîâåí
èíñòðóìåíò â èçñëåäâàíåòî íà ñòðóêòóðàòà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â íàñòîÿùèÿ
äèñåðòàöèîíåí òðóä.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2 Íà âñåêè (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ⊂ H(n, q) è ôèêñè-
ðàíà òî÷êà c ∈ H(n, q) ñúïîñòàâÿìå (n+ 1)-îðêàòà îò öåëè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà

W = W (c) = (w0(c), w1(c), . . . , wn(c)),

êúäåòî
wi(c) = |{x ∈ C|d(x, c) = i}|,
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çà i = 0, . . . , n. Ùå íàðè÷àìå W = W (c) ñïåêòúð íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C îòíîñíî
òî÷êàòà c (èëè ñïåêòúð íà òî÷êàòà c, àêî C ñå ïîäðàçáèðà).

Îïðåäåëåíèå 1.2.3 Íàðåäåíàòà (n+1)-îðêà îò ðàöèîíàëíè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà

W (C) =
1

|C|
∑
x∈C

W (x)

ñå íàðè÷à ñïåêòúð íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C.

Äåëñàðò [22, 21] âúâåæäà ñëåäíèòå ÷åòèðè âàæíè õàðàêòåðèñòèêè íà îðòîãîíàë-
íèòå ìàñèâè. Çà âñåêè îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ⊂ H(n, q) ùå îçíà÷àâàìå ìèíèìàëíîòî
ðàçñòîÿíèå ñ d(C), à ñ s(C) ùå áåëåæèì áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå íåíóëåâè ðàçñòîÿíèÿ â
íåãî. Îïðåäåëÿìå òåçè ïàðàìåòðè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

d(C) = min{ d(x, y) | x, y ∈ C, x 6= y },

s(C) = |{ d(x, y) | x, y ∈ C, x 6= y}|.
Ñúùî òàêà äà îçíà÷èì ñ δ(C) = 0, êîãàòî Wn = 0 è δ(C) = 1 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Àêî íå çíàåì äóìèòå â êîäà C, íî èìàìå èíôîðìàöèÿ çà ðàçëè÷íèòå ñïåêòðè
íà êîäà ñïðÿìî êîÿ äà å äóìà îò íåãî, òîãàâà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå d(C) ìîæå
äà ñå íàìåðè êàòî ìèíèìàëíèÿò èíäåêñ i, òàêúâ ÷å wj(c) = 0 çà âñÿêî 0 ≤ j < i
è ñúùåñòâóâà wi(c) > 0 çà íÿêîÿ äóìà c ∈ C. Ïàðàìåòúðúò s(C) ìîæå äà áúäå
îïðåäåëåí êàòî ïðåáðîèì âúçìîæíèòå íåíóëåâè êîîðäèíàòè â ñïåêòúðà W (C) íà
îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C.

Íåêà äà ïðèëîæèì òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ìàê Óëèàìñ [41] âúðõó ñïåêòúðà íà îðòî-
ãîíàëíèÿ ìàñèâ C, èçïîëçâàéêè ïîëèíîìèòå íà Kðàâ÷óê. Ïî òîçè íà÷èí çà 0 ≤ k ≤ n
ïîëó÷àâàìå íîâà (n+ 1)-îðêà W ′(C) = (w′0, w

′
1, . . . , w

′
n), êúäåòî

w′k =
1

|C|

n∑
i=0

wiK
n
k (i).

Ìèíèìàëíèÿò èíäåêñ i, òàêúâ ÷å w′j = 0 çà âñÿêî 0 ≤ j < i è wi(c) > 0 îçíà÷àâàìå
ñ d′(C) è íàðè÷àìå äóàëíî ðàçñòîÿíèå. Ñ s′ áåëåæèì áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå íåíóëåâè
êîîðäèíàòè íà W ′(C) è ãî íàðè÷àìå âúíøíî ðàçñòîÿíèå. Àíàëîãè÷íî, âúâåæäàìå
δ′(C) = 0, êîãàòî W ′(C)n = 0 è δ′(C) = 1 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Êîãàòî q å ñòåïåí íà ïðîñòî ÷èñëî, Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî H(n, q) = F n
q ìîæå

äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä êðàéíîòî ïîëå Fq. Â òîçè ñëó÷àé
îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ C å ëèíååí êîä, çà êîéòî d′(C) ñúâïàäà ñ äóàëíîòî ðàçñòîÿíèå
d′(C) = d(C ′) íà äóàëíèÿ êîä C ′. Òîãàâà ìîæåì äà ïðåñìåòíåì è s′(C) êàòî ìèíè-
ìàëíèÿò áðîé íà ðàçëè÷íèòå ðàçñòîÿíèÿ â äóàëíèÿ êîä íà åäèí ëèíååí êîä C. Äà
îòáåëåæèì, ÷å äóàëíèÿò êîä íà C èìà âèäà

C⊥ = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ F n
q | 〈x, y〉 = 0 ∀y ∈ C)}.

Êàêòî å äîêàçàíî â [21] è [22] çà âñåêè ëèíååí êîä C ⊂ H(n, q) å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî τ = d′(C)− 1.
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Çà äà èçñëåäâàìå ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè, å íåîáõîäèìî äà çíàåì
îñâåí òåõíèòå îñíîâíè ïàðàìåòðè, ñúùî òàêà è òåõíèòå íàé-âàæíè ñâîéñòâà. Ïðåä-
ñòàâåíèòå ïî-äîëó ñâîéñòâà ñëåäâàò äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ
è ñà ïîäðîáíî îïèñàíè â [28].

1. Âñåêè îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñèëà τ è èíäåêñ λ å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñèëà
τ ′, êúäåòî 0 ≤ τ ′ < τ . Èíäåêñúò ñïðÿìî ñèëàòà τ ′ íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ ñå
èçðàçÿâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: λτ−τ

′
.

2. Íåêà C1, . . . , Ck ñà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,Mi, q, τi), i = 1, . . . , k.
Ìàòðèöàòà C, ÷èèòî ðåäîâå å ñúñòàâåíà îò âñè÷êè ðåäîâå â Ci çà âñÿêî i =
1, . . . , k, å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ), çà íÿêîå τ ≥ {τ1, . . . , τk}.
Áðîÿò íà ðåäîâåòå M å òî÷íî ñóìàòà M1 + . . . + Mk îò ðåäîâåòå íà îòäåëíèòå
ìàñèâè. Ñõåìàòè÷íî òàçè ñòðóêòóðà èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

C =


C1

C2
...
Ck

 .

3. Íåêà C1, . . . , Cq ñà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ). Ìàòðèöàòà C,
÷èèòî ðåäîâå å ñúñòàâåíà îò âñè÷êè ðåäîâå â Ci êàòî ïðåä âñåêè ðåä å äîáàâåí
åëåìåíòà i − 1 çà âñÿêî i = 1, . . . , q, å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n +
1, qM, q, τ). Ïî-äîëó å äàäåíà ñõåìàòà íà òàçè êîíñòðóêöèÿ.

C =


0 C1

1 C2
...

q − 1 Cq

 .
4. Ïðè âñÿêà ïåðìóòàöèÿ íà ðåäîâå èëè ñòúëáîâå â åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñå

ïîëó÷àâà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè.

5. Ïðè âñÿêà ïåðìóòàöèÿ íà åëåìåíòèòå {0, 1, . . . , q − 1} íà äàäåí ñòúëá íà îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ ñå ïîëó÷àâà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè.

6. Âñÿêà M × n′ ïîäìàòðèöà íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ (n,M, q, τ) å îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n′,M, q, τ ′), êúäåòî τ ′ = min{n′, τ}.

7. Àêî âçåìåì ðåäîâåòå íà åäèí (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ, êîèòî çàïî÷âàò
ñ ôèêñèðàí åëåìåíò (íàïðèìåð 0), è èçïóñíåì åëåìåíòèòå îò ïúðâèÿ ñòúëá,
îñòàâà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n − 1,M/q, q, τ − 1). Ïî-òî÷íî, íàëèöå
å ñëåäíàòà êîíñòðóêöèÿ:
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0
0
... (n− 1,M/q, q, τ − 1)
0
1
1
... (n− 1,M/q, q, τ − 1)
1
...

q - 1
q - 1
... (n− 1,M/q, q, τ − 1)

q - 1

8. Íåêà C å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúçìîæíè ðåäîâå íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ
A è çà âñÿêà âúçìîæíà äóìà c ∈ C äà îçíà÷èì ñ fc ÷åñòîòàòà, ñ êîÿòî äóìàòà
c ñå ñðåùà â ìàñèâà A. Äà îçíà÷èì ñ f ìàêñèìàëíàòà ÷åñòîòà fc çà âñÿêî c ∈
C. Òîãàâà îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ, êîéòî ñúäúðæà âñÿêà äóìà c ñ ÷åñòîòà f −
fc çà âñÿêî c ∈ C, ñå íàðè÷à òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåíî äîïúëíåíèå èëè ïðîñòî
äîïúëíåíèå íà A. Àêî A å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ), òîãàâà
äîïúëíåíèåòî ìó å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n, fqn −M, q, τ).

9. Íåêà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ C ñúäúðæà â ñåáå ñè äðóã îðòîãîíàëåí
ìàñèâ C1, êîéòî å ñ ïàðàìåòðè (n,M1, q, τ1). Òîãàâà ðàçëèêàòà ìåæäó äâàòà
ìàñèâà C2 ñúùî e îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúîòâåòíî ñ ïàðàìåòðè (n,M −M1, q, τ2),
êúäåòî τ2 ≥ min{τ, τ1}.

C =

[
C1

C2

]
Îò ìàòåìàòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà å âàæíî äà óìååì äà ðàçãðàíè÷àâàìå êîãà äâå

ñòðóêòóðè (êîíôèãóðàöèè) ñà èçîìîðôíè, ò.å. ñà åäíà è ñúùà ñòðóêòóðà ïî ñúùåñòâî
èëè ñå ðàçëè÷àâàò.

Îïðåäåëåíèå 1.2.4 Äâà îðòîãîíàëíè ìàñèâà ñå íàðè÷àò èçîìîðôíè, àêî ìîãàò äà
ñå ïîëó÷àò åäèí îò äðóã ïðè ïîñëåäîâàòåëíè ïåðìóòàöèè íà ðåäîâå, ñòúëáîâå èëè
åëåìåíòè îò àçáóêàòà Q âúâ ôèêñèðàíè ñòúëá îò ìàñèâèòå.

1.3 Ãðàíèöè âúðõó õàðàêòåðèñòèêèòå íà îðòîãîíàë-

íèòå ìàñèâè â H(n, q)

Â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä ùå ñå ôîêóñèðàìå âúðõó íÿêîè îò îñíîâíèòå
çàäà÷è â èçó÷àâàíåòî íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè. Åäèí îò îñíîâíèòå ïðîáëåìè â òåî-
ðèÿ íà êîäèðàíåòî å äà äà îïðåäåëÿò âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè çà ìîùíîñòòà (áðîÿò
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íà ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà) M íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C, ïðè ôèêñèðàíè àçáóêà Q,
ñèëà τ è áðîé íà ñòúëáîâåòå (ðàçìåðíîñò) n, ò.å. äà ñå îïðåäåëÿò îíåçè M , çà êîèòî
ñúùåñòâóâàò (n,M, q, τ) îðòîãîíàëíè ìàñèâè. Ïúðâàòà âàæíà çàäà÷à â òàçè íàñîêà å
ñëåäíàòà.

Çàäà÷à 1.3.1 Çà ôèêñèðàíè ñèëà τ , áðîé ñòúëáîâå n è åëåìåíòè â àçáóêàòà q äà
ñå íàìåðè ìèíèìàëíàòà âúçìîæíà ìîùíîñò M , çà êîÿòî ñúùåñòâóâà (n,M, q, τ)
îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q), ò.å. äà ñå îöåíè âåëè÷èíàòà

B(n, q, τ) = min{M = |C| : ñúùåñòâóâà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q)}.

Îò òúæäåñòâîòî M = λqτ ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ãîðíàòà çàäà÷à å åêâèâàëåíòíà
íà çàäà÷àòà çà íàìèðàíåòî íà ìèíèìàëåí èíäåêñ λ íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Çàäà÷à 1.3.2 Çà ôèêñèðàíè ñèëà τ , áðîé ñòúëáîâå n è åëåìåíòè â àçáóêàòà q äà ñå
íàìåðè ìèíèìàëíèÿò âúçìîæåí èíäåêñ λ, çà êîéòî ñúùåñòâóâà (n,M, q, τ) îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q), ò.å. äà ñå îöåíè âåëè÷èíàòà

Λ(n, τ, q) = min{λ = |C|/qτ : ñúùåñòâóâà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q)}.

Òåçè çàäà÷è âúëíóâàò ó÷åíèòå îò äåñåòèëåòèÿ. Ïîëó÷åíè ñà ðàçëè÷íè äîëíè ãðà-
íèöè çà âåëè÷èíàòà B(n, q, τ) íà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ [4, 5, 22, 24, 25, 35, 50].
Â òîçè ïàðàãðàô ñà ïðåäñòàâåíè íÿêîè îò òåçè ãðàíèöè. Ïúðâî ñà ðàçãëåäàíè ãðàíè-
öèòå íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå çà äèçàéíè â êðàéíîìåðíè ïîëèíîìèàëíè ìåòðè÷íè
ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 1.3.3 (Ãðàíèöà íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå çà êîäîâå [24]) Íåêà C ⊂ H(n, q)
å (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ çà τ ≥ 1 ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d. Íåêà s = σ(d) ∈
[−1, 1) è f(t) å ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè îò ñòåïåí k, çà êîéòî çà èçïúëíåíè
óñëîâèÿòà

1. f(t) ≤ 0 çà âñÿêî t ∈ [−1, s],

2. Êîåôèöèåíòèòå â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà f(t) ïî íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíî-

ìè íà Êðàâ÷óê f(t) =
k∑
i=1

fiQi(t) óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà f0 > 0, fi ≥ 0

çà i = 1, 2, . . . k.

Òîãàâà M = |C| ≤ f(1)/f0.

Ñëåäâàùàòà ãðàíèöà å ãîðíà ãðàíèöà çà ìîùíîñòòà íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ è
å èçâåñòíà ñúùî è êàòî ãðàíèöà íà Äåëñàðò.

Òåîðåìà 1.3.4 (Ãðàíèöà íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå çà äèçàéíè [24]) Íåêà C ⊂
H(n, q) å (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ, τ ≥ 1 å öÿëî ÷èñëî. Íåêà f(t) å ïîëèíîì ñ
ðåàëíè êîåôèöèåíòè îò ñòåïåí k, çà êîéòî çà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà

1. f(t) ≥ 0 çà âñÿêî t ∈ [−1, 1],
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2. Êîåôèöèåíòèòå â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà f(t) ïî íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíî-

ìè íà Êðàâ÷óê f(t) =
k∑
i=1

fiQi(t) óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà f0 > 0, fi ≤ 0

çà i = τ + 1, . . . k.

Òîãàâà B(n, q, τ) ≥ f(1)/f0.

Ñëåäâàùèòå äâå äâîéêè ãðàíèöè ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò ñ ïîìîùòà íà êîìáèíàòîð-
íè ìåòîäè, à ñúùî òàêà ìîãàò äà ñå äîêàæàò, èçïîëçâàéêè ìåòîäèòå íà ëèíåéíîòî
ïðîãðàìèðàíå. Äà îòáåëåæèì, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé ãîðíàòà ãðàíèöà íà ëèíåéíîòî
ïðîãðàìèðàíå å ïî-ñèëíà îò ïðåäñòàâåíàòà ïî-äîëó ãðàíèöà íà Ðàî. Â äâîè÷íîòî
Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî îáà÷å òåçè äâå ãðàíèöè ñúâïàäàò.

Òåîðåìà 1.3.5 (Ãðàíèöè íà Ðàî [49] è Õåìèíã [27]) Ïàðàìåòðèòå n, M , τ íà åäèí
îðòîãîíàëåí ìàñèâ C â ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q) óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå íåðàâåí-
ñòâà

D(n, q, τ) ≤ |C| ≤ qn

D(n, q, d(C))
,

êúäåòî D(n, q, τ) èìà âèäà

D(n, q, τ) =


u∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i, àêî τ = 2u,

u∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i +

(
n− 1

u

)
(q − 1)u+1, àêî τ = 2u+ 1.

Êîäîâåòå, êîèòî äîñòèãàò ëÿâàòà èëè äÿñíàòà ãðàíèöà â Òåîðåìà 1.3.5, ñå íàðè÷àò
ñúîòâåòíî ïëúòíè äèçàéíè èëè ñúâúðøåíè êîäîâå.

Ñëåäâàùàòà äâîéêà ãîðíè è äîëíà ãðàíèöà ñà ãðàíèöèòå íà Ñèíãúëòúí çà êîä
C ⊂ H(n, q).

Òåîðåìà 1.3.6 [53] Íåêà C å êðàéíî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî (êîä) íà H(n, q). Òî-
ãàâà çà ìîùíîñòòà íà C ñà â ñèëà ñëåäíèòå ãðàíèöè:

qd
′(C)−1 ≤ |C| ≤ qn−d(C)+1,

êàòî âñÿêà îò ãðàíèöèòå ñå äîñòèãà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî d(C) + τ = n+ 1.
Äà óòî÷íèì îùå, ÷å îò ôàêòà, ÷å äóàëíîòî ðàçñòîÿíèå ìîæå äà áúäå ïðåñìåòíàòî
êàòî d′(C) = τ + 1, òîãàâà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå îùå, ÷å ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå
òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî d(C) + d′(C) = n+ 2.

Â ñèëà å è ñëåäíàòà ãðàíèöà [47, 46].

Òåîðåìà 1.3.7 (Ãðàíèöà íà Ïëîòêèí) Íåêà C ⊂ H(n, 2) å äâîè÷åí êîä ñ ìèíèìàëíî
ðàçñòîÿíèå ìåæäó äóìèòå d. Òîãàâà çà ìîùíîñòòà íà åäèí êîä C å èçïúëíåíî
ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî

|C| ≤



2
⌊ d

2d− n

⌋
, àêî d å ÷åòíî è 2d > n,

4d, àêî d å ÷åòíî è 2d = n,

2
⌊ d+ 1

2d+ 1− n

⌋
, àêî d å íå÷åòíî è 2d+ 1 > n,

4d+ 4, àêî d å íå÷åòíî è 2d+ 1 = n.
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Ïðåäè äà âúâåäåì ñëåäâàùàòà ãðàíèöà, ùå ïîêàæåì íÿêîè íàáëþäåíèÿ è ðåçóë-
òàòè íà Ëåâåíùåéí [38] âúðõó ãðàíèöàòà íà Ðàî D(n, q, τ). Íåêà äà îçíà÷èì ñ za,b

íàé-ãîëåìèòå êîðåíèòå íà ñúîòâåòíèòå ïðèñúåäèíåíè ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê Qa,b. Èç-
ïîëçâàéêè ôàêòà, ÷å ïîäðåäáàòà íà òåçè êîðåíè å ÿñíà (âèæ Òâúðäåíèå 1.1.8), Ëå-
âåíùåéí ðàçäåëÿ èíòåðâàëà [−1, 1) íà ðàçëè÷íè íåïðåñè÷àùè ñå âúâ âúòðåøíè òî÷êè
çàòâîðåíè ïîäèíòåðâàëè Iτ , êúäåòî

Iτ =

{
[z1,1k−1, z

1,0
k ] çà τ = 2k − 1,

[z1,0k , z1,1k ] çà τ = 2k,

Çà âñåêè òàêúâ ïîäèíòåðâàë Iτ è çà ôèêñèðàíî ÷èñëî s â íåãî Ëåâåíùåéí äåôè-
íèðà ñëåäíèÿ ïîëèíîì îò ñòåïåí τ

f (n,q,s)
τ (t) =

{
(t− s)(T 1,0

k−1(t, s))
2, çà τ = 2k − 1

(t+ 1)(t− s)(T 1,1
k−1(t, s))

2, çà τ = 2k.

Òîçè ïîëèíîì óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà â Òåîðåìà 1.3.3 è ïî òîçè íà÷èí ñå
ïîëó÷àâà ñëåäíàòà ãðàíèöà.

Òåîðåìà 1.3.8 [38] (Ãðàíèöà íà Ëåâåíùåéí)

|C| ≤ Lτ (n, q, s)


= (1− Q1,0

k−1(s)

Qs
k

)
k−1∑
i=0

ri, àêî s ∈ I2k−1

= (1− Q1,0
k (s)

Q0,1
k (s)

)
k∑
i=0

ri, àêî s ∈ I2k,

êàòî ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî d′(C) > max(2s(C) −
δ(C), 2).

Êîäîâåòå, çà êîèòî ãðàíèöàòà ñå äîñòèãà, ñà ñ äîáðè êîìáèíàòîðíè ñâîéñòâà è
ñå íàðè÷àò ìàêñèìàëíè (îïòèìàëíè) êîäîâå. Îò äðóãà ñòðàíà èìà ìíîãî äðóãè êîí-
êðåòíè ñëó÷àè, â êîèòî ãðàíèöèòå íà Ëåâåíùåéí ñà ñëàáè. Èçâåñòíè ñà ðàçëè÷íè
ïîäõîäè, âîäåùè äî ïîäîáðåíèÿ íà òåçè ãðàíèöè. Òàêèâà ïîäîáðåíèÿ íà Ëåâåíùåéí
áÿõà ïîëó÷åíè îò Áîéâàëåíêîâ è Äàíåâ [11], êàêòî è îò Áîéâàëåíêîâ, Äàíåâ è Ñòî-
ÿíîâà â [12]. Ñúùî òàêà ñè ñòðóâà äà ñïîìåíåì, ÷å ãðàíèöèòå íà Ëåâåíùåéí èìàò
äîáðî àñèìïòîòè÷íî ïîâåäåíèå.

Ïîíåæå âñÿêà îò ãðàíèöèòå Lτ (n, q, s) å ãëàäêà ïî s ìîæåì äà äåôèíèðàìå ôóí-
êöèÿ Lτ (n, s), êîÿòî ùå áúäå íåïðåêúñíàòà ïî s:

Lτ (n, q, s) =

{
L2k−1(n, q, s), çà s ∈ I2k−1
L2k(n, q, s), çà s ∈ I2k.

Äà îòáåëåæèì, ÷å â îáùàòà òî÷êà çà ïîäèíòåðâàëèòå Iτ è Iτ+1 ñòîéíîñòòà íà
ôóíêöèÿòà å åäíà è ñúùà.

Çà êîðåíèòå íà ïîëèíîìà f
(n,s)
τ (t) ñà â ñèëà ñëåäíèòå òåîðåìè.
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Òåîðåìà 1.3.9 [38, 39] Íåêà τ = 2k − 1, z1,1k−1 ≤ s < 1, 1 ≤ n + 1, z1,10 = −1. Òîãàâà

ïîëèíîìúò (t− 1)(t− s)T 1,0
k−1(t, s) èìà k + 1 ïðîñòè ðåàëíè êîðåíà

−1 ≤ α0 < α1, . . . , αk−1 < 1

êàòî α0 = −1 òî÷íî êîãàòî s = αk−1 = t1,1k−1. Íåùî ïîâå÷å, ñúùåñòâóâàò ïîëîæè-
òåëíè ÷èñëà (òåãëà) ρ0, ρ1, . . . , ρk−1, òàêèâà ÷å çà âñåêè ïîëèíîì f(t) îò ñòåïåí,
íåíàäìèíàâàùà 2k − 1 å â ñèëà ñëåäíàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà:

f0 = ρkf(1) +
k−1∑
i=0

ρif(αi).

Çà òåãëàòà ρ0, ρ1, . . . , ρk−1 ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå ðàâåíñòâà

ρi =
1

c1,0(1− αi)T 1,0
k−1(αi, αi), i = 0, 1, . . . , k − 1

,

ρk = − Qk(s)

Tk−1(s, 1)−Qk(s)Tk−1(1, 1)
,

ò.å. òå ñà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíè îò n è s, êàòî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî ρk =
1/L2k−1(n, s).

Çà ÷åòíèÿ ñëó÷àé τ = 2k å â ñèëà àíàëîãè÷íà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3.10 [38, 39] Íåêà m = 2k, z1,0k ≤ s < 1, 1 ≤ n + 1. Òîãàâà ïîëèíîìúò
(1− t2)T 1,1

k−1(t, s) èìà k + 2 ïðîñòè ðåàëíè êîðåíè

−1 = β0 < β1, . . . , βk = s < βk+1 = 1.

Íåùî ïîâå÷å, ñúùåñòâóâàò ïîëîæèòåëíè ÷èñëà (òåãëà) γ0, γ1, . . . , γk+1, òàêèâà ÷å
çà âñåêè ïîëèíîì f(t) îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà 2k å â ñèëà ñëåäíàòà êâàäðàòóðíà
ôîðìóëà:

f0 = γk+1f(1) +
k∑
i=0

γif(βi).

×èñëàòà γ0, γ1, . . . , γk+1 ñà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíè îò n è s, êàòî å èçïúëíåíî ðàâåí-
ñòâîòî γk+1 = 1/L2k(n, s).

Òâúðäåíèå 1.3.11 [38], [39]

à ) ×èñëàòà α0, α1, . . . , αk−1 ñà êîðåíè íà óðàâíåíèåòî

Q1,0
k (t)Q1,0

k−1(s)−Q
1,0
k (s)Q1,0

k−1(t) = 0.

á ) ×èñëàòà β0, β1, . . . , βk ñà êîðåíè íà óðàâíåíèåòî

Q1,1
k (t)Q1,1

k−1(s)−Q
1,1
k (s)Q1,1

k−1(t) = 0.
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Â êîíòåêñòà íà ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ, ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ãðàíèöà.
Íàêðàÿ äà îòáåëåæèì, ÷å Ëåâåíùåéí ïîëó÷àâà [38, 37] è äîëíà ãðàíèöà çà ìîù-

íîñòòà íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Òÿ å â ñèëà ñàìî çà êðàéíîìåðíè ïîëèíîìèàëíè
ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà, êàêâîòî å Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî H(n, q), äîêàòî ãîðíà-
òà ãðàíèöà å â ñèëà âúâ âñÿêî ïîëèíîìèàëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, çàìåñòâàéêè
ðàçñúæäåíèÿòà âúðõó ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê ñ àíàëîãè÷íè âúðõó ñúîòâåòíèòå çî-
íàëíè ïîëèíîìè íà ðàçãëåæäàíîòî ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 1.3.12 (Äîëíà ãðàíèöà íà Ëåâåíùåéí)

qn

Lτ (n, σ(τ + 1))
≤ |C|

êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî d(C) > max(2s′(C) −
δ′(C), 2).

1.4 Àëãîðèòúì çà ãåíåðèðàíå íà âúçìîæíîñòèòå çà

ñïåêòðè íà (n,M, q, τ ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ

Íåêà ñå âúðíåì îòíîâî íà Äåôèíèöèÿ 1.2.2 çà ñïåêòúð íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ
ñïðÿìî òî÷êà c ∈ H(n, q) è ñúîòâåòíàòà (n+ 1)-îðêà

W = W (c) = (w0, w1, . . . , wn).

Çà óäîáñòâî â íàñòîÿùàòà ðàáîòà ùå èçïîëçâàìå ðàçëè÷íè îçíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñò
îò òîâà äàëè òî÷êàòà c ïðèíàäëåæè íà ìàñèâà C èëè íå. Ïî-òî÷íî, çà âúòðåøíà çà
ìàñèâà òî÷êà c ∈ C ùå îçíà÷àâàìå ñïåêòúðà íà C ïî îòíîøåíèå íà òî÷êàòà c ñ

P = P (c) = (p0 ≥ 1, p1, . . . , pn),

äîêàòî çà âúíøíà çà ìàñèâà òî÷êà c ∈ H(n, q) \ C ùå îçíà÷àâàìå ñïåêòúðà íà C
îòíîñíî òî÷êàòà c ñ

Q = Q(c) = (q0 = 0, q1, . . . , qn).

Íàìèðàíåòî íà âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ðàçëè÷íè õàðàêòåðèñòèêè íà åäèí êîä å
ñòàíäàðòåí ïîõâàò â òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî è â êîìáèíàòîðèêàòà. Èäåÿòà çà íàìè-
ðàíåòî íà ñïåêòðèòå íà îïòèìàëíèòå êîäîâå è äèçàéíè å âúâåäåíà çà ïðúâ ïúò îò
Äåëñàðò â íåãîâàòà äèñåðòàöèÿ [21]. Íèå ùå ïðèëîæèì åäèí îò íà÷èíèòå çà ïðåñìÿ-
òàíå íà âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ, êîéòî å
ñëåäñòâèå îò ïî-îáù ïîäõîä, ïðåäëîæåí îò Áîéâàëåíêîâ [9]. Ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå
èìà ôàêòúò, ÷å Õåìèíãîâîòî ïðîñòðàíñòâî H(n, q), íàä êîåòî ðàáîòèì, å êðàéíîìåð-
íî ïîëèíîìèàëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Ïî-òî÷íî ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà íåîáõîäèìèÿ àïàðàò çà ïúðâîíà÷àëíî íàìèðà-
íå íà âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè îòíîñíî âúòðåøíà èëè âúíøíà òî÷êà çà äàäåí
îðòîãîíàëåí ìàñèâ (âèæ [13], [14]).
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Òåîðåìà 1.4.1 Íåêà C ⊂ H(n, q) å (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ è c ∈ H(n, q) å
ôèêñèðàíà òî÷êà. Òîãàâà:

(à) àêî c ∈ C, ñïåêòúðúò íà C îòíîñíî òî÷êàòà c óäîâëåòâîðÿâà ñèñòåìàòà

n∑
i=0

pi

(
1− 2i

n

)k
= bk|C|, k = 0, 1, . . . , τ, (1.1)

(á) àêî c /∈ C, ñïåêòúðúò íà C îòíîñíî òî÷êàòà c óäîâëåòâîðÿâà ñèñòåìàòà

n∑
i=1

qi

(
1− 2i

n

)k
= bk|C|, k = 0, 1, . . . , τ, (1.2)

êúäåòî bk e ïúðâèÿò êîåôèöèåíò â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà tk ïî íîðìàëèçèðàíèòå
ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê, ò.å. tk = bk +

∑k
i=1 P

(n)
i (t).

Ñëåäñòâèå 1.4.2 Åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ⊂ H(n, q) ñ ïàðàìåòðè (τ, λqτ , q, τ)
ñúùåñòâóâà è èìà åäèíñòâåí ñïåêòúð (îòíîñíî âúòðåøíà çà íåãî òî÷êà c ∈ C) îò
âèäà P = (p0, p1, . . . , pτ ), êúäåòî

pi = λ

(
τ

i

)
(q − 1)i, çà i = 0, 1, . . . , τ.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñèñòåìàòà (1.4.1) ñå ñúñòîè îò n − τ ñâîáîäíè ïàðàìåòúðà, à â
òîçè ñëó÷àé n = τ , êîåòî îçíà÷àâà, ÷å èìàìå åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Òîâà ðåøåíèå å
òúðñåíèÿò ñïåêòúð íà ìàñèâà C îòíîñíî âúòðåøíè çà íåãî òî÷êè. Íåùî ïîâå÷å â òîçè
ñëó÷àé âñè÷êè òî÷êè îò ïðîñòðàíñòâîòî ñà òî÷êè è îò ìàñèâà, ò.å. èìàìå åäèíñòâåí
ñïåêòúð íà ìàñèâà C.

Îò äåôèíèöèÿòà íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ) èìàìå, ÷å âúâ
âñåêè ïîäìàñèâ M × τ âñÿêà τ -îðêà ñå ñðåùà òî÷íî λ = M/qτ ïúòè. Îò ôàêòà, ÷å
n = τ è M = λqτ ñ êîìáèíàòîðíè ñúîáðàæåíèÿ, ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å òúðñåíîòî
åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà ñèñòåìà ((1.4.1), ò.å. åäèíñòâåíèÿò ñïåêòúð íà C ñïðÿìî êîÿ
äà å (âúòðåøíà) çà ìàñèâà òî÷êà c ∈ C å òî÷íî îò âèäà: pi = pi(c) = λ

(
τ
i

)
(q − 1)i, çà

i = 0, 1, . . . , τ . �

Ñëåäñòâèå 1.4.3 Íåêà C ⊂ H(n, q) å (τ + 1, λqτ , q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Òîãàâà
âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà ìàñèâà ñïðÿìî âúòðåøíà çà ìàñèâà òî÷êà çà
C ñà òî÷íî λ íà áðîé.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà îòíîñíî âúòðåøíàòà çà ìàñèâà òî÷êà c ∈ C îðòîãîíàëíèÿò
ìàñèâ C èìà ñïåêòúð P = P (c) = (p0, p1, . . . , pτ+1). Îò Ñâîéñòâî 5 íà îðòîãîíàëíèòå
ìàñèâè ñëåäâà, ÷å ïðè ïðåìàõâàíå íà åäèí ñòúëá îò ìàñèâà C ñå ïîëó÷àâà îðòîãîíàëåí
ìàñèâ C ′ ñ ïàðàìåòðè (τ, λqτ , q, τ). Íåêà îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ C ′ ñïðÿìî âúòðåøíàòà
çà íåãî òî÷êà c′ èìà ñïåêòúð (p′0, p

′
1, . . . , p

′
τ ). Îò åäíà ñòðàíà çíàåì, ÷å p

′
0 ≥ p0, à îò

Ñëåäñòâèå 1.4.2 èìàìå, ÷å p′0 = λ. Òîãàâà p0 ∈ {1, 2, . . . , λ}. Çàìåñòâàéêè p0 ñ âñÿêà
åäíà îò òåçè ñòîéíîñòè â ñèñòåìà (1.4.1), ïîëó÷àâàìå ñèñòåìè îò Âàíäåðìîíäîâ òèï ñ
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τ + 1 ðåäà è τ + 1 íåèçâåñòíè. Âñÿêà åäíà îò òåçè λ ñèñòåìè èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå,
ñëåäîâàòåëíî è âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C îòíîñíî
âúòðåøíà çà íåãî òî÷êà ñà òî÷íî λ íà áðîé. �

Â îáùèÿ ñëó÷àé, ñèñòåìàòà (1.1) ñå ñúñòîè îò τ + 1 óðàâíåíèÿ è èìà n + 1 íå-
èçâåñòíè. Íåéíàòà ìàòðèöà å îò Âàíäåðìîíäîâ òèï è èìà ïúëåí ðàíã τ + 1. Ñëåäî-
âàòåëíî ìíîæåñòâîòî îò èíòåðåñóâàùèòå íè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà ñå îïðåäåëÿ îò
(n + 1) − (τ + 1) = n − τ ñâîáîäíè ïàðàìåòúðà. Àíàëîãè÷íî, çà âúíøíà òî÷êà íà
ìàñèâà C, ñèñòåìàòà (1.2) ñå ñúñòîè îò τ + 1 óðàâíåíèÿ è èìà n íåèçâåñòíè, êàòî
ìíîæåñòâîòî îò íåéíèòå ðåøåíèÿ ñå îïðåäåëÿ îò n − (τ + 1) = n − τ − 1 ñâîáîäíè
ïàðàìåòúðà. ßñíî å, ÷å è â äâàòà ñëó÷àÿ ìîæåì äà îñòàâèì ñâîáîäíèòå ïàðàìåòðè äà
ïðîáÿãâàò ìíîæåñòâîòî {0, . . . , |C|} è ïî òîçè íà÷èí äà ïîëó÷èì âñè÷êè âúçìîæíîñ-
òè çà ñïåêòðè íà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ îòíîñíî âúòðåøíè è âúíøíè çà íåãî
òî÷êè. Ðàçáèðà ñå, ðåøåíèÿòà, â êîèòî èìà íåäîïóñòèìè (íåöåëè èëè îòðèöàòåëíè)
ñòîéíîñòè íà ïðîìåíëèâèòå, ñå îòõâúðëÿò.

Íåêà n, M , τ ≤ n è q ñà ôèêñèðàíè. Ùå îçíà÷àâàìå ñ P (n,M, q, τ) ìíîæåñòâîòî
îò âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ)
îòíîñíî âúòðåøíà çà ìàñèâà òî÷êà, à ñ Q(n,M, q, τ) - ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíîñòè-
òå çà ñïåêòðè íà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ, îòíîñíî âúíøíà çà ìàñèâà òî÷êà.
Ïúðâîíà÷àëíî ìíîæåñòâàòà P (n,M, q, τ) è Q(n,M, q, τ) ñúâïàäàò ñúîòâåòíî ñ ìíî-
æåñòâàòà îò ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà (1.1) è ñèñòåìàòà (1.2), ïîëó÷åíè ïî îïèñàíèÿ
ïî-ãîðå íà÷èí. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà (n,M, q, τ) îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q), îòíîñíî êîÿ äà å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ïðîñòðàíñòâîòî, ùå
îçíà÷àâàìå ñ W (n,M, q, τ). ßñíî å, ÷å

W (n,M, q, τ) = P (n,M, q, τ) ∪Q(n,M, q, τ).

Çà ïî-ëåñåí àíàëèç íà ìíîæåñòâàòà W (n,M, q, τ), P (n,M, q, τ) è Q(n,M, q, τ) ñà
ïðåäñòàâåíè òðè òåîðåìè, áëàãîäàðåíèå íà êîèòî äîêàçàòåëñòâàòà â ñëåäâàùèòå ãëàâè
ìîãàò äà áúäàò çíà÷èòåëíî îïðîñòåíè áåç äà ñå ãóáè îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà. Îñâåí
òîâà òå íè äàâàò âúçìîæíîñò äà ïðåäñòàâèì ðåäèöà êîíñòðóêöèè ïî ïî-ðàçáèðàåì è
äîñòúïåí çà ÷èòàòåëèòå íà÷èí.

Òåîðåìà 1.4.4 Ìíîæåñòâîòî W (n,M, q, τ) å òî÷íî ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè íà
îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ) ñïðÿìî òî÷êàòà 0 ∈ H(n, q).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè
ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ) ñïðÿìî òî÷êàòà 0 ∈ H(n, q) ñ W0(n,M, q, τ). Îò äåôèíèöèÿòà
íà W (n,M, q, τ) å ÿñíî, ÷å W0(n,M, q, τ) ⊂ W (n,M, q, τ).

Îò äðóãà ñòðàíà íåêà W ∈ W (n,M, q, τ), ò.å. äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ C ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ) è òî÷êà c = (c0, c1, . . . , cn) ∈ H(n, q), òàêèâà
÷å W å ñïåêòúð íà C îòíîñíî òî÷êàòà c. Íåêà äà òðàíñôîðìèðàìå îðòîãîíàëíèÿ
ìàñèâ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: çà âñÿêî i, òàêîâà ÷å ci 6= 0, â i-òèÿ ñòúëá íà C èçâúð-
øâàìå ïåðìóòàöèÿ íà åëåìåíòèòå 0 è ci. Îò Ñâîéñòâî 5 íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè
çíàåì, ÷å íîâîïîëó÷åíèÿò ìàñèâ ñúùî å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ).
Äà ðàçãëåäàìå ñïåêòúðà íà òîçè ìàñèâ ñïðÿìî òî÷êàòà 0 ∈ H(n, q). Äà îòáåëåæèì,
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÷å íóëåâàòà äóìà íà ïðîñòðàíñòâîòî H(n, q) ñå ïîëó÷àâà îò äóìàòà c ÷ðåç ñúùàòà
ïåðìóòàöèÿ (ci, 0) çà íåíóëåâèòå êîîðäèíàòè ci. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñå çàïàçâàò âñè÷êè
ðàçñòîÿíèÿ ìåæäó äóìèòå íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ è íóëåâàòà äóìà, ñ êîåòî äîñòèãà-
ìå äî çàêëþ÷åíèåòî, ÷å íîâîïîëó÷åíèÿò ìàñèâ èìà ñïåêòúð òî÷íî W . Ïî òîçè íà÷èí
ïîêàçàõìå, ÷å âñåêè ñïåêòúð îò W (n,M, q, τ) ìîæå äà áúäå ðàçãëåäàí è êàòî ñïåêòúð
îò W0(n,M, q, τ), ò.å. W (n,M, q, τ) ⊂ W0(n,M, q, τ), ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 1.4.5 W (n,M, q, τ) å òî÷íî ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè íà îðòîãîíàëíè
ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ) ñïðÿìî ôèêñèðàíà òî÷êà c ∈ H(n, q).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà ïî àíàëîãè÷åí íà ãîðíîòî äîêàçà-
òåëñòâî íà÷èí êàòî ñå èçïîëçâà ïåðìóòàöèÿ ïî íåíóëåâèòå êîîðäèíàòè íà ôèêñèðà-
íàòà òî÷êà c è ïðèëàãàéêè ôàêòà, ÷å W0(n,M, q, τ) = W (n,M, q, τ). �

Çà äà ìîæåì äà îãðàíè÷èì íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñàìî âúðõó ìíîæåñòâàòà îò
âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè P (n,M, q, τ) è Q(n,M, q, τ) ñà íè íóæíè àíàëîãè÷íè òåîðåìè
çà ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà. Èçïîëçâàìå ôàêòà, ÷å â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 1.4.4
åäíàòà ïîñîêà å ÿñíà. Çà îáðàòíàòà ïîñîêà å ïîêàçàíî, ÷å ïðè ôèêñèðàí îðòîãîíàëåí
ìàñèâ è ñïåêòúð W ñïðÿìî êîÿ äà å òî÷êà ñúùåñòâóâà îðòîãîíàëåí ìàñèâ, ÷èèòî
ñïåêòúð å W ñïðÿìî íóëåâàòà äóìà 0 ∈ H(n, q). Ðàçãðàíè÷àâàìå ñïåêòúð íà ìàñèâ
îòíîñíî âúòðåøíà çà íåãî òî÷êà îò ñïåêòúð íà ìàñèâà îòíîñíî âúíøíà çà íåãî òî÷êà
ïî ïúðâàòà êîîðäèíàòà w0, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å àêî èçõîäíàòà òî÷êà å áèëà âúòðåøíà,
ñëåä èçâúðøåíàòà ïåðìóòàöèÿ, íóëåâàòà äóìà ñå îêàçâà âúòðåøíà çà ìàñèâà. Àêî
èçõîäíàòà òî÷êà å áèëà âúíøíà, ñëåä ïåðìóòàöèÿòà íóëåâàòà äóìà ñúùî òàêà ùå
áúäå âúíøíà çà íîâîïîëó÷åíèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Áëàãîäàðåíèå íà òîâà ñà â ñèëà
ñëåäíèòå äâå òåîðåìè è òåõíèòå ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 1.4.6 P (n,M, q, τ) å òî÷íî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúòðåøíè ñïåêòðè
íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ) ñïðÿìî òî÷êàòà 0 ∈ H(n, q).

Ñëåäñòâèå 1.4.7 P (n,M, q, τ) å òî÷íî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúòðåøíè ñïåêò-
ðè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ) îòíîñíî ôèêñèðàíà òî÷êà c ∈
H(n, q).

Òåîðåìà 1.4.8 Q(n,M, q, τ) å òî÷íî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúíøíè ñïåêòðè íà
îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ) ñïðÿìî òî÷êàòà 0 ∈ H(n, q) .

Ñëåäñòâèå 1.4.9 Q(n,M, q, τ) å òî÷íî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúíøíè ñïåêò-
ðè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ) ñïðÿìî ôèêñèðàíà òî÷êà c ∈
H(n, q).

Îñíîâíàòà öåë â ñëåäâàùèòå äâå ãëàâè å äà ãåíåðèðàìå è àíàëèçèðàìå ìíîæåñòâà-
òà P (n,M, q, τ), Q(n,M, τ, q) è W (n,M, q, τ), ñúîòâåòíî. Åäíà îò îñíîâíèòå íè çàäà÷è
å äà ñå îïèòàìå äà îðãàíèçèðàìå àëãîðèòìè çà ðåäóöèðàíå íà áðîÿ íà âúçìîæíîñòèòå
çà ñïåêòðè íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, ò.å. äà íàìàëèì áðîÿ íà åëåìåíòèòå â ãîðíèòå
ìíîæåñòâà. Àêî óñïååì äà ïîêàæåì, ÷å ìíîæåñòâîòî P (n,M, q, τ) èëè ìíîæåñòâîòî
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W (n,M, q, τ) ñúâïàäàò ñ ïðàçíîòî ìíîæåñòâî, òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å íå ñúùåñòâóâà
îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ôèêñèðàíèòå ïàðàìåòðè (n,M, q, τ).

Ôîêóñúò íà íàñòîÿùèÿ òðóä å îñíîâíî âúðõó ìàñèâè çà ïúðâèòå äâà ñëó÷àÿ íà
q, ò.å. êîãàòî q = 2 è q = 3. Ùå ïðåäñòàâèì ðåäèöà óñëîâèÿ, íà êîèòî òðÿáâà äà
îòãîâàðÿò ñïåêòðèòå îò ìíîæåñòâàòà W (n,M, q, τ), P (n,M, q, τ) è Q(n,M, q, τ). Âñå-
êè ñïåêòúð, êîéòî íå îòãîâàðÿ íà òåçè óñëîâèÿ, ùå áúäå îòõâúðëÿí îò ñúîòâåòíîòî
ìíîæåñòâî.

Äà îòáåëåæèì, ÷å â òàçè íàñîêà ñå ðàáîòè àêòèâíî [28], [54], [52], [2], [19], [51] êàòî ñ
ðàçëè÷íè ïîäõîäè è àëãîðèòìè ñà ïîëó÷åíè ðåäèöà êàêòî êîíñòðóêòèâíè ðåçóëòàòè
íà íåèçîìîðôíè êëàñîâå îò îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñúñ ñúîòâåòíè ïàðàìåòðè, òàêà è
ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå.

Â äèñåðòàöèÿòà ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè íÿêîëêî àëãîðèòúìà çà ðåäóöèðàíå íà ìíî-
æåñòâàòà W (n,M, q, τ), P (n,M, q, τ) è Q(n,M, q, τ), ñúîòâåòíî.



Ãëàâà 2

Ñïåêòðè íà äâîè÷íè îðòîãîíàëíè

ìàñèâè

Âúâ âòîðà ãëàâà å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿò q = 2, ò.å. îðòîãîíàëíè ìàñèâè â äâîè÷-
íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, 2). Çà ïðîñòîòà è óäîáñòâî â òàçè ãëàâà âìåñòî
(n,M, τ, 2) å èçïîëçâàíî îçíà÷åíèåòî (n,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Àíàëîãè÷íî ìíî-
æåñòâàòà îò ñïåêòðè W (n,M, τ, 2), P (n,M, τ, 2) è Q(n,M, τ, 2) ùå îçíà÷àâàìå ñúîò-
âåòíî ñ W (n,M, τ), P (n,M, τ) è Q(n,M, τ).

Â ïàðàãðàô 2.1 ñà ðàçãëåäàíè íÿêîè âàæíè õàðàêòåðèñòèêè íà äâîè÷íîòî Õåìèí-
ãîâî ïðîñòðàíñòâî. Â ïàðàãðàô 2.2 å îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ çà ïîëó÷àâàíå íà íÿêîè
ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè îò äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Â ïàðàãðàô 2.3 ñà ïî-
ëó÷åíè çàâèñèìîñòè ìåæäó ñïåêòðèòå íà âúòðåøíè òî÷êè çà äâîè÷íè îðòîãîíàëíè
ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè ñúîòâåòíî (n,M, τ), (n − 1,M, τ) è (n − 1,M/2, τ − 1). Ñëåä
ïðèëàãàíåòî íà íÿêîè ñâîéñòâà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñà íàìåðåíè äîïúëíèòåë-
íè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè â H(n, 2).
Ïðåäñòàâåí e àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà ñïåêòðèòå íà äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ
îòíîñíî âúòðåøíà òî÷êà çà ìàñèâà. Â Ïàðàãðàô 2.4 å ïðåäñòàâåí àëãîðèòúì çà ðå-
äóöèðàíå íà áðîÿ íà âúçìîæíèòå ñïåêòðè íà äàäåí (n,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ ïðè
îòðÿçâàíå íà åäèí ïðîèçâîëåí ñòúëá îò íåãî. Â ïàðàãðàô 2.5 ìåòîäúò å ðàçøèðåí ñ íî-
âè îãðàíè÷åíèÿ, ïîëó÷åíè â ðåçóëòàò íà ïðåìàõâàíå íà äâà ñòúëáà îò ðàçãëåæäàíèÿ
îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Â ñëåäâàùèòå äâà ïàðàãðàôà ñà êîìåíòèðàíè íÿêîè îïòèìèçàöèè
íà àëãîðèòìèòå, êàòî çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà å îïèñàíî è ïðèëîæåíèåòî èì âúðõó åäèí
ñúùåñòâóâàù îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Â ïîñëåäíèÿ ïàðàãðàô ñà ïðåäñòàâåíè ïîëó÷åíèòå
îò íàñ ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè, â ñëåäñòâèå îò
ïðèëàãàíåòî íà îïèñàíèòå â òàçè ãëàâà àëãîðèòìè.

2.1 Äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî H(n, 2) å àíòèïî-
äàëíî ïîëèíîìèàëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Îò Äåôèíèöèÿ 1.1.3 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêà
òî÷êà x ∈ H(n, 2) ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà òî÷êà x̄ ∈ H(n, 2), çà êîÿòî å èçïúëíåíî
óñëîâèåòî d(x, x̄) = n. Òî÷êàòà x̄ ñå íàðè÷à äîïúëíèòåëíà (äèàìåòðàëíî ïðîòèâî-
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ïîëîæíà) íà òî÷êàòà x ∈ H(n, 2). Òîâà è Ñâîéñòâî 5 íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñà
ïðåäïîñòàâêà â H(n, 2) äà å â ñèëà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.1 [28] Åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ⊂ H(n, 2) ñ ïàðàìåòðè (n,M, 2u)
ñúùåñòâóâà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà îðòîãîíàëåí (n+1, 2M, 2u+1)
ìàñèâ â H(n, 2).

Äîêàçàòåëñòâî: Ñâîéñòâî 7 íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ïîêàçâà ëåñåí íà÷èí êàê îò
äàäåí (n+1, 2M, 2u+1) îðòîãîíàëåí ìàñèâ äà ïîëó÷èì íîâ îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðà-
ìåòðè (n,M, 2u). Ñëåäîâàòåëíî àêî (n+1, 2M, 2u+1) îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúùåñòâóâà,
òî ñëåäâà è ñúùåñòâóâàíåòî íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, 2u).

Îáðàòíî, íåêà C å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, 2u) è èíäåêñ λ è äà
îçíà÷èì ñ C îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ, îáðàçóâàí îò ìíîæåñòâîòî îò äîïúëíèòåëíèòå íà
òî÷êèòå îò ìàñèâà C òî÷êè îò ïðîñòðàíñòâîòî H(n, 2). Ïî-òî÷íî, C ñå ïîëó÷àâà îò C
ïðè ïåðìóòàöèÿòà (0→ 1, 1→ 0) âúâ âñåêè ñòúëá íà C. Îò Ñâîéñòâî 5 íà îðòîãîíàë-
íèòå ìàñèâè çíàåì, ÷å C å îðòîãîíàëåí ìàñèâ, èçîìîðôåí íà ïúðâîíà÷àëíèÿ ìàñèâ,
â ÷àñòíîñò ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè (n,M, 2u).

Äà ïîñòðîèì îðòîãîíàëåí ìàñèâ B ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: ïîñòàâÿìå ìàñèâà C, ïîñëåä-
âàí îò ñòúëá ñ íóëè, çàåäíî ñ äîïúëíåíèåòî C, êàòî êúì íåãî å äîáàâåí ñòúëá îò
åäèíèöè. Ùå ïîêàæåì, ÷å ïîëó÷åíàòà ìàòðèöà B îáðàçóâà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïà-
ðàìåòðè (n + 1, 2M, 2u + 1). Çà öåëòà íåêà îçíà÷èì ñ τ = 2u + 1 è äà ðàçãëåäàìå
ïðîèçâîëíè τ ñòúëáà íà B. Öåëòà å äà ñå ïîêàæå, ÷å âñÿêà äâîè÷íà τ -îðêà ñå ñðåùà
òî÷íî λ ïúòè êàòî ðåäîâå â êîÿ äà å èçáðàíà 2M × τ ïîäìàòðèöà.

Íàèñòèíà, àêî ïîñëåäíèÿò ñòúëá ó÷àñòâà â èçáðàíèòå τ ñòúëáà, òî ãîðíèÿò ôàêò
å íàëèöå, çàùîòî C èìà ñèëà òî÷íî 2u.

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, å ÿñíî, ÷å n ≥ τ . Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíè τ ñòúëáà îò ìàñèâà
B. Çà óäîáñòâî è áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å òîâà ñà ïúðâèòå
τ ñòúëáà. Çà âñÿêà τ -îðêà c = c1, c2, . . . , cτ íà òî÷êàòà (c1, c2, . . . , cn) ∈ C, äà îçíà÷èì
ñ v(c) áðîÿ íà ðåäîâåòå îò C, êîèòî çàïî÷âàò ñ τ -îðêàòà c. Òîãàâà áðîÿò íà ðåäîâåòå
íà B, çàïî÷âàùè ñ c, å v(c) + v(c). Öåëòà å äà ïîêàæåì, ÷å òîçè áðîé å òî÷íî λ çà
âñÿêî c.

Çà τ -îðêà c′, êîÿòî ñå ðàçëè÷àâà îò c â òî÷íî åäíà ïîçèöèÿ, å â ñèëà, ÷å

v(c) + v(c′) = λ.

Òîâà ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å C å ñúñ ñèëà τ−1. Àêî âçåìåì τ -îðêà c′′, êîÿòî ñå ðàçëè÷àâà
îò c â äâå ïîçèöèè, òî çà íåÿ ïîëó÷àâàìå:

v(c)− v(c′′) = v(c) + v(c′)− v(c′)− v(c′′) = (v(c) + v(c′))− (v(c′) + v(c′′)) = λ− λ = 0,

êúäåòî c′ å τ -îðêà, êîÿòî ñå íàìèðà íà ðàçñòîÿíèå 1 êàêòî îò c, òàêà è îò c′′. Ïîâòàðÿé-
êè òîâà íàáëþäåíèå, çàáåëÿçâàìå, ÷å êîãàòî τ -îðêà a ñå íàìèðà íà ÷åòíî ðàçñòîÿíèå
îò τ -îðêà c, òî v(c)− v(a) = 0 èëè ñ äðóãè äóìè v(c) = v(a). Îò äðóãà ñòðàíà, c è c ñå
íàìèðàò íà ðàçñòîÿíèå τ = 2u+1, à c′ è c íà ðàçñòîÿíèå 2u. Ñëåäîâàòåëíî v(c′) = v(c)
è

v(c) + v(c) = v(c) + v(c′) = λ
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çà âñÿêà τ -îðêà c. Ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �

Íåêà C å (n,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ è ñïðÿìî ôèêñèðàíà òî÷êà c ∈ H(n, 2) ñïåê-
òúðúò íà ìàñèâà C å W = W (c) = (w0, w1, . . . , wn). ßñíî å, ÷å áðîÿò íà òî÷êèòå,
êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå i îò òî÷êàòà c ∈ H(n, 2), å òî÷íî wn−i. Òîãàâà ñïåêòúðúò íà
ìàñèâà C ñïðÿìî òî÷êàòà c å ñúîòâåòíîW = W (c) = (wn, wn−1, . . . , w0). Îò òîâà ñëåä-
âà, ÷å äâîéêàòà ñïåêòðè W = (w0, w1, . . . , wn) è W = (wn, wn−1, . . . , w0) ïðèíàäëåæàò
åäíîâðåìåííî íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ).

Äà íàïîìíèì, ÷å çà ãåíåðèðàíåòî íà âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà äàäåí
îðòîãîíàëåí ìàñèâ, ò.å. íà ìíîæåñòâàòàW (n,M, τ), P (n,M, τ) è Q(n,M, τ), å íåîáõî-
äèìî äà ïðåñìåòíåì ñâîáîäíèòå êîåôèöèåíòè bk = f0,k â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìèòå
tk (k = 0, . . . , n) ïî íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê. Çà òåçè êîåôèöèåíòè â
äâîè÷íèÿ ñëó÷àé, ò.å. â H(n, 2) (âèæ [22, 37, 26]) ñà íàëèöå ñëåäíèòå çàâèñèìîñòè:

b0 = 1; b2j+1 = 0; b2j =
1

2n

n∑
d=0

(
1− 2d

n

)2j (
n

d

)
.

Â íàñòîÿùàòà ãëàâà ùå èçñëåäâàìå ñëåäíàòà îñíîâíà çàäà÷à.

Çàäà÷à 2.1.2 Çà ôèêñèðàíè ñèëà τ è áðîé ñòúëáîâå (ðàçìåðíîñò) n äà ñå íàìåðè
ìèíèìàëíàòà âúçìîæíà ìîùíîñò M , çà êîÿòî ñúùåñòâóâà (n,M, τ) äâîè÷åí îð-
òîãîíàëåí ìàñèâ (τ -äèçàéí) C â H(n, 2), ò.å. äà ñå îöåíè âåëè÷èíàòà

B(n, τ) = min{M = |C| : ñúùåñòâóâà τ − äèçàéí C ⊂ H(n, 2)}.

Îò òúæäåñòâîòî M = λ2τ , Çàäà÷à 2.1.2 å åêâèâàëåíòíà íà ñëåäíèÿ ïðîáëåì.

Çàäà÷à 2.1.3 Çà ôèêñèðàíè ñèëà τ è áðîé ñòúëáîâå (ðàçìåðíîñò) n äà ñå íàìåðè
ìèíèìàëíèÿò âúçìîæåí èíäåêñ λ, çà êîéòî ñúùåñòâóâà (n, λ2τ , τ) äâîè÷åí îðòîãî-
íàëåí ìàñèâ (τ -äèçàéí) C â H(n, 2), ò.å. äà ñå îöåíè âåëè÷èíàòà

Λ(n, τ) = min{λ = |C|/2τ : ñúùåñòâóâà τ − äèçàéí C ⊂ H(n, 2)}.

Îòïðàâíà òî÷êà çà íàøàòà ðàáîòà âúðõó äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè áÿõà èçâåñ-
òíèòå ðåçóëòàòè, îáîáùåíè â êíèãàòà �Orthogonals Arrays (Theory and Applications)�
íà A.S. Hedayat, N.J.A. Sloane, John Stufken ([28], Table 12.1), êàêòî è àêòóàëèçàöè-
èòå èì, ïîääúðæàíè îò Sloane íà óåá ñòðàíèöàòà [58]. Ðåçóëòàòèòå â ïðåäñòàâåíàòà
ïî-äîëó Tàáëèöà 2.1 ñà ÷àñò îò Òàáëèöà 12.1 â [28]. Òå ñà äîïúëíåíè â Tàáëèöà 2.1 ñ
ïîëó÷åíèòå îò Khalyavin [32] ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå.
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@
@@n

τ
2Hd 3Hd 4 5 6 7 8 9 10

4 2 1 1

5 2 2 1 1

6 2 2 2 1 1

7 2 2 SZ4 2 1 1

8 3 2 4c SZ4 2 1 1

9 3 3 6�8 4c 4 2 1 1

10 3 3 6�8 6�8 8Kh 4 2 1 1

11 3 3 6�8 6�8 8c 8Kh 4 2 1

12 4 3 7�8 6�8 12�16 8c 8Kh 4 2

13 4 4 8 7�8 16 12�16 16Kh 8Kh 4

14 4 4 8 8 16 16 16c 16Kh 8Kh

15 4 4 8NR 8 16RH 16 26�32 16c 16Kh

16 5 4 10�16 8NR 21�32 16RH 39�64 26�32 32Kh

17 5 5 12�16 10�16 26�32 21�32 52�64jx 39�64 32c

18 5 5 13�16 12�16 29�32 26�32 52�128 52�64jx 54�64

19 5 5 14�16X4 13�16 29�32 29�32 52�128 52�128 86�128

20 6 5 15�32 14�16X4 29�32 29�32 64�128c 52�128 128c

Òàáëèöà 2.1. Ñòîéíîñòè íà Λ(n, τ), çà 4 ≤ n ≤ 20 è 2 ≤ τ ≤ 10.

Ëåãåíäà:
c öèêëè÷åí êîä
Hd òî÷íà ñòîéíîñò, ïîëó÷åíà îò Àäàìàðîâè ìàñèâè
jx ñëåïâàùà êîíñòðóêöèÿ
Kh êîíñòðóêöèÿ íà Õàëÿâèí
NR êîä íà Íîðäñòðîì-Ðîáèíñúí (1967)
RH êîíñòðóêöèÿ íà Ðàî-Õåìèíã
SZ ãðàíèöà íà Çàéäåí è Çåìàø (1966)
X4 êîíñòðóêöèÿ X4

2.2 Ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè

Â òîçè ïàðàãðàô å ðàçãëåäàíà êîíñòðóêöèÿ çà ïîëó÷àâàíå íà òàêà íàðå÷åíè-
òå ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè îò îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ çàäàäåíè ïàðàìåòðè
(n,M, τ). Òàçè êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿâà ìîùåí àïàðàò çà íàìèðàíå íà ðàçëè÷íè
âðúçêè ìåæäó ñïåêòðèòå íà äàäåí ìàñèâ è íà ïðîèçâîäíèòå ìó (ïîëó÷åíè îò íåãî)
îðòîãîíàëíè ìàñèâè. Áëàãîäàðåíèå íà òåçè çàâèñèìîñòè â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè
ñà ðàçðàáîòåíè àëãîðèòìè çà ðåäóöèðàíå íà áðîÿ íà âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè íà
èçõîäíèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Íåêà n, M è 2 ≤ τ < n ñà ôèêñèðàíè è C å (n,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, 2).
Íåêà c ∈ H(n, 2) å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî, îòíîñíî
êîÿòî ñïåêòúðúò íà ìàñèâà C å W = (w0, w1, . . . , wn) ∈ W (n,M, τ). Äà ïðåìàõíåì
ïðîèçâîëåí ñòúëá îò ìàñèâà C è äà ïðèåìåì, ÷å å ïðåìàõíàò `-òèÿò ñòúëá, 1 ≤ ` ≤ n.
Ïîëó÷åíàòà ìàòðèöà äà îçíà÷èì ñ C ′. Îò Ñâîéñòâî 6 íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè çíàåì,
÷å C ′ å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n−1,M, τ). Åäíîâðåìåííî ñ ïðåìàõâàíåòî íà
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`-òèÿ ñòúëá íà ìàñèâà C å ïðåìàõíàòà è `-òàòà êîîðäèíàòà íà òî÷êàòà c ∈ H(n, 2). Äà
îçíà÷èì ïîëó÷åíàòà òî÷êà c′ ∈ H(n−1, 2) è ñïåêòúðà íà ìàñèâà C ′ îòíîñíî íåÿ ñW ′ =
(w′0, w

′
1, . . . , w

′
n−1) ∈ W (n− 1,M, τ). Åäíà îò îñíîâíèòå öåëè â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè

å äà ñå ïîëó÷àò çàêîíîìåðíîñòè ìåæäó ñïåêòðèòå W è W ′ íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè
C è C ′ îòíîñíî òî÷êèòå c è c′, ñúîòâåòíî.

Çà èçñëåäâàíèÿòà â íàñòîÿùàòà ãëàâà å âàæíî äà ðàçãëåäàìå êàêâà å ðîëÿòà íà
ñúîòâåòíàòà òî÷êà c îòíîñíî êîÿòî ñå ïðåñìÿòà ñïåêòúðà íà ìàñèâà C. Ùå ðàçãëå-
äàìå äâåòå âúçìîæíîñòè çà íåÿ ñïðÿìî òîâà äàëè òÿ ïðèíàäëåæè íà ìàñèâà C èëè
å èçâúí íåãî. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å êîãàòî c å âúòðåøíà òî÷êà çà ìàñèâà C, òî
íîâîïîëó÷åíàòà òî÷êà c′ ñúùî å âúòðåøíà çà ìàñèâà C ′. Êîãàòî c å âúíøíà çà C
òî÷êà, íå çíàåì äàëè íîâîïîëó÷åíàòà òî÷êà c′ å âúòðåøíà èëè å âúíøíà çà C ′. Àêî
ñúùåñòâóâà äóìà îò îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C, êîÿòî ñå ðàçëè÷àâà åäèíñòâåíî â `-òàòà
ñè êîîðäèíàòà îò äóìàòà c ∈ H(n, 2), òîãàâà íîâîïîëó÷åíàòà òî÷êà c′ e âúòðåøíà çà
C ′. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé äóìàòà c′ íÿìà êàê äà áúäå ÷àñò îò ïðîèçâîäíèÿ ìàñèâ C ′, ò.å.
òÿ å âúíøíà çà íåãî äóìà.

Ôîðìàëíî çàïèñàíî ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ èçãëåæäàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Àêî W ∈
P (n,M, τ), òî âèíàãè W ′ ∈ P (n − 1,M, τ), äîêàòî àêî W ∈ Q(n,M, τ), òî W ′ ∈
W (n− 1,M, τ) = P (n− 1,M, τ)∪Q(n− 1,M, τ). Â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô ñà ïîëó÷åíè
çàâèñèìîñòè ìåæäó ìíîæåñòâàòà P (n,M, τ) è P (n− 1,M, τ), à â ïàðàãðàôè 2.4 è 2.5
ñà èçñëåäâàíè ìíîæåñòâàòà îò âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè W (n,M, τ) è W (n−
1,M, τ). Äîêàçàíè ñà òåîðåìè, êîèòî ïîêàçâàò ïðè êàêâè îáñòîÿòåëñòâà äàäåí åëåìåíò
îò P (n,M, τ) èëè W (n,M, τ) ìîæå äà áúäå îòõâúðëåí êàòî âúçìîæåí ñïåêòúð çà
ñúîòâåòíîòî ìíîæåñòâî. Â ðåçóëòàò íà òîâà ñà ïðåäñòàâåíè àëãîðèòìè çà ðåäóöèðàíå
íà áðîÿ íà åëåìåíòèòå â äâåòå ìíîæåñòâà.

Íåêà ïðåíàðåäèì ðåäîâåòå íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ, òàêà ÷å â ïúðâèòå M/2 ðåäà
`-òèòå êîîðäèíàòè äà ñà 0, à â îñòàíàëèòå M/2 ðåäà íà `-òà ïîçèöèÿ äà å ñèìâîëúò 1
(âèæ Êîíñòðóêöèÿ 2.2, ïî-äîëó). Ñëåä ïðåìàõâàíå íà `-òèÿ ñòúëá íà C îò Ñâîéñòâî 7
íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñëåäâà, ÷å ïúðâèòå M/2 ðåäà îáðàçóâàò îðòîãîíàëåí ìàñèâ
ñ ïàðàìåòðè (n−1,M/2, τ−1), êîéòî ùå îçíà÷àâàìå C0. Àíàëîãè÷íî, îñòàíàëèòåM/2
ðåäà ñúùî îáðàçóâàò (n−1,M/2, τ−1) îðòîãîíàëåí ìàñèâ, êîéòî ùå áåëåæèì C1. Òî-
ãàâà ñïåêòðèòå íà C0 è C1 ñïðÿìî òî÷êàòà c

′ òðÿáâà äà ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî
W (n− 1,M/2, τ − 1).

Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà îïèñàíàòà ïî-ãîðå ñõåìà å âèçóàëèçèðàíà â Êîíñòðóêöèÿ 2.2,
êàòî áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæå äà ñ÷èòàìå, ÷å ñìå ïðåìàõíàëè ïúðâèÿ
ñòúëá, ò.å. ` = 1.

Ïî-äîëó å âúâåäåíî ïîíÿòèåòî i-áëîê â äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, êîåòî ùå èãðàå
âàæíà ðîëÿ ïðè îõàðàêòåðèçèðàíåòî íà ñòðóêòóðàòà íà èçñëåäâàíèòå îðòîãîíàëíè
ìàñèâè.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Íåêà C å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, τ) è c å ïðî-
èçâîëíà òî÷êà îò H(n, 2). Çà âñÿêî ôèêñèðàíî ÷èñëî i ∈ {0, 1, . . . , n} ùå íàðè÷àìå
i-áëîê ñïðÿìî òî÷êàòà c ïîäìàòðèöàòà íà ìàñèâà C ñ ðàçìåðè wi × n, êîÿòî ñå
ñúñòîè îò âñè÷êè ðåäîâå íà C íà ðàçñòîÿíèå i îò òî÷êàòà c.

Äà îçíà÷èì ñ xi (yi) áðîÿ íà åäèíèöèòå (íóëèòå) âúâ ôèêñèðàí ñòúëá íà ìàñèâà
C, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà i-áëîêà ñïðÿìî òî÷êàòà c çà i ∈ {0, 1, . . . , n}.
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C ′ − (n− 1,M, τ)
W ′ = (w′0, . . . , w

′
n−1)︷ ︸︸ ︷

0
0
... C0 − (n− 1,M/2, τ − 1)
0
1
1
... C1 − (n− 1,M/2, τ − 1)
1︸ ︷︷ ︸

C − (n,M, τ)
W = (w0 . . . , wn)

Êîíñòðóêöèÿ 2.2.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å Òåîðåìà 1.4.4 äàâà âúçìîæíîñò äà ðàçãëåæäàìå W (n,M, τ)
êàòî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñïåêòðè íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñúîòâåòíèòå ïàðà-
ìåòðè ñïðÿìî êîÿ äà å åäíà ôèêñèðàíà òî÷êà, â ÷àñòíîñò ñïðÿìî íóëåâàòà äóìà
c = 0 ∈ H(n, 2). Ïðè òîâà ñëåä ïðåìàõâàíå íà ïðîèçâîëíà êîîðäèíàòà îò c = 0 äîñòè-
ãàìå âèíàãè äî íóëåâàòà äóìà c′ = 0 ∈ H(n− 1, 2). Îò òóê äî êðàÿ íà Ïàðàãðàô 2.3
çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà (êîãàòî ðàçãëåæäàìå âúòðåøíà òî÷êà îò ìàñèâà) ùå îïèñâàìå
ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè îòíîñíî c = 0 ∈ H(n, 2).

2.3 Àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà ñïåêòðèòå íà äâîè-

÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ îòíîñíî âúòðåøíà çà íåãî

òî÷êà

Íåêà å äàäåí (n,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ è äà ðàçãëåäàìå ïúðâàòà äóìà îò íåãî.
Îò Ñâîéñòâî 5 íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ìîæåì äà èçâúðøèì ïåðìóòàöèÿ 0→ 1, 1→
0 âúâ âñåêè ñòúëá ñ íåíóëåâà êîîðäèíàòà â ïúðâàòà äóìà íà ìàñèâà. Òàêà ïîëó÷àâàìå
ìàñèâ C ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè, êîéòî å èçîìîðôåí íà ïúðâîíà÷àëíèÿ îðòîãîíàëåí
ìàñèâ. Ïðè òîâà íóëåâàòà äóìà c = 0 âèíàãè å âúòðåøíà çà ìàñèâà C, ò.å. ñïåêòúðúò
íà C ñïðÿìî íåÿ ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî P (n,M, τ) è ùå ãî áåëåæèì ñ P =
(p0, p1, . . . , pn). Ïðè òîâà ïðè ïðåìàõâàíå íà `-òèÿ ñòúëá íà ìàñèâà C, òî÷êàòà c′ = 0
å âúòðåøíà çà ìàñèâà C ′. Ñïåêòúðúò íà C ′ îòíîñíî òî÷êàòà c′ = 0 ïðèíàäëåæè íà
ìíîæåñòâîòî P (n − 1,M, τ) è ùå ãî áåëåæèì ñ P ′ = (p′0, p

′
1, . . . , p

′
n−1). Ñëåäîâàòåëíî

ìîæåì äà îãðàíè÷èì òúðñåíåòî íà çàâèñèìîñòè âúðõó ìíîæåñòâàòà îò ñïåêòðè íà
ðàçãëåæäàíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñàìî îòíîñíî âúòðåøíè òî÷êè, â ÷àñòíîñò ñïðÿìî
òî÷êèòå c = 0 ∈ C è c′ = 0 ∈ C ′.

Èäåÿòà çà ñëåäâàùèòå äâå òåîðåìè ïúðâîíà÷àëíî å èçñëåäâàíà îò Áîéâàëåíêîâ è
Êóëèíà â [14]. Çà ïúëíîòà è ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà íà èçëîæåíèåòî òóê ñà ïðåäñòàâåíè
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è äîêàçàòåëñòâàòà èì. Ïðåç 2015 ãîäèíà èäåÿòà çà èçñëåäâàíå íà âðúçêèòå ìåæäó
ñïåêòðèòå íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ è ñïåêòðèòå íà ïîëó÷åíèòå îò íåãî ïðîèçâîäíè
îðòîãîíàëíè ìàñèâè áå äîðàçâèòà îò íàñ â ñúâìåñòíàòà íè ðàáîòà [15], [16]. Ïî-äîëó
ñà ïðåäñòàâåíè òåçè ðåçóëòàòè, ôîðìóëèðàíè ñ èçïîëçâàíèòå îò íàñ îçíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 2.3.1 Íåêà C ⊂ H(n, 2) å (n,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ, çà êîéòî P ∈
P (n,M, τ) å ñïåêòúð íà C ñïðÿìî òî÷êàòà c = 0 ∈ C. Íåêà c′ è C ′ ñà ïîëó÷åíè
ñúîòâåòíî îò c è C ñúãëàñíî Êîíñòðóêöèÿ 2.2, à P ′ ∈ P (n − 1,M, τ) å ñïåêòúð íà
C ′ îòíîñíî òî÷êàòà c′. Òîãàâà ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xi + yi = pi, i = 1, 2, . . . , n− 1
xi+1 + yi = p′i, i = 0, 1, . . . , n− 1
y0 = p0
xn = pn
xi, yi ∈ Z, xi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n

(2.1)

ñ íåèçâåñòíè xi, yi, i = 0, . . . , n èìà ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Äåôèíèöèÿ 2.2.1 ñà èçïúëíåíè òúæäåñòâàòà:

xi + yi = pi, i = 1, . . . , n− 1, xn = pn, y0 = p0.

Îò íà÷èíà íà ïîëó÷àâàíå íà C ′ å ÿñíî, ÷å ðåäîâåòå, êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå i îò
òî÷êàòà c′ = 0 ∈ C ′, ñà ñúâêóïíîñò îò òî÷êèòå íà ðàçñòîÿíèå i â C îòíîñíî c = 0
è íóëåâà êîîðäèíàòà íà ñúîòâåòíèÿ ïðåìàõíàò ñòúëá, çàåäíî ñ òåçè íà ðàçñòîÿíèå
i+ 1 â C ñïðÿìî c = 0 è êîîðäèíàòà 1 â ïðåìàõíàòèÿ ñòúëá. Ñ äðóãè äóìè, â ñèëà ñà
ðàâåíñòâàòà

xi+1 + yi = p′i, i = 0, 1, . . . , n− 1,

ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �

Çà äà áúäå P ∈ P (n,M, τ) ñïåêòúð íà îðòîãîíàëåí (n,M, τ) ìàñèâ, å íåîáõîäèìî
ñèñòåìàòà (2.1) îò Òåîðåìà 2.3.1 äà èìà ðåøåíèå çà ïîíå åäèí ñïåêòúð P ′ ∈ P (n −
1,M, τ).

Ñëåäñòâèå 2.3.2 Çà ôèêñèðàí âúçìîæåí ñïåêòúð P íà äâîè÷åí (n,M, τ) îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ C, àêî ñèñòåìà (2.1) íÿìà ðåøåíèå çà íèòî åäèí ñïåêòúð P ′ ∈
P (n − 1,M, τ), òîãàâà ñïåêòúðúò P ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåí îò ìíîæåñòâîòî
P (n,M, τ), ò.å. P 6∈ P (n,M, τ).

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, çà äàäåí ñïåêòúð P ∈ P (n,M, τ) ñúáèðàìå âñè÷êè âúçìîæíè
äâîéêè (P, P ′), êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà (2.1), êîãàòî P ′ ïðîáÿãâà ìíîæåñò-
âîòî P (n− 1,M, τ), ò.å. ïðè âñåâúçìîæíèòå îòðÿçâàíèÿ íà íÿêîé ñòúëá îò ìàñèâà C.
Çà âñÿêà äâîéêà èìàìå è ñúîòâåòíîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (2.1).

Â îïèñàíèòå â Òåîðåìà 2.3.1 îçíà÷åíèÿ íåêà

(x
(r)
0 = 0, x

(r)
1 , . . . , x(r)n ; y

(r)
0 , y

(r)
1 , . . . , y

(r)
n−1, y

(r)
n = 0), r = 1, . . . , s,

ñà âñè÷êè s íà áðîé ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà (2.1) çà âñåâúçìîæíèòå C ′, ïîëó÷åíè
îò C ïðè ïðåìàõâàíå íà íÿêîé íåãîâ ñòúëá. Çà âñÿêî r = 1, . . . , s äà îçíà÷èì ñ kr
áðîÿ íà ñòúëáîâåòå íà C, ñëåä ïðåìàõâàíåòî íà êîèòî ïîëó÷àâàìå r-òîòî ðåøåíèå íà
ñèñòåìàòà (2.1).
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Òåîðåìà 2.3.3 Íåêà P ∈ P (n,M, τ) äà å âúçìîæíîñò çà ñïåêòúð íà îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, τ) è P ′ ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî P (n − 1,M, τ). Àêî ñèñ-
òåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 +k2 + . . . +ks = n

k1x
(1)
1 +k2x

(2)
1 + . . . +ksx

(s)
1 = p1

k1x
(1)
2 +k2x

(2)
2 + . . . +ksx

(s)
2 = 2p2

...

k1x
(1)
n +k2x

(2)
n + . . . +ksx

(s)
n = npn

kr ∈ Z, kr ≥ 0, r = 1, 2 . . . , s

(2.2)

ñïðÿìî íåèçâåñòíèòå k1, k2, . . . , ks íÿìà ðåøåíèå, òîãàâà P ñëåäâà äà áúäå îòõâúð-
ëåí êàòî âúçìîæåí ñïåêòúð, ò.å. P 6∈ P (n,M, τ).

Äîêàçàòåëñòâî: Çà ôèêñèðàíî i äà ðàçãëåäàìå i-áëîêà ñïðÿìî òî÷êàòà c = 0.
Ñúãëàñíî Äåôèíèöèÿ 2.2.1 áðîÿò íà åäèíèöèòå â íåãî å òî÷íî ipi. Îò äðóãà ñòðàíà
çà âñåêè ôèêñèðàí ñòúëá íà ìàñèâà, êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å xi å òî÷íî áðîÿò íà
äóìèòå îò i-áëîêà, êîèòî èìàò 1 â òîçè ñòúëá, òî áðîÿò íà åäèíèöèòå â i-áëîêà å
ðàâåí ñúùî òàêà íà k1x

(1)
i + k2x

(2)
i + . . .+ ksx

(s)
i . Ñëåäîâàòåëíî, ñèñòåìàòà (2.2) òðÿáâà

äà èìà ðåøåíèå ïîíå çà åäíà äâîéêà îò ñïåêòðè (P, P ′). Àêî íÿìà ðåøåíèå, òîãàâà P
ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåí êàòî âúçìîæåí ñïåêòúð, ò.å. P 6∈ P (n,M, τ). �

Ãîðåîïèñàíèòå äâå òåîðåìè [14] îïðåäåëÿò çàâèñèìîñòèòå ìåæäó ñïåêòðèòå P è P ′

íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C è C ′ îòíîñíî âúòðåøíè çà ìàñèâèòå òî÷êè. Ñëåä ïðèëàãà-
íåòî èì, çà âñåêè ôèêñèðàí ñïåêòúð P ∈ P (n,M, τ) ñà íàìåðåíè âúçìîæíèòå äâîéêè
(P, P ′), êúäåòî P ′ ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî P (n − 1,M, τ). Öåëòà íà ïðèëàãàíåòî èì
áå äà ñå äîñòèãíå äî ïðàçíîòî ìíîæåñòâî, ñ êîåòî áèõìå ïîêàçàëè íåñúùåñòâóâàíå
íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ôèêñèðàíè ïàðàìåòðè. Çà ñúæàëåíèå ïîëó÷åíèòå â ãîðíè-
òå òåîðåìè îãðàíè÷åíèÿ íå ñå îêàçàõà äîñòàòú÷íè, çà äà ñå äîñòèãíå äî ïðàçíîòî
ìíîæåñòâî â íèòî åäèí îò îòâîðåíèòå ñëó÷àè êúì ìîìåíòà. Âúïðåêè òîâà áëàãî-
äàðåíèå íà ïðèëàãàíåòî èì áåøå çíà÷èòåëíî íàìàëåíà ìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî
P (n,M, τ). Êàêòî ïî-ãîðå áå ñïîìåíàòî â [16] íèå çàåäíî äîðàçâèõìå òåçè èçñëåäâà-
íèÿ êàòî àíàëèçèðàõìå âèäà íà ñïåêòðèòå íà íÿêîè äðóãè ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè
ìàñèâè, ïîëó÷åíè îò C. Â ðåçóëòàò, äîêàçàõìå îïèñàíèòå ïî-äîëó íîâè îãðàíè÷åíèÿ,
íà êîèòî òðÿáâà äà îòãîâàðÿò äâîéêèòå îò ñïåêòðè (P, P ′) è êîèòî âå÷å ñå îêàçàõà
äîñòàòú÷íè, çà äà ïîëó÷èì íîâè ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå (îïèñàíè â Ïàðàãðàô
2.8) íà íÿêîè îò îòâîðåíèòå ñëó÷àè íà âúçìîæíè ïàðàìåòðè çà äâîè÷íè îðòîãîíàëíè
ìàñèâè.

Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî Êîíñòðóêöèÿ 2.2 è ïîëó÷åíèòå îò îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C
ïðîèçâîäíè ìàñèâè C0 è C1. Òúé êàòî íóëåâàòà äóìà å îò îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C, òî
c′ = 0 ∈ C0 å âúòðåøíà òî÷êà çà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C0 è ñëåäîâàòåëíî ñïåêòúðúò
íà ìàñèâà C0 îòíîñíî òî÷êàòà c

′ òðÿáâà äà å îò ìíîæåñòâîòî P (n− 1,M/2, τ − 1). Îò
äðóãà ñòðàíà, ñïåêòúðúò íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1 ñïðÿìî íóëåâàòà äóìà íà ïðîñò-
ðàíñòâîòî H(n− 1, 2) íå å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí, ò.å. èìàìå ñàìî, ÷å òîçè ñïåêòúð å
îò ìíîæåñòâîòîW (n−1,M/2, τ−1). Çàòîâà ñå íàëàãà äà ïðîâåðèì äàëè ñúîòâåòíîòî
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w0 ≥ 1 èëè w0 = 0, çà äà ìîæåì äà êîíêðåòèçèðàìå êîãà ñïåêòúðúò íà îðòîãîíàëíèÿ
ìàñèâ C1 å îòíîñíî âúòðåøíà çà íåãî òî÷êà.

Ñëåäâàùèòå äâå òåîðåìè íè äàâàò ñïåêòðèòå íà C0 è C1 ñïðÿìî òî÷êàòà c
′ = 0 ∈

H(n−1, 2), ðàçãëåæäàíè åäèíñòâåíî â êîíòåêñòà íà ìíîæåñòâîòî îò âúòðåøíè òî÷êè
P (n − 1,M/2, τ − 1). Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà, ðåçóëòàòèòå ïúðâî ñà âèçóàëèçèðàíè â
Êîíñòðóêöèÿ 2.3.

C ′ − (n− 1,M, τ)
W ′ = (w′0, w

′
1, . . . , w

′
n−1)︷ ︸︸ ︷

0
0 Y = (y0, y1, . . . , yn−1)
... C0 − (n− 1,M/2, τ − 1)
0
1
1 X = (x1, x2, . . . , xn)
... C1 − (n− 1,M/2, τ − 1)
1︸ ︷︷ ︸

C − (n,M, τ)
W = (w0, w1, . . . , wn)

Êîíñòðóêöèÿ 2.3.

Òåîðåìà 2.3.4 Â îçíà÷åíèÿòà íà Òåîðåìà 2.3.1 ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

(à) Âåêòîðúò Y = (y0, y1, . . . , yn−1) å ñïåêòúð íà C0 ñïðÿìî âúòðåøíàòà çà ìàñèâà
òî÷êà c′, ò.å. Y ∈ P (n− 1,M/2, τ − 1).

(á) Àêî yn−1 ≥ 1, òî âåêòîðúò Y = (yn−1, yn−2, . . . , y0) å ñïåêòúð íà C0 îòíîñíî
âúòðåøíà çà ìàñèâà òî÷êà, ò.å. Y ∈ P (n− 1,M/2, τ − 1).

Äîêàçàòåëñòâî:

(à) Òúé êàòî íóëåâèÿò âåêòîð ñ äúëæèíà n−1 ïðèíàäëåæè íà C0, òî ñïåêòúðúò íà
òîçè ìàñèâ íà i-òà ïîçèöèÿ ñúäúðæà òî÷íî yi íà áðîé äóìè íà ðàçñòîÿíèå i îò
íóëåâàòà äóìà (âèæ Äåôèíèöèÿ 2.2.1). Òîãàâà âåêòîðúò Y = (y0, y1, . . . , yn−1) å
òîçè ñïåêòúð, ò.å. Y ∈ P (n− 1,M/2, τ − 1).

(á) Óñëîâèåòî yn−1 ≥ 1 îçíà÷àâà, ÷å C0 ñúäúðæà äóìàòà ñ äúëæèíà n − 1, êîÿòî
ñå ñúñòîè ñàìî îò åäèíèöè 1 = (11 . . . 1) ∈ H(n − 1, 2), ò.å. äîïúëíèòåëíàòà
íà íóëåâàòà äóìà. Ñïðÿìî òàçè òî÷êà 1 ëåñíî ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ñïåêòúðà
íà C0. Íàèñòèíà, íåêà a ∈ C0 å ïðîèçâîëíà òî÷êà ñ òî÷íî i íà áðîé 1 çà ñâîè
êîîðäèíàòè. Òîãàâà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó 1 è òî÷êàòà a ∈ C0 å òî÷íî (n− 1)− i.
Òîâà ïîêàçâà, ÷å ñïåêòúðúò íà 1 ñïðÿìî C0 å èìåííî Y = (yn−1, yn−2, . . . , y0),
ò.å. Y ∈ P (n− 1,M/2, τ − 1). �
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Áëàãîäàðåíèå íà òàçè òåîðåìà ïîëó÷àâàìå ïúðâîòî íîâî óñëîâèå åäíà äâîéêà îò
ñïåêòðè (P, P ′) äà å âúçìîæíà êîìáèíàöèÿ çà ñïåêòðè íà îðòîãîíàëåí ìàñèâ C è íà
íåãîâèÿ ïðîèçâîäåí C ′.

Ñëåäñòâèå 2.3.5 Â îçíà÷åíèÿòà íà Òåîðåìà 2.3.1 ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

(à) Àêî Y = (y0, y1, . . . , yn−1) 6∈ P (n− 1,M/2, τ − 1), òî äâîéêàòà (P, P ′) ñëåäâà äà
áúäå îòõâúðëåíà.

(á) Àêî yn−1 ≥ 1 è âåêòîðúò Y = (yn−1, yn−2, . . . , y0) 6∈ P (n − 1,M/2, τ − 1), òî
äâîéêàòà (P, P ′) ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Ðàçãëåæäàéêè îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1, å â ñèëà ïîäîáíà òåîðåìà. Áëàãîäàðåíèå
íà íåÿ óñïÿâàìå äà ïîëó÷èì íîâè óñëîâèÿ êîãà äâîéêàòà (P, P ′) ùå áúäå âúçìîæíà
êîìáèíàöèÿ çà ñïåêòðè íà C è C ′, ñúîòâåòíî.

Òåîðåìà 2.3.6 Â îçíà÷åíèÿòà íà Òåîðåìà 2.3.1 ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

(à) Àêî x1 ≥ 1, òî âåêòîðúò X = (x1, x2, . . . , xn) å ñïåêòúð íà íÿêîÿ âúòðåøíà
òî÷êà íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1, ò.å. X ∈ P (n− 1,M/2, τ − 1).

(á) Àêî xn ≥ 1, òî âåêòîðúò X = (xn, xn−1, . . . , x1) å ñïåêòúð íà âúòðåøíà òî÷êà
íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1, ò.å. X ∈ P (n− 1,M/2, τ − 1).

Äîêàçàòåëñòâî:

(à) Óñëîâèåòî x1 ≥ 1 îçíà÷àâà, ÷å C1 ñúäúðæà íóëåâàòà äóìà c
′ = 0 ∈ H(n− 1, 2).

Òîãàâà ñúîòâåòíèÿò ñïåêòúð íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1 íà i-òà ïîçèöèÿ ñúäúðæà
áðîÿ íà äóìèòå íà ðàçñòîÿíèå i îò íóëåâàòà äóìà c′, êîåòî ñúãëàñíî Äåôèíèöèÿ
2.2.1 ïîêàçâà, ÷å òîçè ñïåêòúð å X = (x1, x2, . . . , xn), ò.å. X ∈ P (n−1,M/2, τ−1).

(á) Íåêà èìàìå xn ≥ 1. Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî C1. Â òîçè ñëó÷àé C1 ñúäúðæà âåê-
òîðà 1 ∈ H(n− 1, 2). Ñïåêòúðúò íà ìàñèâà C1 îòíîñíî äóìàòà 1 ëåñíî ìîæå äà
áúäå ïðåñìåòíàò ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí êàêòî áå íàïðàâåíî â äîêàçàòåëñòâîòî íà
ïîäóñëîâèå (á) íà Òåîðåìà 2.3.4. Ïî-òî÷íî, íåêà a ∈ C1 å ïðîèçâîëíà òî÷êà ñ
òî÷íî i íà áðîé 1 çà ñâîè êîîðäèíàòè. Òîãàâà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó 1 è òî÷êàòà
a ∈ C1 å òî÷íî (n− 1)− i. Ñëåäîâàòåëíî ñïåêòúðúò íà C1 îòíîñíî òî÷êàòà 1 å
òî÷íî X = (xn, xn−1, . . . , x1), ò.å. X ∈ P (n− 1,M/2, τ − 1). �

Òâúðäåíèÿòà îò Òåîðåìà 2.3.6 âîäÿò äî ñëåäâàùèòå îãðàíè÷åíèÿ âúðõó äâîéêàòà
(P, P ′), êîãà òÿ ùå áúäå âúçìîæíà êîìáèíàöèÿ çà ñïåêòðè íà C è C ′, ñúîòâåòíî.

Ñëåäñòâèå 2.3.7 Â îçíà÷åíèÿòà íà Òåîðåìà 2.3.1 ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

(à) Àêî x1 ≥ 1 è âåêòîðúò X = (x1, x2, . . . , xn) 6∈ P (n−1,M/2, τ −1), òî äâîéêàòà
(P, P ′) ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

(á) Àêî xn ≥ 1 è âåêòîðúò X = (xn, xn−1, . . . , x1) 6∈ P (n − 1,M/2, τ − 1), òî äâîé-
êàòà (P, P ′) ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.
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Âúç îñíîâà íà òåîðåìèòå è ñëåäñòâèÿòà, îïèñàíè ïî-ãîðå â òîçè ïàðàãðàô, å ðàçðà-
áîòåí àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà áðîÿ íà åëåìåíòèòå (âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè)
â ìíîæåñòâîòî P (n,M, τ). Ïîêàçàõìå, ÷å òîâà ìíîæåñòâî å ïðÿêî ñâúðçàíî ñ ìíî-
æåñòâàòà îò ñïåêòðè P (n− 1,M, τ) è P (n− 1,M/2, τ − 1). Àêî óñïååì äà èçêëþ÷èì
âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè îò ìíîæåñòâîòî P (n,M, τ), ò.å. ïîêàæåì, ÷å òîâà
ìíîæåñòâî å ïðàçíîòî, òî ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïà-
ðàìåòðè (n,M, τ) íå ñúùåñòâóâà. Àëãîðèòúìúò å îïèñàí ïîäðîáíî, êàòî íàâñÿêúäå å
îòáåëÿçàíî êîíêðåòíàòà èçïîëçâàíà òåîðåòè÷íà îáîñíîâêà.

Algorithm 1 � Àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè P (n,M, τ)
îòíîñíî âúòðåøíè òî÷êè íà äâîè÷åí îðòîãîíàëåí (n,M, τ) ìàñèâ:

1. Ãåíåðèðàìå ïîñðåäñòâîì Òåîðåìà 1.4.1 ïîñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâàòà îò ñïåêòðè
P (τ,M, τ), P (τ + 1,M, τ), . . ., P (n,M, τ) è P (τ − 1,M/2, τ − 1), P (τ,M/2, τ − 1),
. . ., P (n− 1,M/2, τ − 1).

2. Íåêà i = τ+1, . . . , n è çà âñÿêî ôèêñèðàíî i èçñëåäâàìå ìíîæåñòâîòî P (i,M, τ).

3. Ôèêñèðàìå ñïåêòúð P îò ìíîæåñòâîòî P (i,M, τ) è ðàçãëåæäàìå Êîíñòðóêöèÿ
2.3.

4. Çà âñÿêà äâîéêà (P, P ′), êúäåòî P ′ ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî P (i− 1,M, τ), ïðèëà-
ãàìå Òåîðåìà (2.3.1) è â ðåçóëòàò îòñÿâàìå âúçìîæíèòå äâîéêè (P, P ′).

5. Àêî íå ñúùåñòâóâàò âúçìîæíè äâîéêè (P, P ′), îò Ñëåäñòâèå 2.3.2 çàêëþ÷àâàìå,
÷å P 6∈ P (i,M, τ) è àëãîðèòúìúò ïðîäúëæàâà ñúñ ñòúïêà 3.

6. Çà âñÿêà åäíà âúçìîæíà äâîéêà (P, P ′) ïðîâåðÿâàìå óñëîâèÿòà îò Ñëåäñòâèå
2.3.5 è Ñëåäñòâèå 2.3.7 è â ðåçóëòàò ðåäóöèðàìå ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå
äâîéêè.

7. Àêî íå ñúùåñòâóâàò âúçìîæíè äâîéêè (P, P ′), ñëåäâà, ÷å P 6∈ P (i,M, τ).

8. Çà îñòàíàëèòå ñëåä ñòúïêà 7 âúçìîæíè äâîéêè (P, P ′) ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.3.3.
Àêî ñèñòåìàòà (2.2) îò Òåîðåìà 2.3.3 íÿìà íèòî åäíî ðåøåíèå, òîãàâà èçêëþ÷-
âàìå ñïåêòúðà P îò ìíîæåñòâîòî P (i,M, τ).

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé P å âúçìîæåí ñïåêòúð è çàåäíî ñ íåãî ñà ïîëó÷åíè âñè÷êè
âúçìîæíè äâîéêè ñïåêòðè (P, P ′), çà P ′ ∈ P (n− 1,M, τ).

Òîçè àëãîðèòúì å äîñòàòú÷íî äîáúð ïðè îòíîñèòåëíî ìàëêè ñòîéíîñòè íà (n,M, τ).
Êîãàòî ïðèëàãàíåòî ìó âîäè äî P (n,M, τ) = ∅, èìàìå, ÷å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ
çàäàäåíèòå ïàðàìåòðè íå ñúùåñòâóâà. Â îñòàíàëèòå ñëó÷àè ïîëó÷àâàìå ìíîæåñòâî-
òî P (n,M, τ) îò âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè íà (n,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ îòíîñíî
âúòðåøíèòå çà ìàñèâà òî÷êè. Âñè÷êè ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå, êàêòî è íÿêîè
êîíêðåòíè ïðèìåðè ñà ïîêàçàíè â Ïàðàãðàô 2.8.

Òîçè ïàðàãðàô å íàïèñàí âúç îñíîâà íà ñëåäíèòå äâå ïóáëèêàöèè [16].
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2.4 Îñíîâåí àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà ñïåêòðèòå

íà äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ

Â Àëãîðèòúì 1 îò Ïàðàãðàô 2.3 ñå ðàçãëåæäà åäèíñòâåíî ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè
ñïðÿìî âúòðåøíà òî÷êà çà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Òîâà å ïðåäèìñòâî, êîãàòî ñå
ðàáîòè âúðõó ìíîæåñòâà ñ îòíîñèòåëíî ìàëêà ìîùíîñò, ïðè êîåòî àëãîðèòúìúò å
ñ äîñòàòú÷íî äîáðî áúðçîäåéñòâèå. Îò äðóãà ñòðàíà, ïðè èçñëåäâàíåòî åäèíñòâåíî
íà ìíîæåñòâîòî P (n,M, τ) è ïîëó÷åíèòå îò íåãî ïî Êîíñòðóêöèÿ 2.3 ìíîæåñòâà îò
ñïåêòðè íà ïðîèçâîäíèòå ìó ìàñèâè ñàìî îòíîñíî âúòðåøíà òî÷êà, å ÿñíî, ÷å íå ñå
èçïîëçâàò âñè÷êè íàëè÷íè çàâèñèìîñòè ìåæäó ñïåêòðèòå íà èçñëåäâàíèòå ìàñèâè.
Ïî òîçè íà÷èí ñå ãóáÿò ÷àñò îò îòñÿâàíèÿòà â àëãîðèòúìà, òúé êàòî íå ñå ïðîâåðÿâàò
âñè÷êè îãðàíè÷åíèÿ, êîèòî íà ïðàêòèêà âå÷å ñìå ïîëó÷èëè.

Â ïàðàãðàô 2.4 ñà îáîáùåíè íàøèòå èçñëåäâàíèÿòà âúðõó ìíîæåñòâîòîW (n,M, τ)
= P (n,M, τ)∪Q(n,M, τ) îò âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà äàäåí äâîè÷åí îðòî-
ãîíàëåí (n,M, τ) ìàñèâ C (îòíîñíî âúòðåøíè è âúíøíè çà ìàñèâà òî÷êè). Â ðåçóëòàò
å ðàçðàáîòåí ðàçøèðåí àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñ-
òâîòî W (n,M, τ), ïîäðîáíî îïèñàí â êðàÿ íà òîçè ïàðàãðàô.

Äà îòáåëåæèì, ÷å ïúðâîíà÷àëíîòî ìíîæåñòâî W (n,M, τ), êîåòî ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç
ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå îò Òåîðåìà 1.4.1, ïðèòåæàâà çíà÷èòåëíî ïî-ãîëÿìà ìîùíîñò
ñïðÿìî èçñëåäâàíîòî â Ïàðàãðàô 2.3 ìíîæåñòâî P (n,M, τ). Ïðè ïî-ãîëÿì áðîé ñòúë-
áîâå n, êàêòî è ïðè ñòîéíîñòè íà n, çíà÷èòåëíî ïî-ãîëåìè îò ñòîéíîñòòà íà τ , ìîù-
íîñòòà íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ) ðàñòå ïðåêàëåíî áúðçî. Òîâà ïðàâè àëãîðèòìèòå,
îïèñàíè â òîçè è â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô, äà íå ñà ïðèëîæèìè âèíàãè íà ïðàêòèêà.
Çàòîâà òåçè àëãîðèòìè ùå áúäàò èçïîëçâàíè çà èçñëåäâàíå íà ïî-êúñè ðåäèöè îò ìíî-
æåñòâà îò ñïåêòðè W (τ,M, τ), W (τ + 1,M, τ), . . . , W (n,M, τ), êàêòî è çà ìíîæåñòâà
ñ îòíîñèòåëíî ïî-ìàëêà ìîùíîñò |W (n,M, τ)|.

Çàáåëåæêà 2.4.1 Äà çàáåëåæèì, ÷å â Äåôèíèöèÿ 2.2.1 íà i-áëîê íÿìà îãðàíè÷å-
íèå òî÷êàòà c äà áúäå âúòðåøíà çà èçñëåäâàíèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Òîâà íè äàâà
âúçìîæíîñò äà èçïîëçâàìå âñè÷êè ôàêòè, ñâúðçàíè ñ ðàçãëåæäàíå íà òî÷êèòå îò
äàäåí i-áëîê, ðàáîòåéêè îòíîñíî ïðîèçâîëíà òî÷êà c ∈ H(n, 2), ò.å. äà èçñëåäâàìå
ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ) îò âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà äàäåí W (n,M, τ)
îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Íåêà C å (n,M, τ) äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, c ∈ H(n, 2) å ïðîèçâîëíà òî÷êà è
îò òÿõ ñà ïîëó÷åíè ñúîòâåòíèÿò îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ′ ñ ïàðàìåòðè (n − 1,M, τ) è
òî÷êà c′ ∈ H(n−1, 2). Çàáåëåæêà 2.4.1 íè äàâà âúçìîæíîñò äà îáîáùèì Òåîðåìà 2.3.1
è Òåîðåìà 2.3.3 êàòî ðàçãëåæäàìå ñïåêòðèòå íà èçñëåäâàíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè C
è C ′ îòíîñíî ïðîèçâîëíèòå òî÷êè c è c′ (ñúîòâåòíî), ò.å. äà èçñëåäâàìå ñúîòâåòíèòå
ìíîæåñòâà îò âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè W (n,M, τ) è W (n− 1,M, τ).

Â ñèëà å ñëåäíîòî òâúðäåíèå, êîåòî îáîáùàâà Òåîðåìà 2.3.1 îòíîñíî ïðîèçâîëíà
òî÷êà c ∈ H(n, 2).

Òåîðåìà 2.4.2 Íåêà C ⊂ H(n, 2) å (n,M, τ) äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, çà êîéòî
W ∈ W (n,M, τ) å ñïåêòúð íà C ñïðÿìî ïðîèçâîëíà òî÷êàòà c ∈ H(n, 2). Íåêà
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c′ ∈ H(n − 1, 2) è C ′ ñà ïîëó÷åíè ñúîòâåòíî îò c è C ñúãëàñíî Êîíñòðóêöèÿ 2.3, à
W ′ ∈ W (n−1,M, τ) å ñïåêòúð íà ìàñèâà C ′ îòíîñíî òî÷êàòà c′. Òîãàâà ñèñòåìàòà
ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xi + yi = wi, i = 1, 2, . . . , n− 1
xi+1 + yi = w′i, i = 0, 1, . . . , n− 1
y0 = w0

xn = wn
xi, yi ∈ Z, xi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n

. (2.3)

ñ íåèçâåñòíè X = (x1, x2, . . . , xn−1, xn) è Y = (y0, y1, . . . , yn−1) èìà åäèíñòâåíî ðåøå-
íèå îò âèäà

X = (w′0 − w0,

1∑
j=0

(w′j − wj), . . . ,
n−2∑
j=0

(w′j − wj), wn),

Y = (w0, w1 − (w′0 − w0), w2 −
1∑
j=0

(w′j − wj), . . . , wn−1 −
n−2∑
j=0

(w′j − wj)).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å âåêòîðèòå X è Y óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíå-
íèÿòà íà ñèñòåìàòà (2.3) è ñà íåéíî ðåøåíèå, å àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà
Òåîðåìà 2.3.1 êàòî îò÷åòåì Çàáåëåæêà 2.4.1 è ðàáîòèì ñúîòâåòíî ñúñ ñïåêòðèòå W è
W ′. Äà íàïîìíèì îùå, ÷å îò äåôèíèöèèòå íà xi è yi å ÿñíî, ÷å ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà
x0 = 0 è yn = 0. Ïî-íàòàòúê, äà çàáåëåæèì, ÷å ñèñòåìàòà (2.3) ìîæå äà ñå çàïèøå â
ñëåäíèÿ åêâèâàëåíòåí âèä∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yi = wi − xi, i = 1, 2, . . . , n− 1
xi+1 = w′i − yi, i = 0, 1, . . . , n− 1
y0 = w0

xn = wn
xi, yi ∈ Z, xi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n

. (2.4)

è ñëåä çàìåñòâàíå íà yi ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
yi = wi − xi, i = 1, 2, . . . , n− 1
xi+1 = w′i − wi − xi, i = 0, 1, . . . , n− 1
y0 = w0

xn = wn
xi, yi ∈ Z, xi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n

. (2.5)

Ñåãà äîêàçàòåëñòâîòî çà âèäà íà xi =
∑i−1

j=0(w
′
j − wj), i = 1, 2, . . . , n ùå ïîëó÷èì ñ

èíäóêöèÿ. Äåéñòâèòåëíî, îò âòîðîòî óðàâíåíèå íà (2.5) èìàìå, ÷å x1 = w′0 − w0, òúé
êàòî x0 = 0. Íåêà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà xi çà i < n è äà ðàçãëåäàìå
xi+1. Îòíîâî îò âòîðîòî óðàâíåíèå íà ñèñòåìà (2.5) çíàåì, ÷å xi+1 = w′i−wi− xi è îò
èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ïîëó÷àâàìå:

xi+1 = (w′i − wi)−
i−1∑
j=0

(w′j − wj) =
i∑

j=0

(w′j − wj).
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Äà çàáåëåæèì, ÷å êàòî èçïîëçâàìå î÷åâèäíèòå ðàâåíñòâà
∑n−1

j=0 w
′
j = M è

∑n
j=0wj =

M , çà âèäà íà xn ïîëó÷àâàìå îùå, ÷å

xn =
n−1∑
j=0

(w′j − wj) = M − (M − wn) = wn.

Ñëåäîâàòåëíî, X = (w′0 − w0,
∑1

j=0(w
′
j − wj), . . . ,

∑n−2
j=0 (w′j − wj), wn). Êàòî çàìåñòèì

ïîëó÷åíèòå xi â ñúîòâåòíèòå yi, çà i = 1, 2, . . . , n − 1, åäíîçíà÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å
Y = (w0, w1− (w′0−w0), w2−

∑1
j=0(w

′
j−wj), . . . , wn−1−

∑n−2
j=0 (w′j−wj)). Ñëåäîâàòåëíî,

ñèñòåìàòà (2.3) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. �

Äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè ôèêñèðàíè ñïåêòðè W ∈ W (n,M, τ) è W ′ ∈ W (n− 1,M, τ)
íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C è C ′ ñúîòâåòíî, ñèñòåìàòà (2.3) ìîæå äà áúäå çàïèñàíà
è â ñëåäíèÿ åêâèâàëåíòåí âåêòîðåí âàðèàíò îòíîñíî íåèçâåñòíèòå âåêòîðè X è Y :∣∣∣∣ X + Y = W ′

(0, X) + (Y, 0) = W
. (2.6)

Â ñèëà å ñëåäíîòî òâúðäåíèå, îò ïðèëàãàíåòî íà êîåòî ìîæåì îòíîâî äà ðåäóöè-
ðàìå åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ).

Ñëåäñòâèå 2.4.3 Çà ôèêñèðàí âúçìîæåí ñïåêòúð W íà (n,M, τ) îðòîãîíàëåí ìà-
ñèâ C, àêî ñèñòåìàòà (2.3) íÿìà ðåøåíèå çà íèòî åäèí ñïåêòúðW ′ ∈ W (n−1,M, τ),
òîãàâà åëåìåíòúò W ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåí îò ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ), ò.å.
W 6∈ W (n,M, τ).

Îò Òåîðåìà 2.4.2 è Ñëåäñòâèå 2.4.3 îñâåí, ÷å ñå îòõâúðëÿò ÷àñò îò åëåìåíòèòå îò
ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðèW (n,M, τ), ñå ïîëó÷àâàò è âñè÷êè âúçìîæíè äâîéêè ñïåêòðè
(W,W ′), êîãàòî W ′ ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî W (n − 1,M, τ). Òåçè äâîéêè ïîäëåæàò
íà ïî-íàòàòúøíà ïðîâåðêà êîè îò òÿõ óäîâëåòâîðÿâàò îãðàíè÷åíèÿòà, ïîëó÷åíè ïðè
èçñëåäâàíå íà ñïåêòðèòå íà äðóãè ìàñèâè, êîèòî ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò â Êîíñòðóêöèÿ
2.3.

Äà íàïîìíèì, ÷å àêî C ⊂ H(n, 2) å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, τ) è
ñïåêòúð W îòíîñíî ïðîèçâîëíà òî÷êà c ∈ H(n, 2), òî ñ C îçíà÷èõìå îðòîãîíàëíèÿ
(n,M, τ) ìàñèâ, ïîëó÷åí îò C ïðè ïåðìóòàöèÿòà (0→ 1, 1→ 0) âúâ âñåêè ñòúëá íà C.
Íàðåêîõìå ìàñèâà C äîïúëíèòåëåí íà ìàñèâà C è îçíà÷èõìå ñïåêòúðà íà C îòíîñíî
òî÷êàòà c ∈ H(n, 2) ñ W . Â ñèëà å ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 2.4.4 Àêî W = (w0, w1, . . . , wn) å ñïåêòúð íà (n,M, τ) äâîè÷åí îðòîãîíà-
ëåí ìàñèâ C îòíîñíî êîÿ äà å òî÷êà c ∈ H(n, 2), òîãàâà W = (wn, wn−1, . . . , w0) å
ñïåêòúðúò íà C îòíîñíî òî÷êàòà c, ò.å. âåêòîðèòå W è W åäíîâðåìåííî ïðèíàä-
ëåæàò íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà W = (w0, w1, . . . , wn) å ñïåêòúð íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ
C îòíîñíî òî÷êàòà c ∈ H(n, 2). Ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà C âñÿêà äóìà îò C, êîÿòî
å íà ðàçñòîÿíèå i ñïðÿìî òî÷êàòà c, ñå ïðåîáðàçóâà äî äóìà îò C íà ðàçñòîÿíèå
n − i îòíîñíî c. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñïåêòúðúò íà C îòíîñíî c ∈ H(n, 2) èìà âèäà
W = (wn, wn−1, . . . , w0). Ñëåäîâàòåëíî, âåêòîðèòåW èW åäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàò
íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ). �
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Ñëåäñòâèå 2.4.5 Àêî ñïåêòúð W = (w0, w1, . . . , wn) å òàêúâ, ÷å âåêòîðúò W =
(wn, wn−1, . . . , w0) 6∈ W (n,M, τ), òî W ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåí îò ìíîæåñòâîòî
W (n,M, τ), ò.å. W 6∈ W (n,M, τ).

Ïðèëàãàíåòî íà Ñëåäñòâèå 2.4.5 ïîåòàïíî â ðàçøèðåíèÿ íè àëãîðèòúì, âîäè íå
ñàìî äî ïî-ëåñíî îòõâúðëÿíå íà âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè îò ìíîæåñòâîòîW (n,M, τ),
íî è äî ïî-ãîëÿìî áúðçîäåéñòâèå íà íîâèÿ àëãîðèòúì, òúé êàòî ïî òîçè íà÷èí ñå
ñïåñòÿâàò ÷àñò îò êîíñòðóèðàíèÿòà íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà (2.3) è àíàëèçèðàíåòî
íà ñúîòâåòíèòå äâîéêè ïðè ïðèëàãàíå íà Òåîðåìà 2.4.2.

Êàêòî âå÷å îòáåëÿçàõìå â êðàÿ íà ïàðàãðàô 2.1 èìàìå, ÷å îò ñâîÿ ñòðàíà âåêòî-
ðúò W = (wn, wn−1, . . . , w0) ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàí è êàòî ñïåêòúð íà ìàñèâà C
îòíîñíî äîïúëíèòåëíàòà íà c ∈ H(n, 2) òî÷êà, à èìåííî îòíîñíî òî÷êàòà c ∈ H(n, 2).
Àíàëîãè÷íî, âåêòîðúò W å ñïåêòúð íà C îòíîñíî òî÷êàòà c.

Âúðõó îðòîãîíàëíèÿ (n−1,M, τ) ìàñèâ C ′, ïîëó÷åí îò Êîíñòðóêöèÿ 2.3, ìîãàò äà
áúäàò äîêàçàíè ñúîòâåòíè àíàëîçè íà Òåîðåìà 2.4.4 è Ñëåäñòâèå 2.4.5 çà ìíîæåñòâîòî
W (n− 1,M, τ). Â ðåçóëòàò íà òîâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.4.6 Àêî W ′ = (w′0, w
′
1, . . . , w

′
n−1) å ñïåêòúð íà C ′, òîãàâà è ñúîòâåò-

íèÿò ìó W ′ = (w′n−1, w
′
n−2, . . . , w

′
0) å ñïåêòúð íà C ′, ò.å. W ′ è W ′ ïðèíàäëåæàò

åäíîâðåìåííî íà ìíîæåñòâîòî W (n− 1,M, τ).

Ñëåäñòâèå 2.4.7 Àêî ñïåêòúðW ′ å òàêúâ, ÷å âåêòîðúòW ′ 6∈ W (n−1,M, τ), òîW ′

ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåí îò ìíîæåñòâîòî W (n−1,M, τ), ò.å. W 6∈ W (n−1,M, τ).

Â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô ðàçãëåäàõìå ïðîèçâîäíèòå íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C îð-
òîãîíàëíè (n−1,M/2, τ−1) ìàñèâè C0 è C1. Â Òåîðåìè 2.3.4 è 2.3.6 áåøå åäíîçíà÷íî
íàìåðåí âèäúò íà ñïåêòðèòå èì ñïðÿìî âúòðåøíà òî÷êà c. Ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè
îáîáùåíèÿ çà âèäà íà ñïåêòðèòå íà C0 è C1 îòíîñíî ïðîèçâîëíà òî÷êà îò H(n, 2),
áàçèðàíè íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìà (2.3).

Òåîðåìà 2.4.8 Â îçíà÷åíèÿòà íà Òåîðåìà 2.4.2, âåêòîðúò

Y = (y0, y1, . . . , yn−1)

= (w0, w1 − (w′0 − w0), w2 −
1∑
j=0

(w′j − wj), . . . , wn−1 −
n−2∑
j=0

(w′j − wj))

= (w0,

n−2∑
j=0

(w′n−1−j − wn−j), . . . ,
1∑
j=0

(w′n−1−j − wn−j), w′n−1 − wn)

e ñïåêòúð íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C0 îòíîñíî òî÷êàòà c
′ ∈ H(n − 1, 2), ò.å. Y ∈

W (n− 1,M/2, τ − 1).

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåä ïðåìàõâàíåòî íà ïúðâèÿ ñòúëá íà C ñà íàëèöå ñëåäíèòå
äâå âúçìîæíîñòè:

èëè y0 ≥ 1, ò. å. òî÷êàòà c′ å âúòðåøíà çà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C0, è ñëåäîâàòåëíî
Y ∈ P (n− 1,M/2, τ − 1) (òîâà å Òåîðåìà 2.3.4 (a));
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èëè y0 = 0, ò. å. òî÷êàòà c′ å âúíøíà çà ìàñèâà C0 è ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñëåäâà,
÷å Y ∈ Q(n− 1,M/2, τ − 1).

Â äâàòà ñëó÷àÿ íàêðàÿ ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.4.2, îòêúäåòî èìàìå ïúðâîòî ïðåä-
ñòàâÿíå íà âåêòîðà Y . Âòîðîòî åêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâÿíå íà âåêòîðà Y å â ðåçóëòàò
íà çàìåñòâàíå íà ñëåäíèòå äâå î÷åâèäíè òúæäåñòâà

∑n−1
j=0 w

′
j = M ,

∑n
j=0wj = M è

êðàòêè ïðåîáðàçóâàíèÿ. �

Òåîðåìà 2.4.9 Âåêòîðúò Y = (yn−1, yn−2, . . . , y0) e ñïåêòúð íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ
C0 îòíîñíî c

′, ò.å. Y ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1).

Äîêàçàòåëñòâî: Òàçè òåîðåìà å äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 2.4.8 è Òåîðåìà
2.4.4, ïðèëîæåíè âúðõó îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C0, êîéòî å ïîëó÷åí îò îðòîãîíàëíèÿ
ìàñèâ C (âèæ Êîíñòðóêöèÿ 2.3). �

Çàáåëåæêà 2.4.10 Â Òåîðåìà 2.4.9 ñà íàëèöå ñëåäíèòå äâå âúçìîæíîñòè:
èëè yn−1 ≥ 1 è òîãàâà Y ∈ P (n− 1,M/2, τ − 1) (òîâà å Òåîðåìà 2.3.4 (á) );
èëè yn−1 = 0 è òîãàâà Y ∈ Q(n− 1,M/2, τ − 1).

Ñëåäñòâèå 2.4.11 Àêî Y 6∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) èëè Y 6∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) äâîé-
êàòà (W,W ′), îò êîÿòî ñà ïîëó÷åíè ïî Òåîðåìà 2.4.2, ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Àíàëîãè÷íî çà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1 ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.4.12 Â îçíà÷åíèÿòà íà Òåîðåìà 2.4.2, âåêòîðúò

X = (x1, x2, . . . , xn)

= (w′0 − w0,
1∑
j=0

(w′j − wj), . . . ,
n−2∑
j=0

(w′j − wj), wn)

= (w1 −
n−2∑
j=0

(w′n−1−j − wn−j), . . . , wn−1 − (w′n−1 − wn), wn)

e ñïåêòúð íà ìàñèâà C1 îòíîñíî òî÷êàòà c
′, ò.å. X ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1).

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåä ïðåìàõâàíåòî íà ïúðâèÿ ñòúëá íà C ñà íàëèöå ñëåäíèòå
äâå âúçìîæíîñòè:

èëè x1 ≥ 1, ò. å. òî÷êàòà c′ å âúòðåøíà çà ìàñèâà C1 è ñëåäîâàòåëíî X ∈ P (n −
1,M/2, τ − 1) (òîâà å Òåîðåìà 2.3.6 (à));

èëè x1 = 0, ò. å. òî÷êàòà c′ å âúíøíà çà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1 è ñëåäîâàòåëíî
X ∈ Q(n− 1,M/2, τ − 1);

Â äâàòà ñëó÷àÿ íàêðàÿ ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.4.2, îòêúäåòî èìàìå ïúðâîòî ïðåä-
ñòàâÿíå íà âåêòîðà X. Âòîðîòî åêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâÿíå íà âåêòîðà X å â ðåçóëòàò
íà ïðèëàãàíåòî íà Òåîðåìà 2.4.8, ò.å. çàìåñòâàíåòî íà êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðà Y
(îò âòîðîòî ìó ïðåäñòàâÿíå) â ðàâåíñòâàòà xi = wi − yi, çà i = 1, ..., n − 2 è êðàòêè
ïðåîáðàçóâàíèÿ. �
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Òåîðåìà 2.4.13 Âåêòîðúò X = (xn, xn−1, . . . , x1) e ñïåêòúð íà ìàñèâà C1 îòíîñíî
òî÷êàòà c′, ò.å. X ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1).

Äîêàçàòåëñòâî: Òàçè òåîðåìà å äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 2.4.12 è Òåîðåìà
2.4.4, ïðèëîæåíè âúðõó îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1, êîéòî å ïîëó÷åí îò îðòîãîíàëíèÿ
ìàñèâ C (âèæ Êîíñòðóêöèÿ 2.3). �

Çàáåëåæêà 2.4.14 Â Òåîðåìà 2.4.13 ñà íàëèöå ñëåäíèòå äâå âúçìîæíîñòè:
èëè xn ≥ 1 è òîãàâà X ∈ P (n− 1,M/2, τ − 1) (òîâà å Òåîðåìà 2.3.6 (á));
èëè xn = 0 è òîãàâà X ∈ Q(n− 1,M/2, τ − 1).

Áëàãîäàðåíèå íà ïîñëåäíèòå äâå òåîðåìè ïîëó÷àâàìå ñëåäâàùî íåîáõîäèìî óñëî-
âèå åäíà äâîéêà ñïåêòðè (W,W ′) äà áúäå âúçìîæíà ñúãëàñíî Êîíñòðóêöèÿ 2.3.

Ñëåäñòâèå 2.4.15 Àêî X 6∈ W (n−1,M/2, τ −1) èëè X 6∈ W (n−1,M/2, τ −1) äâîé-
êàòà (W,W ′), îò êîÿòî ñà ïîëó÷åíè ïî Òåîðåìà 2.4.2, ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Â êîíòåêñòà íà Êîíñòðóêöèÿ 2.3 äà èçâúðøèì ïåðìóòàöèÿ 0 → 1, 1 → 0 â `-
òèÿ ñòúëá íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C. Ïîëó÷àâàìå îðòîãîíàëåí (n,M, τ) ìàñèâ C1,0,
èçîìîðôåí íà C. Ðåçóëòàòúò å èëþñòðèðàí ÷ðåç Êîíñòðóêöèÿ 2.4.

C ′ − (n− 1,M, τ)
W ′ = (w′0, w

′
1, . . . , w

′
n−1)︷ ︸︸ ︷

0
0 Y = (y0, y1, . . . , yn−1)
... C0 − (n− 1,M/2, τ − 1)
0
1
1 X = (x1, x2, . . . , xn)
... C1 − (n− 1,M/2, τ − 1)
1︸ ︷︷ ︸

C − (n,M, τ)
W = (w0, w1, . . . , wn)

C ′ − (n− 1,M, τ)
W ′ = (w′0, w

′
1, . . . , w

′
n−1)︷ ︸︸ ︷

1
1 Y = (y0, y1, . . . , yn−1)
... C0 − (n− 1,M/2, τ − 1)
1
0
0 X = (x1, x2, . . . , xn)
... C1 − (n− 1,M/2, τ − 1)
0︸ ︷︷ ︸

C1,0 − (n,M, τ)

W 1,0 = (w1,0
0 , w1,0

1 , . . . , w1,0
n )

Êîíñòðóêöèÿ 2.4.

Äà ðàçãëåäàìå ñïåêòðèòå W è W ′ ñúîòâåòíî íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C è C ′

îòíîñíî òî÷êàòà c ∈ H(n, 2) è ïîëó÷åíàòà îò íåÿ òî÷êà c′ ∈ H(n− 1, 2). Îò Òåîðåìè
2.4.8 è 2.4.12 èìàìå âå÷å íàìåðåíè ñïåêòðèòå Y è X íà C0 è C1 îòíîñíî òî÷êàòà c

′,
ñúîòâåòíî. Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ïîëó÷åí âèäúò íà ñïåêòúð W 1,0 íà îðòîãîíàëíèÿ
ìàñèâ C1,0 (âèæ Êîíñòðóêöèÿ 2.4).



50 ÃËÀÂÀ 2. ÑÏÅÊÒÐÈ ÍÀ ÄÂÎÈ×ÍÈ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÍÈ ÌÀÑÈÂÈ

Òåîðåìà 2.4.16 Àêî W = (w0, w1, . . . , wn−1, wn) = (y0, x1 + y1, . . . , xn−1 + yn−1, xn) å
ñïåêòúð íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C îòíîñíî ïðîèçâîëíà òî÷êà c ∈ H(n, 2), òî

W 1,0 = (w1,0
0 , w1,0

1 , . . . , w1,0
n ) = (x1, x2 + y0, . . . , xn + yn−2, yn−1)

= (w′0 − w0, w
′
0 + w′1 − w1, w

′
1 + w′2 − w2, . . . , w

′
n−2 + w′n−1 − wn−1, w′n−1 − wn)

å ñïåêòúðúò íà C1,0 îòíîñíî ñúùàòà òî÷êà c, ò.å. W 1,0 ∈ W (n,M, τ).

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ñïåêòúðàW 1,0 íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1,0 îòíîñ-
íî òî÷êàòà c ∈ H(n, 2). Â íåãî ÷èñëîòî xi å òî÷íî áðîÿò íà òî÷êèòå, êîèòî ñà ÷àñò
îò ìàñèâà C1 è ñà íà ðàçñòîÿíèå i − 1 îòíîñíî òî÷êàòà c′. Òúé êàòî ïúðâàòà èì êî-
îðäèíàòà â C1,0 å íóëåâà, òî ðàçñòîÿíèåòî èì äî òî÷êàòà c ñå çàïàçâà. Àíàëîãè÷íî
ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò yi òî÷êè, ñúäúðæàùè ñå â C0, êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå i
îò c′, êîèòî â C1,0, èìàéêè åäèíèöà íà ïúðâà ïîçèöèÿ, ñà íà ðàçñòîÿíèå i+ 1 ñïðÿìî
òî÷êàòà c.

Ñëåäîâàòåëíî, òî÷êèòå îò C1,0 íà ðàçñòîÿíèå 0 äî òî÷êàòà c ñà òî÷íî x1 íà áðîé.
Òî÷êèòå íà ðàçñòîÿíèå i ñïðÿìî c çà 1 ≤ i ≤ n − 1, ñà yi−1 + xi+1 íà áðîé. Áðîÿò
íà òî÷êèòå íà ðàçñòîÿíèå n îò òî÷êàòà c å òî÷íî yn−1, ò.å. âåêòîðúò W

1,0 = (x1, x2 +
y0, . . . , xn + yn−2, yn−1) å ñïåêòúð íà C

1,0 îòíîñíî c ∈ H(n, 2) è òúé êàòî îðòîãîíàëíèÿ
ìàñèâ C1,0 å èçîìîðôåí íà ìàñèâà C, òî W 1,0 ∈ W (n,M, τ).

Íàêðàÿ, èçïîëçâàéêè Òåîðåìà 2.4.12 è Òåîðåìà 2.4.8, ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå åëå-
ìåíòè w1,0

j , j = 0, 1, . . . , n, íà ñïåêòúðà W 1,0. �

Äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè ôèêñèðàíè ñïåêòðè W ∈ W (n,M, τ) è W ′ ∈ W (n− 1,M, τ)
íà C è C ′ ñúîòâåòíî, êîîðäèíàòèòå íà ñïåêòðèòåX, Y èW 1,0 óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíàòà
çàïèñàíà âúâ âåêòîðåí âàðèàíò ñèñòåìà:∣∣∣∣ X + Y = W ′

(X, 0) + (0, Y ) = W 1,0 . (2.7)

Ñëåäñòâèå 2.4.17 Àêî W 1,0 6∈ W (n,M, τ) èëè W 1,0 6∈ W (n,M, τ), òîãàâà äâîéêàòà
ñïåêòðè (W,W ′), îò êîèòî ñà ïîëó÷åíè ïî Òåîðåìà 2.4.2, ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Òåîðåìà 2.4.16 è Ñëåäñòâèå 2.4.17 ñà ñúùåñòâåíè ïîäîáðåíèÿ â ðàçøèðåíèÿ íè àë-
ãîðèòúì, òúé êàòî çà ïðúâ ïúò ñå àíàëèçèðà êîãà åäèí ñïåêòúð îò W (n,M, τ) çàâèñè
ïðÿêî îò äðóã ñïåêòúð íà ìàñèâà îò ñúùîòî ìíîæåñòâî îò ñïåêòðè. Äåéñòâèòåëíî,
êîãàòî ñïåêòúðúò íà ìàñèâ C ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ), ÷åñòî ñå îêàçâà, ÷å
ñïåêòúðúò C1,0 â äàäåíèÿ ìîìåíò íå å áèë âñå îùå îáåêò íà àíàëèçèðàíå. Íåùî ïîâå-
÷å, íå ìîæåì äà áúäåì íàïúëíî ñèãóðíè, ÷å äâîéêàòà (W,W ′) íÿìà äà áúäå îòõâúð-
ëåíà ïðè ïîâòîðíà ïðîâåðêà íà âñè÷êè åëåìåíòè îò ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ). Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å çà äà èçêëþ÷èì âñè÷êè âúçìîæíè äâîéêè (W,W ′) è ñúîòâåòíî âñè÷êè
âúçìîæíè ñïåêòðè W ñëåä ïðèëàãàíå íà Ñëåäñòâèå 2.4.17, ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ)
òðÿáâà äà áúäå îáõîæäàíî, äîêàòî àëãîðèòúìúò, ïðèëîæåí âúðõó íåãî, óñïÿâà äà
ïðåìàõâà ñïåêòðè îò íåãî. Àêî ñå äîñòèãíå äî èòåðàöèÿ, â êîÿòî íèêîé ñïåêòúð îò
ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ) íå ìîæå äà áúäå ïðåìàõíàò âúç îñíîâà íà Ñëåäñòâèå 2.4.17,
àëãîðèòúìúò ïðèêëþ÷âà çà ñúîòâåòíàòà ñòúïêà.
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Â ðåçóëòàò íà ãîðåîïèñàíèòå òâúðäåíèÿ è êîíñòðóêöèè, ïðèëîæåíè âúðõó äàäåí
îðòîãîíàëåí ìàñèâ, îòõâúðëÿìå íåóäîâëåòâîðÿâàùèòå Òåîðåìè 2.4.8, 2.4.12 è 2.4.16
è ñëåäñòâèÿòà èì äâîéêè (W,W ′) êàòî âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà èçñëåäâàíèòå C è
C ′ îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, íåêà

(x
(r)
0 = 0, x

(r)
1 , . . . , x(r)n ; y

(r)
0 , y

(r)
1 , . . . , y

(r)
n−1, y

(r)
n = 0), r = 1, . . . , s

ñà âñè÷êè ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìà (2.3) îò Òåîðåìà 2.4.2, êîèòî ñà îñòàíàëè
ñëåä ãîðíèòå ïðîâåðêè çà âñåâúçìîæíèòå C ′, ïîëó÷åíè îò C ïðè ïðåìàõâàíå íà íÿ-
êîé íåãîâ ñòúëá. Äà îçíà÷èì ñ kr áðîÿ íà ñòúëáîâå, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà r-òîòî
ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (2.3) çà r = 1, . . . , s. Òåîðåìà 2.3.3 ìîæå äà áúäå îáîáùåíà
âúðõó ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ).

Òåîðåìà 2.4.18 Íåêà W ∈ W (n,M, τ) å âúçìîæíîñò çà ñïåêòúð íà îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, τ) è W ′ ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî W (n− 1,M, τ). Àêî ñèñ-
òåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 +k2 + . . . +ks = n

k1x
(1)
1 +k2x

(2)
1 + . . . +ksx

(s)
1 = w1

k1x
(1)
2 +k2x

(2)
2 + . . . +ksx

(s)
2 = 2w2

...

k1x
(1)
n +k2x

(2)
n + . . . +ksx

(s)
n = nwn

kr ∈ Z, kr ≥ 0, r = 1, . . . , s

. (2.8)

ñïðÿìî íåèçâåñòíèòå k1, k2, . . . , ks íÿìà ðåøåíèå, òîãàâà W ñëåäâà äà áúäå îòõâúð-
ëåí êàòî âúçìîæåí ñïåêòúð, ò.å. W 6∈ W (n,M, τ).

Äîêàçàòåëñòâî: Â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.3.3 íèêúäå íå ñå èçïîëçâà, ÷å
òî÷êàòà c å âúòðåøíà, ò.å. òóê ìîæåì äà ïîâòîðèì ðàçñúæäåíèÿòà îò äîêàçàòåëñòâîòî
íà Òåîðåìà 2.3.3 îòíîñíî ïðîèçâîëíà òî÷êà c ∈ H(n, 2). �

Çà äà ñè ïðåäñòàâèì êàê òî÷íî áè èçãëåæäàë åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C, êîãàòî
îòðåæåì êîé äà å íåãîâ ñòúëá è çà ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî, ùå ôîðìóëèðàìå è
ñëåäâàùîòî ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.4.19 Íåêà r ∈ 1, 2, . . . , s å òàêîâà, ÷å çà âñè÷êè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìà-
òà (2.8) ïîëó÷àâàìå kr = 0. Òîãàâà äâîéêàòà (W,W ′), êîÿòî îòãîâàðÿ íà r-òîòî
ðåøåíèå, ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Àêî ñèñòåìàòà (2.8) èìà ðåøåíèå, òî çà äâîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðà-
ìåòðè (n,M, τ) è (n − 1,M, τ) ñìå ïîëó÷èëè òåêóùèòå ìíîæåñòâàòà W (n,M, τ) è
W (n− 1,M, τ) îò ðåäóöèðàíèòå èì âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè. Îñòàíàëè ñà çà èçñëåä-
âàíå äâîéêè (W,W ′), êàòî çà âñÿêà òàêàâà äâîéêà ñà íàëèöå è ñúîòâåòíèòå åäèíñòâåíè
ðåøåíèÿ X è Y íà ñèñòåìàòà (2.3), ò.å. ïðè ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) âñÿêà
äâîéêà (W,W ′) ùå ñå ðàçãëåæäà çàåäíî ñ åäíîçíà÷íî ãåíåðèðàíàòà îò íåÿ äâîéêà
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(X, Y ). Ïî-òî÷íî, çà ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) òðÿáâà äà ñå ðàçãëåäàò âñè÷-
êè îñòàíàëè çà èçñëåäâàíå åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíè òðîéêè (W ′, X, Y ).

Âúç îñíîâà íà îïèñàíèòå â òîçè ïàðàãðàô òåîðåìè è ñëåäñòâèÿ å îðãàíèçèðàí
(òàêà íàðå÷åíèÿò îò íàñ) îñíîâåí àëãîðèòúì (Algorithm 2) çà ðåäóöèðàíå íà ñïåêò-
ðèòå â ìíîæåñòâîòîW (n,M, τ) çà ôèêñèðàí äâîè÷åí îðòîãîíàëåí (n,M, τ) ìàñèâ. Çà
ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà è ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî ïúðâî å ïðåäñòàâåí ïñåâäîêîä íà àëãî-
ðèòúìà, à ñëåä òîâà ñà óêàçàíè âúç îñíîâà íà êîè òåîðåìè èëè ñëåäñòâèÿ å èçâúðøåíà
âñÿêà åäíà ïðîâåðêà â òîçè àëãîðèòúì.

Algorithm 2 (Îñíîâåí àëãîðèòúì) � Àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñòâîòî îò
ñïåêòðè W (n,M, τ) íà äâîè÷åí îðòîãîíàëåí (n,M, τ) ìàñèâ:

procedure MDDA(W (n,M, τ), W (n− 1,M, τ), W (n− 1,M/2, τ − 1))
2: Input: n, M , τ , W (n,M, τ), W (n− 1,M, τ), W (n− 1,M/2, τ − 1)

�lteredW← empty set
4: for W ∈ W (n,M, τ) do

if W in �lteredW then continue with next W

6: allXY← empty set
for W ′ ∈ W (n− 1,M, τ) do

8: X, Y ← solve system (2.3) for integer nonnegative solutions
if X,X ∈ W (n − 1,M/2, τ − 1) and Y, Y ∈ W (n − 1,M/2, τ − 1) and

W 1,0,W 1,0 ∈ W (n,M, τ) and W 1,0,W 1,0 6∈ filteredW then
10: add X, Y to allXY

if allXY is empty then
12: add W and W to filteredW

else
14: if system (2.8) has no integer nonnegative solutions then

add W and W to filteredW

16: if filteredW is nonempty then
MDDA(W (n,M, τ) \ filteredW , W (n− 1,M, τ), W (n− 1,M/2, τ − 1))

18: else
return W (n,M, τ)

20: Output: W (n,M, τ)

Â ïðåäñòàâåíèÿ ïñåâäîêîä ñå íàáëÿãà êàêòî íà ñõåìàòà, ïî êîÿòî ñå åëèìèíèðàò
ñïåêòðè, òàêà è íà ïðèíàäëåæàùèòå êúì âñåêè åâåíòóàëåí ñïåêòúð äâîéêè (W,W ′).
Çàòîâà â ïñåâäîêîäà íå å îïèñàíî ïîäðîáíî ïîëó÷àâàíåòî íà ïúðâîíà÷àëíèòå ìíîæåñ-
òâà W (n,M, τ), W (n− 1,M, τ) è W (n− 1,M/2, τ − 1). Â äåéñòâèòåëíîñò ñå çàïî÷âà ñ
ãåíåðèðàíåòî íà ñúîòâåòíèòå ðåäèöè îò ñïåêòðè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ïîñðåäñòâîì
Òåîðåìà 1.4.1. Ïî-òî÷íî, òúé êàòî ìîæåì äà çàáåëåæèì, ÷å ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ)
çàâèñè ïðÿêî îò ìíîæåñòâàòà W (n− 1,M, τ) è W (n− 1,M/2, τ − 1), åñòåñòâåíî ñòè-
ãàìå äî çàêëþ÷åíèåòî, ÷å ïðåäè äà çàïî÷íåì äà ðàçãëåæäàìå îñíîâíîòî ìíîæåñòâî
W (n,M, τ), òðÿáâà äà ðåäóöèðàìå âúçìîæíèòå ñïåêòðè â äðóãèòå äâå ìíîæåñòâà. Îò
ñâîÿ ñòðàíà çà ðåäóöèðàíåòî íà ìíîæåñòâîòî W (n− 1,M, τ) ïðè τ < n− 1 òðÿáâà äà
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ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòàW (n−2,M, τ) èW (n−2,M/2, τ−1), äîêàòî çà ðåäóöèðàíå-
òî íà W (n− 1,M/2, τ − 1) è τ < n ñà íåîáõîäèìè ìíîæåñòâàòà W (n− 2,M/2, τ − 1) è
W (n− 2,M/4, τ − 2). Òåçè ðàçñúæäåíèÿ ìîãàò äà áúäàò ïðîäúëæåíè äîêàòî äîñòèã-
íåì äî îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñèëà 1 è äîêàòî áðîÿò íà ñòúëáîâåòå n å ïî-ãîëÿì èëè
ðàâåí íà ñèëàòà τ . Â òàáëè÷åí âèä ñà çàïèñàíè âñè÷êè ìíîæåñòâà, îò êîèòî ïðÿêî
èëè íåïðÿêî çàâèñè ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ).

W (n,M, τ) W (n− 1,M, τ) . . . W (τ,M, τ)
W (n− 1,M/2, τ − 1) W (n− 2,M/2, τ − 1) . . . W (τ − 1,M/2, τ − 1)
W (n− 2,M/4, τ − 2) W (n− 3,M/4, τ − 2) . . . W (τ − 2,M/4, τ − 2)
...

W (n− τ + 1,M/2τ−1, 1) W (n− τ,M/2τ−1, 1) . . . W (1,M/2τ−1, 1)

Çàïî÷âàìå äà ïðèëàãàìå àëãîðèòúìà îò äîëó íà ãîðå, ñ÷èòàíî îò ïîñëåäíèÿ è
ïðåäïîñëåäíèÿ ðåäîâå, è îò äÿñíî íà ëÿâî, ñ÷èòàíî îò ïîñëåäíàòà è ïðåäïîñëåäíàòà
êîëîíè. Òàêà óñïÿâàìå äà ïîñòèãíåì îïòèìàëåí ðåçóëòàò âúðõó ïúðâîíà÷àëíî ðàç-
ãëåæäàíîòî ìíîæåñòâî W (n,M, τ).

Äî êðàÿ íà ïàðàãðàôà ùå ðàçãëåäàìå îòíîâî ïñåâäîêîäà, ñ öåë ïîäðîáíî äà
îáîñíîâåì êîè òåîðåìè è ñëåäñòâèÿ ñà èçïîëçâàíè è ïî êàêúâ íà÷èí. Â íà÷àëîòî
å âúâåäåíî ïîëå filteredW , êîåòî å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òåêóùî ïðåìàõíàòè ñïåê-
òðè W ∈ W (n,M, τ). Òîâà ìíîæåñòâî ìîæå äà íàðàñòâà ïðåç öåëèÿ àëãîðèòúì. Áëà-
ãîäàðåíèå íà Ñëåäñòâèå 2.4.5 íà ðåä å íàïðàâåíà ïðîâåðêà äàëè ñïåêòúðúò W íå å
áèë âå÷å îòõâúðëåí, êîãàòî ñìå ðàçãëåæäàëè íåãîâîòî äîïúëíåíèå W . Òîâà óñêîðÿâà
àëãîðèòúìà çíà÷èòåëíî, çàùîòî ñïåñòÿâà êîíñòðóèðàíåòî íà ðåøåíèåòî èëè ðåøàâà-
íåòî íà ñúîòâåòíèòå ñèñòåìè, êàêòî è ïðîâåðêàòà íà îñòàíàëèòå óñëîâèÿ. Ìíîæåñòâî-
òî filteredW âèíàãè ñå ïîääúðæà ñèìåòðè÷íî, çàùîòî âñåêè ïúò, êîãàòî îòõâúðëèì
ñïåêòúð W , îòõâúðëÿìå è íåãîâèÿ ïðîòèâîïîëîæåí W . Òîâà ñå ñëó÷âà íà ðåäîâå 12
è 15. Â îáùèÿ ñëó÷àé, îòõâúðëÿìå ïî äâà ðàçëè÷íè ñïåêòúðà, îñâåí êîãàòî ñàìèÿò
W íå ñúâïàäà ñúñ ñâîÿ ïðîòèâîïîëîæåí.

Íà îñìè ðåä â ïñåâäîêîäà íàìèðàìå âúçìîæíèòå ñïîðåä Òåîðåìà 2.4.2 ñïåêòðèW ′.
Ðàçãëåäàíè ñà ñàìî òåçèW ′, çà êîèòî ñèñòåìà (2.3) èìà ðåøåíèå. Íà ðåä 9 èçïîëçâàìå
Ñëåäñòâèÿ 2.4.15, 2.4.11 è 2.4.17, çà äà ïðåöåíèì äàëè ðàçãëåæäàíàòà äâîéêà (W,W ′)
ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëÿíà èëè íå. Â ìíîæåñòâîòî allXY ñå ñúáèðàò âñè÷êè ðåøåíèÿ
íà ñèñòåìà (2.3) çà âñè÷êè âúçìîæíè äâîéêè (W,W ′). Àêî íÿìà âúçìîæíè äâîéêè, îò
Ñëåäñòâèå 2.4.3 (ðåä 12), ïîëó÷àâàìå ïðåìàõâàíå íà ñïåêòúðàW . Â ïðîòèâåí ñëó÷àé,
ïðåñìÿòàìå ñèñòåìà (2.8) � è àêî òÿ íÿìà öåëî÷èñëåíî ðåøåíèå â íåîòðèöàòåëíè
÷èñëà, èçïîëçâàìå Òåîðåìà 2.4.18, çà äà äà îòõâúðëèì W (ðåä 15).

Âå÷å ñïîìåíàõìå, ÷å ñïåêòúðúòW çàâèñè îò ñïåêòðèòå â ìíîæåñòâîòîW (n,M, τ)
(Ñëåäñòâèå 2.4.17). Çàòîâà ñå íàëàãà äà ñå íàïðàâè ïðîâåðêà âúðõó ñòîéíîñòòà íà
ìíîæåñòâîòî îò ôèëòðèðàíè íà òàçè ñòúïêà ñïåêòðè filteredW . Êîãàòî ñà áèëè îò-
õâúðëåíè íÿêîè ñïåêòðè è ìíîæåñòâîòî å íåïðàçíî, ñå íàëàãà äà ñå ïîâòîðè àëãîðè-
òúìúò ñ îáíîâåíàòà ñúâêóïíîñò îò åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ), ò.å. êîãàòî
îò W (n,M, τ) ñà ïðåìàõíàòè âñè÷êè ñïåêòðè îò ìíîæåñòâîòî filteredW . Àëãîðèòú-
ìúò ïðèêëþ÷âà, êîãàòî íå ìîãàò äà ñå îòõâúðëÿò çà äàäåíà ñòúïêà íèêàêâè ñïåêòðè.
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Ïîíåæå ìíîæåñòâîòîW (n,M, τ) å êðàéíî, íÿìà êàê äà ïîëó÷èì áåçêðàéíà ðåêóðñèÿ,
èçâèêâàéêè ñúùàòà ôóíêöèÿ ñ îáíîâåíèòå ïàðàìåòðè.

Ïîëó÷åíèòå îò íàñ ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà íÿêîè äâîè÷íè îðòîãîíàëíè
ìàñèâè ñëåä ïðèëàãàíåòî íà îñíîâíèÿ àëãîðèòúì (Algorithm 2) ñà ïîäðîáíî îïèñàíè
â Ïàðàãðàô 2.8.

Ïàðàãðàô 2.4 å íàïèñàí âúç îñíîâà íà ïóáëèêàöèÿ [17] êàòî äîïúëíèòåëíî ñà
íàìåðåíè êîîðäèíàòèòå íà ñïåêòðèòå íà ïîëó÷åíèòå ïðîèçâîäíè ìàñèâè â õîäà íà
èçñëåäâàíåòî íà ïúðâîíà÷àëíî ôèêñèðàíèÿò äâîè÷åí (n,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ C.

2.5 Àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà ñïåêòðèòå íà îðòî-

ãîíàëíè ìàñèâè ÷ðåç ïðåìàõâàíå íà äâà ñòúëáà

Â ïðåäèøíèòå ïàðàãðàôè ðàçãëåäàõìå âðúçêèòå ìåæäó ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíè
ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n,M, τ), (n − 1,M, τ) è (n − 1,M/2, τ − 1). Â Êîíñòðóêöèÿ 2.3
ïîêàçàõìå êàê åäèí îðòîãîíàëåí (n−1,M, τ) ìàñèâ ñå ðàçäåëÿ íà ïîëîâèíà íà äâà ïî-
ìàëêè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïî-íèñêà ñèëà (C0 è C1, ñúîòâåòíî). Ñúâñåì åñòåñòâåíî
èçíèêâà âúïðîñà ïðè êàêâè îáñòîÿòåëñòâà îáåäèíåíèå íà äâà îðòîãîíàëíè ìàñèâà îò
ñèëà τ−1 å îðòîãîíàëåí ìàñèâ, ÷èÿòî ñèëà å ïî-âèñîêà, â ÷àñòíîñò ñúñ ñèëà τ . Çíàåì,
÷å, åäèí îò íà÷èíèòå å äà ñå äîáàâÿò íóëè ïðåä òî÷êèòå íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ
C0 è åäèíèöè ïðåä òî÷êèòå íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1 è òîãàâà íîâîîáðàçóâàíèÿò
îðòîãîíàëåí ìàñèâ ùå èìà ñèëà τ â H(n, 2). Òîâà å åäíàòà ïîñîêà, â êîÿòî â òîçè
ïàðàãðàô ùå áúäàò èçñëåäâàíè ðàçãëåæäàíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

Îò äðóãà ñòðàíà å äîðàçâèò ìåòîäúò îò Ïàðàãðàô 2.4 êàòî ñå èçñëåäâà êàêâè íîâè
îãðàíè÷åíèÿ ìîæåì äà ïîëó÷èì ïðè ïðåìàõâàíå íà êîè äà ñà äâà ñòúëáà íà äàäåíèÿ
îðòîãîíàëåí ìàñèâ C. Â ðåçóëòàò å ðàçðàáîòåí îáîáùåí àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà
áðîÿ íà âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè íà èçñëåäâàíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

Íåêà n, M , τ ≥ 3 è òî÷êàòà c ∈ H(n, 2) ñà ôèêñèðàíè, à îñíîâíèÿò àëãîðèòúì
(Algorithm 2) å ïðèëîæåí âúðõó ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè W (n,M, τ). Çà ôèêñèðàí
ñïåêòúð îò ðåäóöèðàíîòî ìíîæåñòâî W ∈ W (n,M, τ) âå÷å ñà ïîëó÷åíè ìíîæåñòâîòî
îò òðîéêè (W ′, X, Y ), êîèòî ùå ñà îáåêò íà íàøåòî èçñëåäâàíå â òîçè ïàðàãðàô. Çà
öåëòà ñå íàëàãà äà ñå ðàçãëåäàò îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n−1,M/2, τ−1),
êàòî çà ñòîéíîñòè íà n > τ − 1, ìàñèâèòå C0 è C1 ìîãàò äà áúäàò ðàçãëåæäàíè
ïîîòäåëíî â ðîëÿòà íà ïúðâîíà÷àëíèÿ ìàñèâ C.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C0 è C1 ñïðÿìî òî÷êàòà
c′ ∈ H(n − 1, 2) ñà Y = (y0, y1, . . . , yn−1) è X = (x1, x2, . . . , xn). Òå ñà åëåìåíòè íà
ìíîæåñòâîòî W (n−1,M/2, τ −1) è âå÷å ñà íàìåðåíè â ÿâåí âèä ñúîòâåòíî â Òåîðåìà
2.4.8 è Òåîðåìà 2.4.12. Ñåãà íàøàòà öåë å äà îòðåæåì åäíîâðåìåííî j-òèÿ ñòúëá â
îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C0 è C1 è äà ïîëó÷èì íîâè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó èçñëåäâàíèòå
(òðîéêè) ñïåêòðè. Íà ïðàêòèêà òîâà å ïðåìàõâàíå íà ïðîèçâîëåí âòîðè ñòúëá îò
îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ñìå
ïðåìàõíàëè ïúðâèÿ ñòúëá íà C0 è C1, ò.å. j = 1, êàòî ïîëó÷åíèòå (n− 2,M/2, τ − 1)
îðòîãîíàëíè ìàñèâè îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî ñ C ′0 è C

′
1.

Íåêà c′′ ∈ H(n − 2, 2) å òî÷êàòà, ïîëó÷åíà îò c′ ïðè ïðåìàõâàíå íà ïúðâàòà è̀
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êîîðäèíàòà è äà ïðåíàðåäèì ðåäîâåòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C0 è C1 òàêà, ÷å â
ïúðâèÿ èì ñòúëá äà èìàò íóëè â ïúðâèòå ñè M/4 ðåäà è åäèíèöè â îñòàíàëèòå M/4
ðåäà. Äà îçíà÷èì ñ Y ′ = (y′0, y

′
1, . . . , y

′
n−2) ñïåêòúðà íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C

′
0 îòíîñíî

òî÷êàòà c′′, à ñ X ′ = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n−1) äà îçíà÷èì ñïåêòúðà íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ

C ′1 îòíîñíî ñúùàòà òî÷êà c′′. Äà íàïîìíèì, ÷å îñíîâíèÿò àëãîðèòúì ñå èçïúëíÿâà
âúðõó ðåäèöà îò ìíîæåñòâà îò ñïåêòðè, ò.å. ìíîæåñòâîòî W (n − 2,M/2, τ − 1), â
êîåòî ïðèíàäëåæàò íîâîïîëó÷åíèòå ñïåêòðè Y ′ è X ′, âå÷å å áèëî ðåäóöèðàíî.

Äà ðàçãëåäàìå êàêúâ å ðåçóëòàòúò îò îòðÿçâàíåòî íà j-òèÿ ñòúëá îò ìàñèâè-
òå C0 è C1 âúðõó ìàñèâèòå C è C ′. Îò åäíà ñòðàíà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C0 è
C1 ìîæåì äà ãè ðàçãëåæäàìå êàòî ïðîèçâîäíè íà C ìàñèâè. Â òîçè ñëó÷àé ñå ïî-
ëó÷àâà íîâ îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ n − 2 ñòúëáà, M ðåäà è ñèëà τ , êîéòî ùå îçíà-
÷àâàìå ñ C ′′, à íåãîâèÿ ñïåêòúð îòíîñíî òî÷êàòà c′′ ∈ H(n − 2, 2) ùå áåëåæèì ñ
W ′′ = (w

′′
0 , w

′′
1 , . . . , w

′′
n−2) ∈ W (n− 2,M, τ). Êîíñòðóêöèÿòà å åêâèâàëåíòíà íà òîâà äà

ïðåìàõíåì êîè äà ñà äâà ñòúëáà (íàïðèìåð, ïúðâèòå äâà ñòúëáà) îò èçõîäíèÿ îðòîãî-
íàëåí ìàñèâ C. Îò äðóãà ñòðàíà ìàñèâúò C ′ å îáåäèíåíèå íà C0 è C1 è òîãàâà ìîæå äà
ñå ïðèåìå, ÷å Êîíñòðóêöèÿ 2.3 å ïðèëîæåíà âúðõó íåãî, ò.å. îòðÿçàí å ïúðâèÿò ñòúëá
íà C ′. Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà ïðèëîæèì ãîëÿìà ÷àñò îò òåîðåìèòå, ôîðìóëèðàíè â
ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô âúðõó îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′. Îò Òåîðåìà 2.4.4, ïðèëîæåíà çà
ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′′, ïîëó÷àâàìå, ÷å ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.5.1 Àêî W ′′ = (w
′′
0 , w

′′
1 , . . . , w

′′
n−2) ∈ W (n − 2,M, τ), ò.å. å ñïåêòúð

íà C ′′ îòíîñíî òî÷êàòà c′′, òî W ′′ = (w
′′
n−2, w

′′
n−3, . . . , w

′′
0 ) ∈ W (n − 2,M, τ) êàòî

ñïåêòúð íà C ′′ îòíîñíî ñúùàòà òî÷êà c′′.

Ñëåäñòâèå 2.5.2 Àêî âúçìîæíèÿò ñïåêòúð W ′′ å òàêúâ, ÷å W ′′ 6∈ W (n− 2,M, τ),
òî W ′′ ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåí, ò.å. W ′′ 6∈ W (n− 2,M, τ).

Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å àêî êúì ïîëó÷åíèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ′′ ïðèáàâèì ïúðâè
ñòúëá ñ íóëè ïðåä ðåäîâåòå, ïîëó÷åíè îò C0 è åäèíèöè ïðåä ðåäîâåòå äîøëè îò
C1, ò.å. âñå åäíî â èçõîäíèÿ ìàñèâ C, å îòðÿçàí ñàìî âòîðèÿò ñòúëá, òî ñå ïîëó÷àâà
îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè (n−1,M, τ). Âúðõó òîçè íîâîïîëó÷åí ìàñèâ
ìîæå äà ñå ïðèëîæè Ñëåäñòâèå 2.4.5. Àíàëîãè÷íî, àêî êúì ïîëó÷åíèÿ ìàñèâ C ′′

ïðèáàâèì ïúðâè ñòúëá ñ åäèíèöè ïðåä ðåäîâåòå, ïîëó÷åíè îò C0, è íóëè ïðåä ðåäîâåòå
îò C1. ò.å. âñå åäíî â îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1,0 å ïðåìàõíàò âòîðèÿò ñòúëá, îòíîâî
ñå ïîëó÷àâà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n − 1,M, τ) è çà íåãî ñúùî å â ñèëà
Ñëåäñòâèå 2.4.5.

Íåêà ñåãà îïèøåì êàêâè ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñå ïîëó÷àâàò îò îðòî-
ãîíàëíèÿ (n,M, τ) ìàñèâ C ïðè ïðåìàõâàíå íà êîè äà ñà äâà íåãîâè ñòúëáà (ïúðâî
`-òè ñòúëá êàêòî áå îïèñàíî â Ïàðàãðàô 2.4 è ñëåä òîâà ïðîèçâîëåí j-òè ñòúëá).

Çà öåëòà, ïðè ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) ùå èçñëåäâàìå ñúîòâåòíîòî ïî-
ëó÷åíî îò íåãî ìíîæåñòâî îò òðîéêè ñïåêòðè (W ′, X, Y ). Ïðè ïðåìàõâàíåòî íà ïúðâèÿ
ñòúëá íà C0 àêî â ïî-ãîðå îïèñàíèÿ íà÷èí ïðåäâàðèòåëíî ñà ïîäðåäåíè åëåìåíòèòå â
òîçè ñòúëá, ïîëó÷àâàìå íîâè äâà îðòîãîíàëíè ìàñèâà. Ïîëó÷åíèòå îðòîãîíàëíè ìà-
ñèâè ñ ïàðàìåòðè (n−2,M/4, τ−2) ùå îçíà÷àâàìå ñ A0 è A1, à òåõíèòå ñïåêòðè ñïðÿìî
òî÷êàòà c′′ ùå îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî ñ R = (r0, r1, . . . , rn−2) è Z = (z1, z2, . . . , zn−1),
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ñúãëàñóâàéêè îçíà÷åíèÿ ñúñ Òåîðåìà 2.4.2. Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷åíèòå îò C1 îðòîãî-
íàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n− 2,M/4, τ − 2) ùå îçíà÷àâàìå ñ B0 è B1, à ñïåêòðèòå
èì îòíîñíî òî÷êàòà c′′ - ñúîòâåòíî ñ U = (u0, u1, . . . , un−2) è V = (v1, v2, . . . , vn−1).
Êîíñòðóêöèÿòà ñ ïðåìàõâàíå íà åäèí ñòúëá îò C0 è C1, êàêòî è íîâîïîëó÷åíèòå
îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñà èëþñòðèðàíè íà Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 1).

C ′ − (n− 1,M, τ), W ′︷ ︸︸ ︷
C ′′ − (n− 2,M, τ), W ′′︷ ︸︸ ︷

0 0

0
... R = (r0, r1, . . . , rn−2)

... 0 A0 − (n− 2,M/4, τ − 2) C0, C
′
0

... 1 Y, Y ′

0
... Z = (z1, z2, . . . , zn−1)

0 1 A1 − (n− 2,M/4, τ − 2)
1 0

1
... U = (u0, u1, . . . , un−2)

... 0 B0 − (n− 2,M/4, τ − 2) C1, C
′
1

... 1 X, X ′

1
... V = (v1, v2, . . . , vn−1)

1 1 B1 − (n− 2,M/4, τ − 2)︸ ︷︷ ︸
C − (n,M, τ), W

Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 1).

Â êîíòåêñòà íà îïèñàíèòå è èëþñòðèðàíè â Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 1) îçíà÷å-
íèÿ, ïîëó÷àâàìå âàëèäíîñòòà íà ñëåäíèòå àíàëîçè íà Òåîðåìà 2.4.2.

Òåîðåìà 2.5.3 Â îçíà÷åíèÿòà íà Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 1) ñà â ñèëà ñëåäíèòå
òâúðäåíèÿ:

(à) Ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
zi + ri = yi, i = 1, 2, . . . , n− 2
zi+1 + ri = y′i, i = 0, 1, . . . , n− 2
r0 = y0
zn−1 = yn−1
zi, ri ∈ Z, zi ≥ 0, ri ≥ 0, i = 0, . . . , n− 1

, (2.9)

ñ íåèçâåñòíè Z = (z1, z2, . . . , zn−1) è R = (r0, r1, . . . , rn−2) èìà åäèíñòâåíî ðå-
øåíèå îò âèäà

Z = (y′0 − y0,
1∑
j=0

(y′j − yj), . . . ,
n−3∑
j=0

(y′j − yj), yn−1),
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R = (y0, y1 − (y′0 − y0), y2 −
1∑
j=0

(y′j − yj), . . . , yn−2 −
n−3∑
j=0

(y′j − yj)).

(á) Ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
vi + ui = xi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2
vi+1 + ui = x′i+1, i = 0, 1, . . . , n− 2
u0 = x1
vn−1 = xn
vi, ui ∈ Z, vi ≥ 0, ui ≥ 0, i = 0, . . . , n− 1

. (2.10)

ñ íåèçâåñòíè V = (v1, v2, . . . , vn−1) è U = (u0, u1, . . . , un−2) èìà åäèíñòâåíî
ðåøåíèå îò âèäà

V = (x′1 − x1,
2∑
j=1

(x′j − xj), . . . ,
n−2∑
j=1

(x′j − xj), xn),

U = (x1, x2 − (x′1 − x1), x3 −
2∑
j=1

(x′j − xj), . . . , xn−1 −
n−2∑
j=1

(x′j − xj)).

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ìàñèâèòå C ′0 è C0 â ðîëÿòà íà C ′ è C â Êîíñò-
ðóêöèÿ 2.3. Âúðõó òÿõ ïðèëàãàíåòî íà Òåîðåìà 2.4.2 îòãîâàðÿ òî÷íî íà ñèñòåìàòà
ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (2.9). Àíàëîãè÷íî, ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå äâîéêàòà îðòîãîíàëíè
ìàñèâè C ′1 è C1 â ðîëÿòà íà C

′ è C è îòíîâî ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 2.4.2 çà òÿõ ïîëó-
÷àâàìå ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (2.10). Íàêðàÿ, åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà âñÿêà
îò äâåòå ñèñòåìè ïîëó÷àâàìå êàòî çàìåñòèì åëåìåíòè íà âåêòîðèòå X è Y â Òåîðåìà
2.4.2 è åëåìåíòèòå íà ñïåêòðèòå X ′ è Y ′, ñúîòâåòíî â ðîëèòå íà W è W ′. �

Ñèñòåìàòà (2.9) ìîæå äà áúäå çàïèñàíà è â ñëåäíèÿ åêâèâàëåíòåí âåêòîðåí âàðè-
àíò îòíîñíî íåèçâåñòíèòå âåêòîðè Z è R:∣∣∣∣ Z +R = Y ′

(0, Z) + (R, 0) = Y
. (2.11)

Àíàëîãè÷íî, ñèñòåìàòà (2.10) ìîæå äà áúäå çàïèñàíà è â ñëåäíèÿ åêâèâàëåíòåí
âåêòîðåí âàðèàíò îòíîñíî íåèçâåñòíèòå âåêòîðè V è U :∣∣∣∣ V + U = X ′

(0, V ) + (U, 0) = X
. (2.12)

Ñëåäñòâèå 2.5.4 Àêî ïðè ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) ñèñòåìàòà (2.9) èëè
ñèñòåìàòà (2.10) íÿìà ðåøåíèå çà íèòî åäíà òðîéêà (W ′, X, Y ), òî åëåìåíòúò
W ∈ W (n,M, τ) ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåí, ò.å. W 6∈ W (n,M, τ).

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ëîãè÷íî ïðîäúëæåíèå íà ïîëó÷àâàíå íà îãðàíè÷åíèÿ âúðõó
ñïåêòðèòå íà èçñëåäâàíèòå ìàñèâè. Íåêà äà ðàçãëåäàìå äâîéêèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè
(C ′0, C0) è (C

′
1, C1) êàòî ÷àñò îò Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 1).
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Òåîðåìà 2.5.5 Îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè A0, A1, B0 è B1 â Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà
1) ñà ñ ïàðàìåòðè (n − 2,M/4, τ − 2), ò.å. ñïåêòðèòå èì R, Z, U è V , îòíîñíî
òî÷êàòà c′′ ∈ H(n − 2, 2), ñà åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî W (n − 2,M/4, τ − 2) è
âñåêè îò òÿõ èìà ñëåäíîòî åäíîçíà÷íî ïðåäñòàâÿíå:

R = (r0, r1, . . . , rn−2)

= (y0, y1 − (y′0 − y0), y2 −
1∑
j=0

(y′j − yj), . . . , yn−2 −
n−3∑
j=0

(y′j − yj))

= (y0,
n−3∑
j=0

(y′n−2−j − yn−1−j), . . . ,
1∑
j=0

(y′n−2−j − yn−1−j), y′n−2 − yn−1);

Z = (z1, z2, . . . , zn−1)

= (y′0 − y0,
1∑
j=0

(y′j − yj), . . . ,
n−3∑
j=0

(y′j − yj), yn−1)

= (y1 −
n−3∑
j=0

(y′n−2−j − yn−1−j), . . . , yn−2 − (y′n−2 − yn−1), yn−1);

U = (u0, u1, . . . , un−2)

= (x1, x2 − (x′1 − x1), x3 −
2∑
j=1

(x′j − xj), . . . , xn−1 −
n−2∑
j=1

(x′j − xj))

= (x1,
n−3∑
j=0

(x′n−1−j − xn−j), . . . ,
1∑
j=0

(x′n−1−j − xn−j), x′n−1 − xn);

V = (v1, v2, . . . , vn−1)

= (x′1 − x1,
2∑
j=1

(x′j − xj), . . . ,
n−2∑
j=1

(x′j − xj), xn)

= (x2 −
n−3∑
j=0

(x′n−1−j − xn−j), . . . , xn−1 − (x′n−1 − xn), xn).

Äîêàçàòåëñòâî: Îò ñâîéñòâàòà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè è íà÷èíà íà ïîëó÷àâàíå
íà ìàñèâèòå A0, A1, B0 è B1 å ÿñíî, ÷å òå ñà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n −
2,M/4, τ − 2), ò.å. ñïåêòðèòå èì ñà åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî W (n − 2,M/4, τ − 2).
Â Òåîðåìà 2.5.3 ïîëó÷èõìå êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðèòå R, Z, U , V , êàêòî è ÷å òåçè
âåêòîðè ñà ñïåêòðèòå ñúîòâåòíî íà ïðîèçâîäíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè A0, A1, B0

è B1, ïîëó÷åíè â Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 1). Åêâèâàëåíòíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà
âåêòîðèòå R, Z, U è V ïîëó÷àâàìå êàòî èçïîëçâàìå àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ íà
òåçè îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.4.8. �
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Çàáåëåæêà 2.5.6 Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî W å ôèêñèðàí ñïåêòúð íà èçõîäíèÿ îð-
òîãîíàëåí ìàñèâ C è ñà ïîëó÷åíè îò íåãî åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíèòå ñïåêòðè W ′ è
W ′′ íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C ′ è C ′′, ñúîòâåòíî â ðåçóëòàò íà îòðÿçâàíå îò
C íà åäèí è äâà ñòúëáà, òî ñïåêòðèòå R, Z, U , V íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè A0,
A1, B0 è B1 ìîãàò äà ñå èçðàçÿò äèðåêòíî ñàìî ÷ðåç êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðèòå
W , W ′ è W ′′. Òîâà îáà÷å å èçïóñíàòî â òîçè ïàðàãðàô, òúé êàòî ïî-íàäîëó òåçè
ðàçñúæäåíèÿ ñå ïðîäúëæàâàò ñ èçñëåäâàíå íà ñïåêòðèòå íà îùå ïðîèçâîäíè îðòî-
ãîíàëíè ìàñèâè, ïîëó÷åíè îò îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C0 è C1 (èäâàùè îò ìàñèâà
C) êàòî ñúîòâåòíèòå îçíà÷åíèÿ íà ñïåêòðèòå âñå ïîâå÷å ñå óñëîæíÿâàò. Çàòîâà
ïðåäïî÷åòîõìå äà îïèñâàìå ñòúïêà ïî ñòúïêà êàê åäíîçíà÷íî ñå èçðàçÿâàò íîâîïî-
ëó÷åíèòå ñïåêòðè ÷ðåç ïðåäõîäíî ïîëó÷åíèòå òàêèâà, êîåòî âîäè êàêòî äî ïî-ÿñíî
èçëîæåíèå, òàêà è äî ïî-äîáðà ïðåäñòàâà çà ìåòîäà íà ïîëó÷àâàíå íà ñúîòâåòíèòå
îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñïåêòðèòå íà èçñëåäâàíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

Òåîðåìà 2.5.5 ïðåäîñòàâÿ ïúðâîòî íîâî íåîáõîäèìî óñëîâèå åäíà òðîéêà (W ′, X, Y )
äà áúäå âúçìîæíà òðîéêà, ïîëó÷åíà îò ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà (2.3) çà ôèêñèðàí
ñïåêòúð W íà èçõîäíèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Äà íàïîìíèì, ÷å êàòî íàìåðèì îãðàíè-
÷åíèå âúðõó ñïåêòúðà íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ (íàïðèìåð A0) èìàìå ïîëó÷åíî è
îãðàíè÷åíèå âúðõó ñïåêòúðà íà òàêà íàðå÷åíèÿ äîïúëíèòåëåí ìó ìàñèâ (ò.å. âúðõó
îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ A0).

Ñëåäñòâèå 2.5.7 Àêî íÿêîé îò ñïåêòðèòå R, Z, U , V , R, Z, U , V íå ïðèíàäëåæè
íà ìíîæåñòâîòî W (n − 2,M/4, τ − 2), òî çà ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ)
òðîéêàòà (W ′, X, Y ), îò êîÿòî òå ñà ïîëó÷åíè, ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå Òåîðåìè 2.4.8, 2.4.9, 2.4.12 è 2.4.13 çà ìàñèâèòå A0,
A1, B0, B1, A0, A1, B0 è B1, ñúîòâåòíî. �

Íåêà (W ′, X, Y ) å ôèêñèðàíà âúçìîæíà òðîéêà çà Êîíñòðóêöèÿ 2.4. Íà âñÿêà òà-
êàâà òðîéêà äà ñìå ñúïîñòàâèëè ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíè ÷åòâîðêè (R,Z, U, V ), ñúã-
ëàñíî Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 1). Ïî-äîëó ñà íàìåðåíè íîâè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ,
íà êîèòî òðÿáâà äà îòãîâàðÿ åäíà òàêàâà ÷åòâîðêà, çà äà áúäå òÿ âúçìîæíà ÷åòâîðêà,
ïîëó÷åíà îò èçõîäíèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ C.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å îò Ñâîéñòâî 5 íà äâîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñëåä ïåðìóòà-
öèÿ íà åëåìåíòèòå 0 è 1 âúâ ôèêñèðàí ñòúëá íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C, ïîëó÷èõìå
îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1,0 ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè. Ðàçãëåæäàéêè ìàñèâèòå C0 è C1, ïî
àíàëîãè÷åí íà÷èí, îò òÿõ ìîæåì äà ïîëó÷èì îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C1,0

0 è C1,0
1 ñëåä

ïåðìóòàöèÿ íà åëåìåíòèòå 0 è 1 â ïúðâèÿ ñòúëá. Íåùî ïîâå÷å, ïðè òàêà èçâúðøåíàòà
ïåðìóòàöèÿ å ÿñíî, ÷å îò ìàñèâà C ′ ïîëó÷àâàìå è ñúîòâåòåí (n−1,M, τ) îðòîãîíàëåí
ìàñèâ C ′1,0.

Îïèñàíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè, êàêòî è ñúîòâåòíèòå ïîëó÷åíè ïðîèçâîäíè îò òÿõ
ìàñèâè ñà èëþñòðèðàíè â Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 2).
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C ′ − (n− 1,M, τ), W ′︷ ︸︸ ︷
C ′′ − (n− 2,M, τ), W ′′︷ ︸︸ ︷

0 0

0
... R = (r0, r1, . . . , rn−2)

... 0 A0 − (n− 2,M/4, τ − 2) C0, C
′
0

... 1 Y, Y ′

0
... Z = (z1, z2, . . . , zn−1)

0 1 A1 − (n− 2,M/4, τ − 2)
1 0

1
... U = (u0, u1, . . . , un−2)

... 0 B0 − (n− 2,M/4, τ − 2) C1, C
′
1

... 1 X, X ′

1
... V = (v1, v2, . . . , vn−1)

1 1 B1 − (n− 2,M/4, τ − 2)

C ′1,0 − (n− 1,M, τ), W ′1,0︷ ︸︸ ︷
C ′′, W ′′︷ ︸︸ ︷

0 1

0
... R = (r0, r1, . . . , rn−2)

... 1 A0 − (n− 2,M/4, τ − 2) C1,0
0 , C ′0

... 0 Y 1,0, Y ′

0
... Z = (z1, z2, . . . , zn−1)

0 0 A1 − (n− 2,M/4, τ − 2)
1 1

1
... U = (u0, u1, . . . , un−2)

... 1 B0 − (n− 2,M/4, τ − 2) C1,0
1 , C ′1

... 0 X1,0, X ′

1
... V = (v1, v2, . . . , vn−1)

1 0 B1 − (n− 2,M/4, τ − 2)

Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 2).

Çà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C1,0
0 è C1,0

1 å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 2.5.8 Îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C0
1,0 è C1

1,0 ñà ñ ïàðàìåòðè (n−1,M/2, τ−
1), ò.å. ñïåêòðèòå èì Y 1,0 è X1,0, îòíîñíî òî÷êàòà c′ ∈ H(n − 1, 2), ñà åëåìåíòè
íà ìíîæåñòâîòî W (n − 1,M/2, τ − 1) è âñåêè îò òÿõ èìà ñëåäíîòî åäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâÿíå:

Y 1,0 = (y1,00 , y1,01 , . . . , y1,0n−1) = (z1, z2 + r0, . . . , zn−1 + rn−3, rn−2)

= (y′0 − y0, y′0 + y′1 − y1, y′1 + y′2 − y2, . . . , y′n−3 + y′n−2 − yn−2, y′n−2 − yn−1),

X1,0 = (x1,01 , x1,02 , . . . , x1,0n ) = (v1, v2 + u0, . . . , vn−1 + un−3, un−2)

= (x′1 − x1, x′1 + x′2 − x2, x′2 + x′3 − x3, . . . , x′n−2 + x′n−1 − xn−1, x′n−1 − xn).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.4.16 ïúðâî çà ñïåêòðèòå íà äâîéêàòà îðòî-
ãîíàëíè ìàñèâè C0 è C

1,0
0 è äîñòèãàìå äî âèäà íà ñïåêòúðà Y 1,0. Àíàëîãè÷íî, ïðèëà-

ãàìå Òåîðåìà 2.4.16 âúðõó ñïåêòðèòå íà äâîéêàòà ìàñèâè C1 è C
1,0
1 ñúñ ñïåêòðè X è

X1,0, ñúîòâåòíî. Ñëåä çàìåñòâàíå íà ñúîòâåòíèòå êîîðäèíàòè íà âåêòîðèòå R, Z, U è
V îò Òåîðåìà 2.5.5 è ïðåîáðàçóâàíèÿ ñå ïîëó÷àâàò òî÷íî êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðèòå
Y 1,0 è X1,0, ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 2.5.9 Àêî íÿêîé îò âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè Y 1,0, X1,0, Y 1,0, X1,0 6∈
W (n−1,M/2, τ −1), è ñà ðåçóëòàò îò ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) è ïîëó÷å-
íàòà îò íåãî òðîéêà ñïåêòðè (W ′, X, Y ), òî ÷åòâîðêàòà âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè
(R,Z, U, V ), ïîëó÷åíà îò òÿõ, ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.
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Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå Òåîðåìè 2.4.8, 2.4.9, 2.4.12 è 2.4.13 çà îðòîãîíàëíèòå

ìàñèâè C1,0
0 , C1,0

0 è C1,0
1 , C1,0

1 , ñúîòâåòíî. �

Äà íàïîìíèì, ÷å îò Òåîðåìà 2.4.2 çíàåì âèäà íà ñïåêòúðà íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ
C ′ îòíîñíî òî÷êàòà c′, â êîéòî (ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.5.3) ñëåä êàòî çàìåñòèì êîîðäè-
íàòè íà âåêòîðèòå X = (U, 0) + (0, V ) è Y = (R, 0) + (0, Z) ïîëó÷àâàìå

W ′ = (w′0, w
′
1, . . . , w

′
n−1) = (y0 + x1, y1 + x2, y2 + x3, . . . , yn−2 + xn−1, yn−1 + xn)

= (r0 + u0, r1 + z1 + u1 + v1, . . . , rn−2 + zn−2 + un−2 + vn−2, zn−1 + vn−1).

Òîãàâà çà ñïåêòúðúò W ′1,0 íà (n − 1,M, τ) îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′1,0 å â ñèëà
ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 2.5.10 Ñïåêòúðúò W ′1,0 íà (n − 1,M, τ) îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′1,0, îò-
íîñíî òî÷êàòà c′ ∈ H(n − 1, 2), å åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî W (n − 1,M, τ) è èìà
ñëåäíîòî åäíîçíà÷íî ïðåäñòàâÿíå:

W ′1,0 = (w′1,00 , w′1,01 , . . . , w′1,0n−1) = (y1,00 + x1,01 , y1,01 + x1,02 , . . . , y1,0n−2 + x1,0n−1, y
1,0
n−1 + x1,0n )

= (z1 + v1, r0 + u0 + z2 + v2, . . . , rn−3 + un−3 + zn−1 + vn−1, rn−2 + un−2)

= (y′0 − y0 + x′1 − x1, y′1 − y1 + y′0 + x′2 − x2 + x′1, . . . , y
′
n−2 − yn−1 + x′n−1 − xn).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå àíàëîçè íà Òåîðåìà 2.4.2 è Òåîðåìà 2.4.16 çà ñïåêò-
ðèòå íà äâîéêàòà îðòîãîíàëíè ìàñèâè C ′ è C ′1,0 çà äà äîñòèãíåì äî âèäà íà ñïåêòúðà
W ′1,0. Ñëåä çàìåñòâàíå íà êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðèòå X è Y îò Òåîðåìà 2.5.3 ñå ïîëó-
÷àâàò êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðà W ′1,0 èçðàçåíè ÷ðåç êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðèòå R, Z,
U è V . Ñåãà êàòî çàìåñòèì êîîðäèíàòèòå íà ïîñëåäíèòå ÷åòèðè âåêòîðà îò Òåîðåìà
2.5.5 ñå ïîëó÷àâà òî÷íî ïðåäñòàâÿíåòî íà âåêòîðà W ′1,0. �

Ñëåäñòâèå 2.5.11 Àêî íÿêîé îò âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè W ′1,0, W ′1,0 6∈ W (n−
1,M, τ), è ñà ðåçóëòàò îò ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) è ïîëó÷åíàòà îò
íåãî òðîéêà ñïåêòðè (W ′, X, Y ), òî òðîéêàòà âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè (W ′, X, Y )
ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Çà ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî äà îòáåëåæèì, ÷å èìàìå ñïåêòðèòå Y ′ è X ′ íà îðòî-
ãîíàëíèòå ìàñèâè C ′0 è C

′
1, ðàçãëåäàíè ñúîòâåòíî êàòî îáåäèíåíèå íà ìàñèâèòå A0,

A1 è B0, B1, ò.å. ìîæåì äà ãè èçðàçèì ÷ðåç ñïåêòðèòå íà òåçè ìàñèâè.

Òåîðåìà 2.5.12 Ñïåêòðèòå Y ′ = (y′0, y
′
1, . . . , y

′
n−2) è X

′ = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n−1) íà îðòî-

ãîíàëíèòå ìàñèâè C ′0 è C
′
1 óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíàòà ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣

ri + zi+1 = y′i, i = 0, 1, . . . , n− 2
ui + vi+1 = x′i+1, i = 0, 1, . . . , n− 2
ri, ui ∈ Z, ri ≥ 0, ui ≥ 0, i = 0, . . . , n− 2
zi, vi ∈ Z, zi ≥ 0, vi ≥ 0, i = 1, . . . , n− 1

, (2.13)

ò.å. çà òåõíèòå êîîðäèíàòè ñà â ñèëà ñëåäíèòå åäíîçíà÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ:

Y ′ = (y′0, y
′
1, . . . , y

′
n−2) = (r0 + z1, r1 + z2, . . . , rn−2 + zn−1),

X ′ = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n−1) = (u0 + v1, u1 + v2, . . . , un−2 + vn−1).
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Äîêàçàòåëñòâî: Îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ C ′0 å ìíîæåñòâîòî îò ðåäîâåòå íà ìàñèâà
A0 çàåäíî ñ ìíîæåñòâîòî îò ðåäîâåòå íà ìàñèâà A1. Òîãàâà ñïðÿìî c′′ çà ñïåêòúðà
íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′0 ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà ri + zi+1 = y′i, i = 0, 1, . . . , n − 2. Ñ
àíàëîãè÷íè ñúîáðàæåíèÿ, îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ C ′1 ñå ïîëó÷àâà îò ìíîæåñòâîòî îò
ðåäîâåòå íà ìàñèâà B0 è ìíîæåñòâîòî îò ðåäîâåòå íà ìàñèâà B1, îòêúäåòî ïîëó÷àâà-
ìå, ÷å ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà ui + vi+1 = x′i+1, i = 0, 1, . . . , n− 2. �

Ñëåäñòâèå 2.5.13 Àêî íÿêîé îò ñïåêòðèòå Y ′, X ′, Y ′, X ′ 6∈ W (n−2,M/2, τ−1), òî
÷åòâîðêàòà îò âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè (R,Z, U, V ), îò êîÿòî òå ñå ïîëó÷àâàò,
ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å îòñÿâàíèÿòà ïî Ñëåäñòâèå 2.5.11 è Ñëåäñòâèå 2.5.13 âå÷å ñà
íàïðàâåíè â îñíîâíèÿ àëãîðèòúì, òúé êàòî àëãîðèòìèòå ñå ïðèëàãàò âúðõó ñúîòâåò-
íèòå ðåäèöè îò ìíîæåñòâà îò ñïåêòðè, íî ñúîòâåòíèòå åäíîçíà÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà
ñïåêòðèòå íà òåçè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñå èçïîëçâàò â íàøèòå àíàëèçè âúðõó ñïåêò-
ðèòå íà íÿêîè ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè, ïîëó÷åíè è èçñëåäâàíè ïî-íàäîëó.

Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî ïúðâîíà÷àëíèÿ îðòîãîíàëåí (n,M, τ) ìàñèâ C, êîéòî îò-
íîñíî ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíà òî÷êà c ∈ H(n, 2) èìà ñïåêòúð W . Íåêà â ìàñèâà C äà
ïðåíàðåäèì ïúðâî âòîðèÿ ìó ñòúëá, êîåòî îò ñâîÿ ñòðàíà å äà ïðåíàðåäèì ïúðâèÿ
ñòúëá íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′, êàêòî å ïîêàçàíî â Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 3)
ïî-äîëó. Ïðè îòðÿçâàíåòî íà âòîðèÿ ñòúëá íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ñå ïîëó÷àâà
íîâ îðòîãîíàëåí (n − 1,M, τ) ìàñèâ, èçîìîðôåí íà ìàñèâà C ′. Çà óäîáñòâî è çà äà
ðàçëè÷àâàìå òîçè îðòîãîíàëåí ìàñèâ îò ìàñèâà C ′, âúâåæäàìå ñëåäíèòå óòî÷íÿâàùè
îçíà÷åíèÿ.

Ùå îçíà÷àâàìå ñ C ′`=s, çà s = 1, . . . , n, îðòîãîíàëíèÿ (n − 1,M, τ) ìàñèâ, êîéòî
ñå ïîëó÷àâà îò ìàñèâà C ïðè ïðåìàõâàíå íà s-òèÿ ìó ñòúëá, à òî÷êàòà ñúîòâåòíî
ïîëó÷åíà îò òî÷êàòà c ∈ H(n, 2) ïðè ïðåìàõâàíå íà íåéíàòà s-òà êîîðäèíàòà ùå
îçíà÷àâàìå ñ c′`=s ∈ H(n − 1, 2), çà s = 1, . . . , n. Ùå îçíà÷àâàìå îùå ñ W ′

`=s, çà
s = 1, . . . , n, ñïåêòúðà íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′`=s îòíîñíî òî÷êàòà c

′
`=s.

Â òàêà âúâåäåíèòå îçíà÷åíèÿ äîòóê â òîçè ïàðàãðàô ñìå èçñëåäâàëè ñïåêòðèòå íà
ðåäèöà ïðîèçâîäíè ìàñèâè, ïîëó÷åíè îò îðòîãîíàëíèÿ (n,M, τ) ìàñèâ C ïðè îòðÿçâà-
íåòî ìó íà ïúðâèÿ ñòúëá, ò. å. ïîëó÷åíèÿò îðòîãîíàëåí (n−1,M, τ) ìàñèâ C ′ = C ′`=1,
â êîéòî îòíîâî å îòðÿçàí ïúðâèÿò ñòúëá (ò.å. âòîðèÿò ñòúëá íà èçõîäíèÿ ìàñèâ C) è
å ïîëó÷åí îðòîãîíàëåí (n − 2,M, τ) ìàñèâ C ′′, ñúãëàñíî Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 1
è Ôèãóðà 2).

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà àíàëîãè÷íà êîíñòðóêöèÿ ñ ïðåìàõâàíå ïîñëåäîâàòåëíî íà äâà
ñòúëáà îò îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C, êàòî òîçè ïúò ïúðâî ïðåìàõâàìå âòîðèÿ ìó ñòúëá è
ïîëó÷àâàìå îðòîãîíàëíèÿ (n−1,M, τ) ìàñèâ C ′`=2, à ñëåä òîâà ïðåìàõâàìå è èçõîäíèÿ
ïúðâè ñòúëá íà ìàñèâà C, êîéòî â ñëó÷àÿ ñå ÿâÿâà ïúðâè ñòúëá è çà îðòîãîíàëíèÿ
ìàñèâ C ′`=2. ßñíî å, ÷å äîñòèãàìå îòíîâî äî ñúùèÿ (n − 2,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ
C ′′.

Ëåñíî ñå çàáåëÿçâà, ÷å ìàñèâèòå ñ ïàðàìåòðè (n−1,M/2, τ−1), êîèòî ñå ïîëó÷àâàò
÷ðåç Êîíñòðóêöèÿ 2.4 îò äâîéêàòà ìàñèâè C è C ′`=2, ñà ðàçëè÷íè îò èçñëåäâàíèòå ïî-
ãîðå îðòîãîíàëíè ìàñèâè C0 è C1, ïîëó÷åíè îò äâîéêàòà C è C ′ = C ′`=1. Äà îçíà÷èì
íîâîïîëó÷åíèòå îò äâîéêàòà C è C ′`=2 ñúîòâåòíè (n − 1,M/2, τ − 1) îðòîãîíàëíè
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ìàñèâè ñ D0 è D1, à òåõíèòå ñïåêòðèòå îòíîñíî òî÷êàòà c
′
`=2 ∈ H(n−1, 2) äà îçíà÷èì

ñúîòâåòíî ñ G = (g0, g1, . . . , gn−1) è H = (h1, h2, . . . , hn).
Ñåãà äà ïðåìàõíåì èçõîäíèÿ ïúðâè ñòúëá íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C, êîéòî êàê-

òî âå÷å îòáåëÿçàõìå å âñúùíîñò ïúðâè ñòúëá çà îðòîãîíàëíèÿ (n − 1,M, τ) ìàñèâ
C ′`=2 è äîñòèãàìå îòíîâî äî âå÷å ðàçãëåæäàíèÿò îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ′′. Òîãàâà ÷ðåç
Êîíñòðóêöèÿ 2.4 îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ D0 ñå ðàçáèâà íà äâà îðòîãîíàëíè ìàñèâà ñ
ïàðàìåòðè (n − 2,M/4, τ − 2), êîèòî ñà òî÷íî îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè A0 è B0. Àíà-
ëîãè÷íî, îò îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ D1 ñå ïîëó÷àâàò äðóãè äâà îðòîãîíàëíè ìàñèâà ñ
ïàðàìåòðè (n− 2,M/4, τ − 2), à èìåííî îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè A1 è B1. Âñè÷êè ïðî-
èçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè, ïîëó÷åíè îò ìàñèâèòå C è C ′`=2, ñà èëþñòðèðàíè â
Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 3).

Îò ñâîéñòâàòà íà äâîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñëåä ïåðìóòàöèÿ íà åëåìåíòèòå
0 è 1 âúâ ôèêñèðàí ñòúëá íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ïîëó÷èõìå, èçîìîðôåí íà
íåãî îðòîãîíàëåí ìàñèâ C1,0. Ðàçãëåæäàéêè ìàñèâèòå D0 è D1 ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí
îò òÿõ ìîæåì äà ïîëó÷èì îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè D1,0

0 è D1,0
1 è äà îçíà÷èì ñïåêòðèòå

èì îòíîñíî òî÷êàòà c′`=2 ñúîòâåòíî ñ H
1,0 è G1,0. Òåçè îðòîãîíàëíè ìàñèâè, êàêòî è

ñúîòâåòíèòå ïðîèçâîäíè îò òÿõ îðòîãîíàëíè ìàñèâè çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà îòíîâî ñà
èëþñòðèðàíè â Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 3).

C ′`=2 − (n− 1,M, τ), W ′`=2︷︸︸︷ ︷ ︸︸ ︷
C ′′ − (n− 2,M, τ), W ′′︷ ︸︸ ︷

0 0
... 0 R = (r0, r1, . . . , rn−2)

0
... A0 − (n− 2,M/4, τ − 2) D0, D′0

1
... G, G′

... 0 U = (u0, u1, . . . , un−2)
1 0 B0 − (n− 2,M/4, τ − 2)
0 1
... 1 Z = (z1, z2, . . . , zn−1)

0
... A1 − (n− 2,M/4, τ − 2) D1, D′1

1
... H, H ′

... 1 V = (v1, v2, . . . , vn−1)
1 1 B1 − (n− 2,M/4, τ − 2)︸ ︷︷ ︸

C − (n,M, τ), W

C ′1,0`=2, W ′1,0`=2︷︸︸︷ ︷ ︸︸ ︷
C ′′, W ′′︷ ︸︸ ︷

1 0
... 0 R = (r0, r1, . . . , rn−2)

1
... A0 − (n− 2,M/4, τ − 2) D1,0

0 , D′0

0
... G1,0, G′

... 0 U = (u0, u1, . . . , un−2)
0 0 B0 − (n− 2,M/4, τ − 2)
1 1
... 1 Z = (z1, z2, . . . , zn−1)

1
... A1 − (n− 2,M/4, τ − 2) D1

1,0
, D′1

0
... H1,0, H ′

... 1 V = (v1, v2, . . . , vn−1)
0 1 B1 − (n− 2,M/4, τ − 2)︸ ︷︷ ︸

C1,0
`=2 − (n,M, τ), W 1,0

`=2

Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 3).

Íåêà ñåãà ñå âúðíåì êúì ïúðâîíà÷àëíîòî çà Ïàðàãðàô 2.5 ìíîæåñòâî îò òðîé-
êè ñïåêòðè (W ′, X, Y ) çà âñåêè ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) íà îðòîãîíàë-
íèÿ ìàñèâ C îòíîñíî òî÷êàòà c. Íåêà ñìå íàïðàâèëè âñè÷êè âúçìîæíè îòñÿâàíèÿ â
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ìíîæåñòâî îò òðîéêè ñïåêòðè (W ′, X, Y ) çà ôèêñèðàí ñïåêòúð W äî ðàçãëåæäàíåòî
íà Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 2), âêëþ÷èòåëíî. Ïî òîçè íà÷èí êúì ìîìåíòà çà âñÿ-
êà íåîòñÿòà òðîéêà (W ′, X, Y ) èìàìå îïðåäåëåíè âñåâúçìîæíèòå ÷åòâîðêè ñïåêòðè
(R,Z, U, V ). Êàòî âçåìåì ïîä âíèìàíèå íà÷èíà íà îáðàçóâàíå íà âñè÷êè ïðîèçâîä-
íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè îò Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 3), êàêòî è àíàëîãè÷íèÿ ïúò
íà ïîëó÷àâàíåòî èì ñïðÿìî Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 2), äîñòèãàìå äî âåðíîñòòà íà
ñëåäâàùèòå íÿêîëêî òâúðäåíèÿ, â êîèòî ñà ïîëó÷åíè åäíîçíà÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà
ñïåêòðèòå íà ïîëó÷åíèòå ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

Òåîðåìà 2.5.14 Ñïåêòðèòå G è H íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè D0 è D1, îòíîñíî
òî÷êàòà c′`=2 ∈ H(n− 1, 2), ñà åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî W (n− 1,M/2, τ − 1). Òå
óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíàòà (âúâ âåêòîðåí âàðèàíò) ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ:∣∣∣∣ G+H = W ′

`=2

(G, 0) + (0, H) = W
(2.14)

è çà òÿõ ñà â ñèëà ñëåäíèòå åäíîçíà÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ:

G = (g0, g1, . . . , gn−1)

= (w0, w1 − (w′`=2,0 − w0), w2 −
1∑
j=0

(w′`=2,j − wj), . . . , wn−1 −
n−2∑
j=0

(w′`=2,j − wj))

= (w0,
n−2∑
j=0

(w′`=2,n−1−j − wn−j), . . . ,
1∑
j=0

(w′`=2,n−1−j − wn−j), w′`=2,n−1 − wn),

H = (h1, h2, . . . , hn)

= (w′`=2,0 − w0,
1∑
j=0

(w′`=2,j − wj), . . . ,
n−2∑
j=0

(w′`=2,j − wj), wn)

= (w1 −
n−2∑
j=0

(w′`=2,n−1−j − wn−j), . . . , wn−1 − (w′`=2,n−1 − wn), wn).

Äîêàçàòåëñòâî: Îò ñâîéñòâàòà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè è íà÷èíà íà ïîëó÷àâàíå
íà ìàñèâèòåD0 èD1 å ÿñíî, ÷å òå ñà (n−1,M/2, τ−1) îðòîãîíàëíè ìàñèâè, ò.å. îòíîñíî
òî÷êàòà c′`=2 ñïåêòðèòå èì G, H ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1). Åäíîçíà÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ
íà ñïåêòðèòå G è H ñà ðåçóëòàò îò ïðèëàãàíåòî íà àíàëîã íà Òåîðåìà 2.4.8 è Òåîðåìà
2.4.12 çà ñïåêòðèòå ñúîòâåòíî íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C, C ′`=2 è C

′′. �

Çà ñïåêòúðúò W 1,0
`=2 íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C

1,0
`=2 å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 2.5.15 Ñïåêòúðúò W 1,0
`=2 íà (n,M, τ) îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C1,0

`=2, îòíîñíî
òî÷êàòà c, å åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòîW (n,M, τ) è èìà ñëåäíîòî åäíîçíà÷íî ïðåä-
ñòàâÿíå:

W 1,0
`=2 = (h1, h2 + g0, . . . , hn + gn−2, gn−1) = (w′`=2,0 − w0,

w′`=2,0 + w′`=2,1 − w1, . . . , w
′
`=2,n−2 + w′`=2,n−1 − wn−1, w′`=2,n−1 − wn),
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Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.4.16 çà ñïåêòðèòå íà äâîéêàòà îðòîãîíàë-
íè ìàñèâè C è C1,0

`=2 è äîñòèãàìå äî âèäà íà ñïåêòúðà W 1,0
`=2. Ñëåä çàìåñòâàíå íà

ñúîòâåòíèòå êîîðäèíàòè íà âåêòîðèòå G è H îò Òåîðåìà 2.5.14 è ïðåîáðàçóâàíèÿ ñå
ïîëó÷àâàò òî÷íî êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðà W 1,0

`=2, ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 2.5.16 Àêî íÿêîé îò ñïåêòðèòå W 1,0
`=2, W

1,0
`=2 6∈ W (n,M, τ), è ñà ðåçóë-

òàò îò ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) è ïîëó÷åíàòà îò íåãî òðîéêà ñïåêòðè
(W ′

`=2, G,H), òî òðîéêàòà âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè (W ′
`=2, G,H) ñëåäâà äà áúäå

îòõâúðëåíà.

Îò äðóãà ñòðàíà, â ñèëà å ñëåäíîòî òâúðäåíèå, çàäàâàùî âèäà íà ñïåêòðèòå G è
H íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè D0 è D1, èçðàçåíè ñúîòâåòíî ÷ðåç ñïåêòðèòå íà ïðîèç-
âîäíèòå èì ìàñèâè R, Z, U è V .

Òåîðåìà 2.5.17 Ñïåêòðèòå G è H íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè D0 è D1 îòíîñíî
òî÷êàòà c′`=2 ∈ H(n− 1, 2) óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå åäíîçíà÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ:

G = (g0, g1, . . . , gn−1) = (r0, r1 + u0, . . . , rn−2 + un−3, un−2)

= (y0, y1 − (y′0 − y0) + x1, . . . , xn−1 −
n−2∑
j=1

(x′j − xj))

= (y0, x1 +
n−3∑
j=0

(y′n−2−j − yn−1−j), . . . , y′n−2 − yn−1 +
1∑
j=0

(x′n−1−j − xn−j), x′n−1 − xn);

H = (h1, h2, . . . , hn) = (z1, z2 + v1, . . . , zn−1 + vn−2, vn−1)

= (y′0 − y0,
1∑
j=0

(y′j − yj) + x′1 − x1, . . . , yn−1 +
n−2∑
j=1

(x′j − xj), xn)

= (y1 −
n−3∑
j=0

(y′n−2−j − yn−1−j), . . . , yn−1 + xn−1 − (x′n−1 − xn), xn).

Äîêàçàòåëñòâî: Áðîÿò íà äóìèòå íà ðàçñòîÿíèå 1 ≤ i < n − 1 îò òî÷êàòà c′`=2

â îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ D0 ìîæå äà áúäå ïðåñìåòíàò êàòî îáåäèíåíèå íà äóìèòå â
ìàñèâà A0 íà ðàçñòîÿíèå i îò c′`=2 è äóìèòå â ìàñèâà B0 íà ðàçñòîÿíèå i + 1, ò.å.
êîîðäèíàòèòå íà ñïåêòúðà G ñà èìåííî G = (r0, r1 + u0, . . . , rn−2 + un−3, un−2), çà
êîèòî íàêðàÿ ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.5.5. Àíàëîãè÷íî ñå ïîëó÷àâà, ÷å ñïåêòúðúò H íà
îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ D1 èìà âèäà H = (z1, z2 + v1, . . . , zn−1 + vn−2, vn−1). �

Ñëåäñòâèå 2.5.18 Àêî íÿêîé îò ñïåêòðèòå G, H, G, H 6∈ W (n−1,M/2, τ −1), òî
÷åòâîðêàòà îò âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè (R,Z, U, V ), îò êîÿòî òå ñå ïîëó÷àâàò,
ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Çà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè D1,0
0 è D1,0

1 å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.
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Òåîðåìà 2.5.19 Îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè D1,0
0 è D1,0

1 ñà ñ ïàðàìåòðè (n−1,M/2, τ−
1), ò.å. ñïåêòðèòå èì G1,0 è H1,0, îòíîñíî òî÷êàòà c′`=2 ∈ H(n−1, 2), ñà åëåìåíòè
íà ìíîæåñòâîòî W (n − 1,M/2, τ − 1) è âñåêè îò òÿõ èìà ñëåäíîòî åäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâÿíå:

G1,0 = (g1,00 , g1,01 , . . . , g1,0n−1) = (u0, u1 + r0, . . . , un−2 + rn−3, rn−2)

= (y′0 − y0, y′0 + y′1 − y1, y′1 + y′2 − y2, . . . , y′n−3 + y′n−2 − yn−2, y′n−2 − yn−1),

H1,0 = (h1,01 , h1,02 , . . . , h1,0n ) = (v1, v2 + z1, . . . , vn−1 + zn−2, zn−1)

= (x′1 − x1, x′1 + x′2 − x2, x′2 + x′3 − x3, . . . , x′n−2 + x′n−1 − xn−1, x′n−1 − xn).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.4.16 ïúðâî çà ñïåêòðèòå íà äâîéêàòà îð-
òîãîíàëíè ìàñèâè D0 è D1,0

0 è äîñòèãàìå äî âèäà íà ñïåêòúðà G1,0. Àíàëîãè÷íî,
ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.4.16 âúðõó ñïåêòðèòå íà äâîéêàòà ìàñèâè D1 è D

1,0
1 ñúñ ñïåêòðè

H è H1,0, ñúîòâåòíî. Ñëåä çàìåñòâàíå íà ñúîòâåòíèòå êîîðäèíàòè íà âåêòîðèòå R,
Z, U è V îò Òåîðåìà 2.5.5 è ïðåîáðàçóâàíèÿ ñå ïîëó÷àâàò òî÷íî êîîðäèíàòèòå íà
âåêòîðèòå G1,0 è H1,0, ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 2.5.20 Àêî íÿêîé îò âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè G1,0, H1,0, G1,0, H1,0 6∈
W (n−1,M/2, τ −1), è ñà ðåçóëòàò îò ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) è ïîëó÷å-
íàòà îò íåãî òðîéêà ñïåêòðè (W ′, X, Y ), òî ÷åòâîðêàòà âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè
(R,Z, U, V ), ïîëó÷åíà îò òÿõ, ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Îò Òåîðåìà 2.5.14 ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ñïåêòúðúò íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′`=2

îòíîñíî òî÷êàòà c′`=2 èìà âèäà

W ′
`=2 = (g0 + h1, g1 + h2, . . . , gn−2 + hn−1, gn−1 + hn)

= (r0 + z1, r1 + u0 + z2 + v1, . . . , rn−2 + un−3 + zn−1 + vn−2, un−2 + vn−1)

= (y′0, y
′
1 + x′1, . . . , y

′
n−2 + x′n−2, x

′
n−1).

Òîãàâà çà ñïåêòúðàW ′1,0
`=2 íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C

′1,0
`=2 å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 2.5.21 Ñïåêòúðúò W ′1,0
`=2 íà (n − 1,M, τ) îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′1,0`=2, îò-

íîñíî òî÷êàòà c′`=2, å åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî W (n − 1,M, τ) è èìà ñëåäíîòî
åäíîçíà÷íî ïðåäñòàâÿíå:

W ′1,0
`=2 = (g1,00 + h1,01 , g1,01 + h1,02 , . . . , g1,0n−2 + h1,0n−1, g

1,0
n−1 + h1,0n )

= (u0 + v1, r0 + u1 + z1 + v2, . . . , rn−3 + un−2 + zn−2 + vn−1, rn−2 + zn−1)

= (y′0 − y0 + x′1 − x1, y′1 − y1 + y′0 + x′2 − x2 + x′1, . . . , y
′
n−2 − yn−1 + x′n−1 − xn).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.4.16 çà ñïåêòðèòå íà äâîéêàòà îðòîãîíàë-
íè ìàñèâè C ′`=2 è C

′1,0
`=2 è äîñòèãàìå äî âèäà íà ñïåêòúðà W ′1,0

`=2. Ñëåä çàìåñòâàíå íà
ñúîòâåòíèòå êîîðäèíàòè íà âåêòîðèòå R, Z, U è V îò Òåîðåìà 2.5.5 è ïðåîáðàçóâàíèÿ
ñå ïîëó÷àâàò òî÷íî êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðà W ′1,0

`=2, ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �
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Ñëåäñòâèå 2.5.22 Àêî íÿêîé îò ñïåêòðèòå W ′1,0
`=2, W

′1,0
`=2 6∈ W (n − 1,M, τ), è ñà

ðåçóëòàò îò ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) è ïîëó÷åíàòà îò íåãî òðîéêà
ñïåêòðè (W ′

`=2, G,H), òî òðîéêàòà âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè (W ′
`=2, G,H) ñëåäâà

äà áúäå îòõâúðëåíà.

Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å èìàìå ñïåêòðèòå G′ è H ′ íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè D′0 è
D′1, ðàçãëåäàíè ñúîòâåòíî êàòî îáåäèíåíèå íà ìàñèâèòå A0, B0 è A1, B1, ò.å. ìîæåì
äà ãè èçðàçèì ÷ðåç ñïåêòðèòå íà òåçè ìàñèâè.

Òåîðåìà 2.5.23 Ñïåêòðèòå G′ = (g′0, g
′
1, . . . , g

′
n−2) è H

′ = (h′1, h
′
2, . . . , h

′
n−1) íà îðòî-

ãîíàëíèòå ìàñèâè D′0 è D
′
1 óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíàòà ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣

ri + ui = g′i, i = 0, 1, . . . , n− 2
zi + vi = h′i, i = 1, 2, . . . , n− 1
ri, ui ∈ Z, ri ≥ 0, ui ≥ 0, i = 0, . . . , n− 2
zi, vi ∈ Z, zi ≥ 0, vi ≥ 0, i = 1, . . . , n− 1

. (2.15)

è çà òåõíèòå êîîðäèíàòè ñà â ñèëà ñëåäíèòå åäíîçíà÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ:

G′ = (g′0, g
′
1, . . . , g

′
n−2) = (r0 + u0, r1 + u1, . . . , rn−2 + un−2) = (y0 + x1,

y0 + y1 − y′0 + x1 + x2 − x′1, . . . , yn−2 −
n−3∑
j=0

(y′j − yj) + xn−1 +
n−2∑
j=1

(x′j − xj)),

H ′ = (h′1, h
′
2, . . . , h

′
n−1) = (z1 + v1, z2 + v2, . . . , zn−1 + vn−1)

= (y′0 − y0 + x′1 − x1,
1∑
j=0

(y′j − yj) +
2∑
j=1

(x′j − xj), . . . , yn−1 + xn).

.
Äîêàçàòåëñòâî: Îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ D′0 å ìíîæåñòâîòî îò ðåäîâåòå íà A0 çàåä-

íî ñ ìíîæåñòâîòî îò ðåäîâåòå íà B0. Òîãàâà ñïðÿìî c
′′ çà ñïåêòúðà íà îðòîãîíàëíèÿ

ìàñèâ D′0 ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà ri + ui = g′i, i = 0, 1, . . . , n − 2. Ñ àíàëîãè÷íè ñú-
îáðàæåíèÿ, îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ D′1 ñå ïîëó÷àâà îò îáåäèíåíèåòî íà ìíîæåñòâàòà
îò ðåäîâåòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè A1 è B1, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å ñà â ñèëà
ðàâåíñòâàòà zi + vi = h′i, i = 1, 2, . . . , n − 1. Íàêðàÿ ïðèëàãàìå Òåîðåìà 2.5.5, çà äà
ïîëó÷èì åäíîçíà÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà ñïåêòðèòå G′ è H ′ íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè
D′0 è D

′
1. �

Ñëåäñòâèå 2.5.24 Àêî íÿêîé îò ñïåêòðèòå G′, H ′, G′, H ′ 6∈ W (n−2,M/2, τ−1), òî
÷åòâîðêàòà îò âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè (R,Z, U, V ), îò êîÿòî òå ñå ïîëó÷àâàò,
ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Ïðè ðàçãëåæäàíå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè îò Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 2), ìîæåì
äà ðàçãëåäàìå è îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ, êîéòî ñå ïîëó÷àâà ïðè ïåðìóòèðàíå íà åëåìåí-
òèòå 0 è 1 åäíîâðåìåííî â ïúðâèÿ è âúâ âòîðèÿ ñòúëá íà ìàñèâà C. Îò Ñâîéñòâî 5 íà
îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè çíàåì, ÷å òîâà å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, τ). Äà
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îçíà÷èì òîçè ìàñèâ ñ C̃, à íåãîâèÿ ñïåêòúð îòíîñíî òî÷êàòà c ∈ H(n, 2) äà îçíà÷èì
ñ W̃ . Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî â Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 3) íàïðàâèì ïåðìóòèðàíå íà
åëåìåíòèòå 0 è 1 åäíîâðåìåííî â ïúðâèÿ è âúâ âòîðèÿ ñòúëá íà ìàñèâà C äîñòèãàìå
îòíîâî äî îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C̃. Àêî â îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ íàïðàâèì ïåðìóòèðàíå
íà åëåìåíòèòå 0 è 1 â ïúðâèÿ ñòúëá íà ìàñèâà C̃, òî ïîëó÷åíèÿò îðòîãîíàëåí ìàñèâ
C̃1,0 å âå÷å ðàçãëåäàí, òúé êàòî òîâà å åêâèâàëåíòíî íà òîâà äà íàïðàâèì ïåðìóòèðàíå
íà åëåìåíòèòå 0 è 1 ñàìî âúâ âòîðèÿ ñòúëá íà ìàñèâà C, ò.å. èìàìå, ÷å W̃ 1,0 = W 1,0

`=2.

Òåîðåìà 2.5.25 Ñïåêòúðúò W̃ ∈ W (n,M, τ) íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C̃ ñïðÿìî
òî÷êàòà c ∈ H(n, 2) èìà âèäà

W̃ = (w̃0, w̃1, . . . , w̃n) = (v1, u0 + z1 + v2,

r0 + u1 + z2 + v3, . . . , rn−4 + un−3 + zn−2 + vn−1, rn−3 + un−2 + zn−1, rn−2).

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Òåîðåìà 2.5.8 èìàìå âèäà íà ñïåêòðèòå X1,0 è Y 1,0 íà îðòî-
ãîíàëíèòå ìàñèâè C1,0

0 è C1,0
1 . Òå èãðàÿò ðîëÿòà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C0 è C1 çà

îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C̃ â îçíà÷åíèÿòà íà Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðà 2). Ñëåäîâàòåëíî
ìîæåì äà ïðèëîæèì Òåîðåìà 2.4.16 âúðõó îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C̃ è ïî òîçè íà÷èí äà
ïîëó÷èì íåãîâèÿ ñïåêòúð W̃ îòíîñíî òî÷êàòà c, èçðàçåí ÷ðåç ñïåêòðèòå íà ìàñèâèòå
A0, A1, B0 è B1 òî÷íî â òúðñåíèÿ âèä. �

Ñëåäñòâèå 2.5.26 Àêî íÿêîé îò ñïåêòðèòå W̃ èëè W̃ íå ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñ-
òâîòî W (n,M, τ), ÷åòâîðêàòà (R,Z, U, V ), îò êîÿòî òå ñå ïîëó÷àâàò, ñëåäâà äà
áúäå îòõâúðëåíà.

Çà ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî è ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè ñïåêòðèòå
W , W 1,0 è W ′′ íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C, C1,0 è C ′′, èçðàçåíè ÷ðåç êîîðäèíàòèòå íà
ñïåêòðèòå R, Z, U è V .

Ñëåäñòâèå 2.5.27 Çà êîîðäèíàòèòå íà ñïåêòðèòå W , W 1,0 è W ′′, Y , X, G, H, R,
Z, U è V ñà â ñèëà ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ:

W = (w0, w1, . . . , wn) = (y0, y1 + x1, y2 + x2, . . . , yn−1 + xn−1, xn)

= (g0, g1 + h1, g2 + h2, . . . , gn−1 + hn−1, hn) = (r0, r1 + z1 + u0,

r2 + z2 + u1 + v1, . . . , rn−2 + zn−2 + un−3 + vn−3, zn−1 + un−2 + vn−2, vn−1);

W 1,0 = (w1,0
0 , w1,0

1 , . . . , w1,0
n ) = (x1, x2 + y0, . . . , xn + yn−2, yn−1) = (u0, u1 + v1 + r0,

u2 + v2 + r1 + z1, . . . , un−2 + vn−2 + rn−3 + zn−3, vn−1 + rn−2 + zn−2, zn−1);

W ′′ = (w
′′

0 , w
′′

1 , . . . , w
′′

n−2)

= (y′0 + x′1, y
′
1 + x′2, . . . , y

′
n−2 + x′n−1) = (g′0 + h′1, g

′
1 + h′2, . . . , g

′
n−2 + h′n−1)

= r0 + u0 + z1 + v1, r1 + u1 + z2 + v2, . . . , rn−2 + un−2 + zn−1 + vn−1).
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Äîêàçàòåëñòâî: Àêî çàìåñòèì y′i è x
′
i îò Òåîðåìà 2.5.12 â àíàëîã íà ñèñòåìàòà ëè-

íåéíè óðàâíåíèÿ îò Òåîðåìà 2.4.2 èëè g′i è h
′
i îò Òåîðåìà 2.5.23 â àíàëîã íà ñèñòåìàòà

ëèíåéíè óðàâíåíèÿ íà Òåîðåìà 2.5.14, ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà zi+1+ri+vi+1+ui = w′′i ,
çà i = 0, 1, . . . , n − 2. Îò Òåîðåìà 2.4.2, ïðèëîæåíà âúðõó ìàñèâà C è ïðîèçâîäíèòå
ìó ìàñèâè C0 è C1 êàòî èçïîëçâàìå âèäà íà òåõíèòå ñïåêòðè îò Òåîðåìà 2.5.3, ïîëó-
÷àâàìå âèäà íà ñïåêòðèòå W è W 1,0. �

Ïî òîçè íà÷èí îò åäíà ñòðàíà âñè÷êè ñïåêòðè íà ïðîèçâîäíè ìàñèâè ñà èçðàçåíè
÷ðåç ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè, îò êîèòî òå ñà ïîëó÷åíè. Îò äðóãà ñòðàíà,
ïðè ôèêñèðàí ñïåêòúðW íà ìàñèâà C èìàìå ñúîòâåòíèòå òðîéêè ñïåêòðè (W ′, X, Y )
è (W ′

`=2, G,H), âîäåùè äî ñïåêòúð W ′′ è äî ÷åòâîðêàòà îò âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè
(R,Z, U, V ) íà ïîëó÷åíèòå ñúîòâåòíî ïî Êîíñòðóêöèÿ 2.5 (Ôèãóðè îò 1 äî 3) îðòî-
ãîíàëíè ìàñèâè. Ñïåêòðèòå íà âñè÷êè ïîëó÷åíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñà ïðåäñòàâåíè
÷ðåç êîîðäèíàòèòå íà ñïåêòðèòå R, Z, U è V .

Âñè÷êè îïèñàíè ïî-ãîðå îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñïåêòðèòå íà ðàçãëåäàíèòå îðòîãî-
íàëíè ìàñèâè ìîãàò äà ñå îáîáùÿò íàêðàòêî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Çà äàäåí (n,M, τ)
îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ñúñ ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) îòíîñíî òî÷êàòà c ∈ H(n, 2) ñà
ïðåñìåòíàòè âñè÷êè âúçìîæíè òðîéêè (W ′, X, Y ). Ñëåä ïðèëàãàíå íà îñíîâíèÿ àëãî-
ðèòúì ÷àñò îò òåçè òðîéêè ñà áèëè îòõâúðëåíè. Çà îñòàíàëèòå âúçìîæíîñòè çà òðîé-
êè å ïîëó÷åíî ìíîæåñòâîòî îò åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíèòå ÷åòâîðêè (R,Z, U, V ). Ïðè-
ëàãàíåòî íà îïèñàíèòå â òîçè ïàðàãðàô òåîðåìè è ïîëó÷åíèòå îò òÿõ ñëåäñòâèÿ âîäè
äî ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå ÷åòâîðêè (R,Z, U, V ), ïîëó÷åíè îò
ïúðâîíà÷àëíî ôèêñèðàíèÿ ñïåêòúð W è ñúîòâåòíàòà ìó òðîéêà ñïåêòðè (W ′, X, Y ).

Ïî-òî÷íî, íåêà çà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ñ ôèêñèðàí ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) äà
ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò ñúîòâåòíèòå íà íåãî îñòàíàëè ñëåä îòñÿâàíèÿòà âúçìîæ-
íè òðîéêè (W ′, X, Y ) è åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíèòå îò òÿõ òðîéêè (Y ′, R, Z) è (X ′, U, V ).
Ñ äðóãè äóìè çà ôèêñèðàí ñïåêòúð W è ñúîòâåòíèòå ïîëó÷åíè îò íåãî ìàñèâè C0 è
C1 íåêà

(z
(i)
0 = 0, z

(i)
1 , . . . , z

(i)
n−1; r

(i)
0 , r

(i)
1 , . . . , r

(i)
n−2, r

(i)
n−1 = 0), i = 1, 2, . . . , s,

ñà âñè÷êè s ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà (2.9), êîèòî ñà îñòàíàëè ñëåä âñè÷êè
ãîðåîïèñàíè ïðîâåðêè è îòñÿâàíèÿ çà âñè÷êè âúçìîæíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè C ′0, ïî-
ëó÷åíè îò ìàñèâà C0 ïðè ïðåìàõâàíå íà êîé äà å íåãîâ ñòúëá, à

(v
(j)
0 = 0, v

(j)
1 , . . . , v

(j)
n−1;u

(j)
0 , u

(j)
1 , . . . , u

(j)
n−2, u

(j)
n−1 = 0), j = 1, 2, . . . , t.

ñà âñè÷êè îñòàíàëè t ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà (2.10) çà âñè÷êè âúçìîæíè
îðòîãîíàëíè ìàñèâè C ′1, ïîëó÷åíè îò C1 ïðè ïðåìàõâàíå íà íÿêîé íåãîâ ñòúëá.

Îáðàçóâàìå âñåâúçìîæíèòå äâîéêè (z(i), v(j)), çà i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , t, è
íåêà äà îçíà÷èì ñ ki,j áðîÿ íà ñòúëáîâåòå, ïðè êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ñúîòâåòíî i-òîòî
ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (2.9) çà C0 è j-òîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (2.10) çà C1. Â ñèëà
å ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 2.5.28 Íåêà W ∈ W (n,M, τ) å âúçìîæíîñò çà ñïåêòúð íà îðòîãîíàëåí
ìàñèâ C ñ ïàðàìåòðè (n,M, τ) è íåêà (W ′, X, Y ) å âúçìîæíà òðîéêà ñïåêòðè íà
ñúîòâåòíèòå ïðîèçâîäíè íà ìàñèâà C îðòîãîíàëíè ìàñèâè, îò êîèòî åäíîçíà÷íî
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ñà îïðåäåëåíè ñúîòâåòíè òðîéêè ñïåêòðè (Y ′, R, Z) è (X ′, U, V ). Â îïèñàíèòå ïî-
ãîðå îçíà÷åíèÿ, àêî ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t∑
j=1

s∑
i=1

ki,j = n

t∑
j=1

s∑
i=1

ki,jz
(i)
1 = y1

t∑
j=1

s∑
i=1

ki,jz
(i)
2 = 2y2

...
t∑

j=1

s∑
i=1

ki,jz
(i)
n−1 = nyn−1

s∑
i=1

t∑
j=1

ki,j = n

s∑
i=1

t∑
j=1

ki,jv
(j)
1 = x2

s∑
i=1

t∑
j=1

ki,jv
(j)
2 = 2x3

...
s∑
i=1

t∑
j=1

ki,jv
(j)
n−1 = nxn

ki,j ∈ Z, ki,j ≥ 0, i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , t

(2.16)

ñïðÿìî íåèçâåñòíèòå ki,j, çà i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , t, íÿìà ðåøåíèå, òîãàâà
òðîéêàòà (W ′, X, Y ) íå å âúçìîæíà òðîéêà çà ñïåêòúðà W íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ
C, ò.å. äâîéêàòà (W,W ′) ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Äîêàçàòåëñòâî: Èìàìå, ÷å íåèçâåñòíèòå ki,j ñúîòâåòñòâàò íà áðîÿ íà ñòúëáîâåòå,
ïðè êîèòî ñå ïîëó÷àâàò i-òîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (2.9) çà C0 è j-òîòî ðåøåíèå íà
ñèñòåìàòà (2.10) çà C1 è íåêà äà ïðåáðîèì åäèíèöèòå åäíîâðåìåííî â îðòîãîíàëíèòå
ìàñèâè C0 è C1.

Íåêà çà ôèêñèðàíî `, 0 ≤ ` ≤ n − 1, äà ðàçãëåäàìå `-áëîêà íà C0. Áðîÿò íà
åäèíèöèòå â íåãî å òî÷íî `y`. Îò äðóãà ñòðàíà, êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å z` å òî÷íî
áðîÿò íà äóìèòå îò `-áëîêà, êîèòî èìàò 1 â ñúîòâåòíèÿ ñòúëá, òî áðîÿò íà åäèíèöèòå

â `-áëîêà å ðàâåí ñúùî òàêà íà
t∑

j=1

(k1,jz
(1)
` + k2,jz

(2)
` + . . .+ ks,jz

(s)
` ).

Äà ðàçãëåäàìå `-áëîêà è íà C1. Áðîÿò íà åäèíèöèòå â íåãî å òî÷íî `x`+1. Îò äðóãà
ñòðàíà, êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å v` å òî÷íî áðîÿò íà äóìèòå îò `-áëîêà íà C1, êîèòî
èìàò ` â ñúîòâåòíèÿ ñòúëá, òî áðîÿò íà åäèíèöèòå â `-áëîêà å ðàâåí ñúùî òàêà íà
s∑
i=1

(ki,1v
(1)
` + ki,2v

(2)
` + . . .+ ki,tv

(t)
` ).

Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , s è j = 1, 2, . . . , t ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà â
ñèñòåìà (2.16). �

Âúç îñíîâà íà îïèñàíèòå è äîêàçàíè â òîçè ïàðàãðàô òåîðåìè è ñëåäñòâèÿ ìîæå
äà ñúçäàäåì íîâ àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà âúçìîæíèòå ñïåêòðè íà äàäåí (n,M, τ)
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îðòîãîíàëåí ìàñèâ C. Òîçè àëãîðèòúì èçñëåäâà ïî-îáñòîéíî ñòðóêòóðàòà íà îðòîãî-
íàëíèòå ìàñèâè, ïîðàäè êîåòî òîé ñå èçïúëíÿâà ïî-áàâíî ñïðÿìî ïðåäèøíèòå àëãî-
ðèòìè. Òîâà íàëàãà äà ñå îïèòàìå äà îïòèìèçèðàìå ïðîöåñèòå, êúäåòî å âúçìîæíî.
Çà öåëòà ïúðâî ñå èçïúëíÿâà îñíîâíèÿ àëãîðèòúì êàòî îò íåãî ñå èçâëè÷àò íå ñàìî
îñòàâàùèòå âúçìîæíè ñïåêòðè â ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ), íî ñúùî òàêà â ðåçóëòàò
íà ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 2 ìîæåì äà çàïàçèì äèðåêòíî âúçìîæíèòå òðîéêè
(W ′, X, Y ) çàåäíî ñ òåõíèòå ïðîèçâîäíè (X,Zi, Ri) è (Y, Uj, Vj). Ïî òîçè íà÷èí â íî-
âèÿ Àëãîðèòúì 3 ñå èçáÿãâàò èçëèøíè ïðîâåðêè è ñå íàáëÿãà íà ïðîâåðêèòå ñàìî íà
íîâîïîëó÷åíèòå â òîçè ïàðàãðàô îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñïåêòðèòå è ñúîòâåòíè çàâèñè-
ìîñòè ìåæäó ðàçëè÷íèòå ñïåêòðè.

Çà íà÷àëî ùå áúäå èçëîæåíî êðàòêî îïèñàíèå íà îáîáùåíèÿ àëãîðèòúì (Àëãîðè-
òúì 3), à ñëåä òîâà ùå áúäå ïðåäîñòàâåí è ïñåâäîêîä íà àëãîðèòúìà êàêòî è ïîìîùíà
ïðîöåäóðà, êîÿòî ñå îñíîâàâà èçöÿëî íà çàâèñèìîñòèòå ìåæäó ñïåêòðèòå, îïèñàíè â
íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô.

• Íåêà C å ôèêñèðàí (n,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ è îò íåãî å ïîëó÷åí ñúîòâåòåí
(n − 1,M, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ′, ñúñ ñïåêòðè W è W ′, ñúîòâåòíî. Íåêà ñ
ïîìîùòà íà Òåîðåìà 2.4.2 ñà ïîëó÷åíè ñïåêòðèòå Y è X ñúîòâåòíî íà ïðîèç-
âîäíèòå (n− 1,M/2, τ − 1) îðòîãîíàëíè ìàñèâè C0 è C1.

• Ïðîâåðÿâàìå çà âñåêè ïîëó÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ′ ñ ïàðàìåòðè (n− 1,M, τ)
äàëè ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò äâàòà îðòîãîíàëíè ìàñèâà C0 è C1. Çà âñåêè ïîëó÷åí
C ′ âå÷å ñìå ïðîâåðèëè, ÷å C0 è C1 ñà îðòîãîíàëíè ìàñèâè, òàêà ÷å òàçè ïðîâåðêà
ÿ ïðîïóñêàìå.

• Ôèêñèðàìå C ′ =
C0

C1
è äà îòðåæåì åäèí ñòúëá íà C ′. Òúé êàòî âå÷å ñìå êîí-

ñòðóèðàëè çà C0 è C1 âñåâúçìîæíèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìà (2.2), òî ìîæå äà ãè
èçïîëçâàìå íà ãîòîâî. Çà âñÿêî ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïðîâåðÿâàìå äàëè îòãîâàðÿ
íà ñúîòâåòíèòå óñëîâèÿ íà òåîðåìèòå îò íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô. Ïðèëàãàíåòî íà
ïðîâåðêèòå îò âñè÷êè ïîëó÷åíèòå â òîçè ïàðàãðàô ñëåäñòâèÿ äàâà âúçìîæíîñò
äà îòõâúðëèì íåñúâìåñòèìèòå ÷åòâîðêè (R,Z, U, V ), ïîëó÷åíè îò ñïåêòúðà W
è ñúîòâåòíàòà ìó òðîéêà ñïåêòðè (W ′, X, Y ).

• Îñòàíàëèòå âúçìîæíè ÷åòâîðêè ñúáèðàìå â ñïèñúê, âúðõó êîéòî ðåøàâàìå ñèñ-
òåìà (2.16). Ïðîâåðÿâàìå äàëè òÿ èìà ðåøåíèå. Àêî èìà, òîâà îçíà÷àâà, ÷å îð-
òîãîíàëåí ìàñèâ C ′ ñúñ ñïåêòúð W å âúçìîæíî äà ñå ïîëó÷è ïðè îòðÿçâàíå íà
ñòúëá íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ïðåìàõâàìå ñúîòâåòíèòå
òðîéêè (W ′, X, Y ) îò âúçìîæíîñòèòå çà C (Òåîðåìà 2.5.28), à ñ òÿõ è äâîéêèòå
(W,W ′).

• Ðåøàâàìå ñèñòåìà (2.8) âúðõó îñòàíàëèòå äâîéêè (W,W ′) è ïðîâåðÿâàìå äàëè
èìà ðåøåíèå. Àêî íÿìà ðåøåíèå, ñúîòâåòíèÿò ñïåêòúð W çà èçõîäíèÿ îðòîãî-
íàëåí ìàñèâ C ñ ïàðàìåòðè (n,M, τ) ñå îòõâúðëÿ (âèæ Òåîðåìà 2.4.18).

• Àêî ñèñòåìà (2.8) èìà ðåøåíèå, ñå çàïàçâàò îñòàíàëèòå âúçìîæíè ðåøåíèÿ
(X, Y ), çà äà ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò îòíîâî íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà, ò.å. çà ôèê-
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ñèðàí ñïåêòúð W èìàìå ñúîòâåòñòâàùîòî ìó ðåäóöèðàíî ìíîæåñòâî îò òðîéêè
ñïåêòðè (W ′, X, y).

• Êàêòî è â Îñíîâíèÿ àëãîðèòúì, àêî èìà ôèëòðèðàíè åëåìåíòè íà òåêóùàòà
ñòúïêà, èçïúëíÿâàìå îòíîâî íîâèÿò àëãîðèòúì âúðõó íåîòñÿòèòå ìíîæåñòâà
îò ñïåêòðè. Äåéñòâèåòî ñå ïîâòàðÿ äîêàòî íÿìà íîâî îòñÿâàíå íà åëåìåíòè â
èçñëåäâàíèòå ìíîæåñòâà îò ñïåêòðè. Òóê ñå èçïîëçâà, ÷å ñïåêòúðúò W íà îð-
òîãîíàëíèÿ ìàñèâ C çàâèñè îò ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C1,0, C1,0

`=2 è
C̃, à òå ñúùî òðÿáâà äà ïðèíàäëåæàò íà èçñëåäâàíîòî ìíîæåñòâî W (n,M, τ),

ò.å. ñïåêòðèòå W , W 1,0, W 1,0
`=2, W̃ êàêòî è ñïåêòðèòå W , W

1,0
, W 1,0

`=2, W̃ òðÿáâà
äà ñà åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ).

Âñè÷êî ãîðåîïèñàíî ïîêàçâà, ÷å ñëîæíîñòòà íà íàñòîÿùèÿ àëãîðèòúì å ïî-ãîëÿìà
îòêîëêîòî íà Îñíîâíèÿ àëãîðèòúì îò Ïàðàãðàô 2.4. Îò ñâîÿ ñòðàíà, íîâèÿò îáîá-
ùåí àëãîðèòúì å ïî-äîáúð çà ïðèëàãàíå ïðè îòíîñèòåëíî ìàëúê áðîé åëåìåíòè â
ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ), êàòî ðàçáèðà ñå å äîñòà ïî-ìîùåí îò îñíîâíèÿ àëãîðèòúì
è áëàãîäàðåíèå íà òîâà ñå ïîëó÷àâàò è íîâè ïî-äîáðè ðåçóëòàòè.

Ñúîòâåòíèÿò ïñåâäîêîä íà îáîáùåíèÿ àëãîðèòúì (Àëãîðèòúì 3) å ïðåäñòàâåí ïî-
äîëó íà ñòðàíèöà 59.

Â òîçè ïñåâäîêîä å èçïîëçâàíà ïîìîùíàòà ïðîöåäóðà TestCouple, êîÿòî å ïðåä-
ñòàâåíà íà ñòðàíèöà 60. Èìåííî òÿ îïðåäåëÿ êîè äâîéêè (X, Y ) áèõà ìîãëè çàåäíî
äà ôîðìèðàò åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ W ′ ñ ïàðàìåòðè (n− 1,M, τ).

Çà ïî-äîáðà îïòèìàëíîñò è òîçè àëãîðèòúì, ñúùî êàêòî è îñíîâíèÿ àëãîðèòúì ñå
èçïúëíÿâà âúðõó ðåäèöè îò îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n − i,M/2i, τ − i), çà
i = 0 . . . n − τ . Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å íà âñÿêà ñòúïêà îáîáùåíèÿò àëãîðèòúì ñå
èçïúëíÿâà íåçàâèñèìî, êîåòî íè äàâà âúçìîæíîñò äà ðåäóâàìå àëãîðèòìèòå, àêî ñå
äîñòèãíå äî ïîäîáíà íåîáõîäèìîñò. Â ðåàëíà ñèòóàöèÿ îáà÷å òîâà ïî÷òè íå ñå ñëó÷âà.

Ïîëó÷åíèòå îò íàñ ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà íÿêîè äâîè÷íè îðòîãîíàë-
íè ìàñèâè ñëåä ïðèëàãàíåòî íà îáîáùåíèÿ àëãîðèòúì (Àëãîðèòúì 3) ñà ïîäðîáíî
îïèñàíè â Ïàðàãðàô 2.8.

Ïàðàãðàô 2.5 å íàïèñàí âúç îñíîâà íà ïóáëèêàöèÿ [43] êàòî äîïúëíèòåëíî ñà
íàìåðåíè êîîðäèíàòèòå íà ñïåêòðèòå íà ðåäèöà ïðîèçâîäíè ìàñèâè, ïîëó÷åíè â õîäà
íà ðàçðàáîòâàíåòî íà Àëãîðèòúì 3.

2.6 Íÿêîè îïòèìèçàöèè âúðõó áúðçîäåéñòâèåòî íà

àëãîðèòìèòå

Îñíîâåí ìîìåíò â ãîðåîïèñàíèòå àëãîðèòìè å êîíñòðóèðàíåòî íà ðåøåíèÿòà èëè
ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìèòå ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (2.1), (2.2), (2.3), (2.8), (2.16). Â ñèñòåìà
(2.1) íà äàäåíà ñòúïêà ñå ïðåñìÿòàò |P (n,M, τ)|∗|P (n−1,M, τ)| íà áðîé ðåøåíèÿ. ßñ-
íî å, ÷å áðîÿò íà êîíñòðóèðàíèÿòà íà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìà (2.3) çàâèñè îò ìîùíîñòòà
íà ìíîæåñòâàòà W (n,M, τ) è W (n − 1,M, τ). Îò ñâîÿ ñòðàíà îùå ïðè ïúðâîíà÷àë-
íîòî ãåíåðèðàíå íà ìíîæåñòâàòà P (n,M, τ) è W (n,M, τ) = P (n,M, τ) ∪Q(n,M, τ) å
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Algorithm 3 (Îáîáùåí àëãîðèòúì) � Àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñòâîòî îò
ñïåêòðè W (n,M, τ) íà äâîè÷åí îðòîãîíàëåí (n,M, τ) ìàñèâ ÷ðåç ïðåìàõâàíå íà äâà
ñòúëáà:
1: procedure General(W (n,M, τ), W (n − 1,M, τ), W (n − 1,M/2, τ − 1), W (n −

2,M/2, τ − 1))
2: �lteredW← empty set
3: for W ∈ W (n,M, τ) do
4: if W ∈ filteredW then
5: continue
6: allXY← empty set
7: for W ′ ∈ W (n− 1,M, τ) do
8: X, Y ← solve system (2.3) for integer nonnegative solutions
9: if X,X ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) and

10: Y, Y ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) and
11: W 1,0,W 1,0 ∈ W (n,M, τ) and
12: W 1,0,W 1,0 6∈ filteredW and
13: TestCouple(X, Y, W (n,M, τ) \ filteredW , W (n − 1,M, τ), W (n −

1,M/2, τ − 1), W (n− 2,M/2, τ − 1)) then
14: add (X, Y ) to allXY

15: if allXY is empty then
16: add W and W to filteredW
17: else
18: if system (2.8) has no integer nonnegative solutions then
19: add W and W to filteredW

20: if filteredW has at least 1 element then
21: return General(W (n,M, τ)\filteredW ,W (n−1,M, τ),W (n−1,M/2, τ−

1), W (n− 2,M/2, τ − 1))
22: else
23: return W (n,M, τ)
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Algorithm 4 (Test Couple)

1: procedure Test Couple(X, Y, W (n,M, τ), W (n− 1,M, τ), W (n− 1,M/2, τ − 1),
W (n− 2,M/2, τ − 1))

2: get all possible allR, allU, allZ, allV from the algorithm NDDA
3: allRZUV ← empty set
4: for R ∈ allR do
5: compute Z from Y and R
6: if Z 6∈ allZ then
7: continue with next R
8: for U ∈ allU do
9: compute V from X and U

10: if V 6∈ allV then
11: continue with next U
12: if D0 ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) and
13: D1,0

0 ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) and
14: D1 ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) and
15: D1,0

1 ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) and
16: C0 ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) and
17: C1,0

0 ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) and
18: C1 ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) and
19: C1,0

1 ∈ W (n− 1,M/2, τ − 1) and
20: C ′`=1 ∈ W (n− 1,M, τ) and
21: C ′1,0`=1 ∈ W (n− 1,M, τ) and
22: C ′`=2 ∈ W (n− 1,M, τ) and
23: C ′1,0`=2 ∈ W (n− 1,M, τ) and
24: C ′′1,0 ∈ W (n− 2,M, τ) and
25: D′0 ∈ W (n− 2,M/2, τ − 1) and
26: D′1 ∈ W (n− 2,M/2, τ − 1) and
27: C ′0 ∈ W (n− 2,M/2, τ − 1) and
28: C ′1 ∈ W (n− 2,M/2, τ − 1) then
29: add the couple R,Z, U, V to allRZUV

30: if allRZUV is not empty and system (2.16) has an integer nonnegative solution
then

31: return true
32: else
33: return false
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ÿñíî, ÷å áðîÿò íà åëåìåíòèòå âúâ âòîðèòå ìíîæåñòâà å çíà÷èòåëíî ïî-ãîëÿì. Òîãàâà
àêî óñïååì äà íàìàëèì áðîÿ íà ñèñòåìèòå, íà êîèòî òðÿáâà äà áúäàò êîíñòðóèðàíè
ðåøåíèÿòà (èëè ñàìèòå ñèñòåìè äà áúäàò ðåøàâàíè), òî ùå ñè ãàðàíòèðàìå ïî-áúðçî
èçïúëíåíèå íà àëãîðèòìèòå.

Íà ïúðâî ìÿñòî ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà (2.3). Òúé êàòî áåç îãðàíè÷åíèå
íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å äóìàòà, ñïðÿìî êîÿòî ðàçãëåæäàìå å 0 ∈ H(n, 2),
òî òîãàâà äà ðàçãëåäàìå áðîÿ íà íóëåâèòå äóìè â èçõîäíèÿ ìàñèâ C è íåãîâèÿ ïðî-
èçâîäåí C ′. Òîçè áðîé ìîæåì äà âèäèì ñúîòâåòíî â w0 è w′0, êúäåòî W è W ′ ñà
ñïåêòðèòå ñúîòâåòíî íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C è C ′. Ñ ïðîñòî îêî ìîæå äà ñå âèäè,
÷å àêî â îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C èìà w0 íóëåâè äóìè, òî ïðè ïðåìàõâàíåòî íà êîé
äà å íåãîâ ñòúëá áðîÿò íà íóëåâèòå äóìè â ìàñèâà C ′ íå ìîæå äà áúäå ïî-ìàëúê îò
òîçè â èçõîäíèÿ ìàñèâ C. Òîâà íè äàâà âúçìîæíîñò äà íå êîíñòðóèðàìå ðåøåíèÿòà
íà ñèñòåìà (2.3) â ñëó÷àèòå, êîãàòî w0 > w′0.

Àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ ìîæåì äà íàïðàâèì è àêî ðàçãëåäàìå áðîÿ íà äóìèòå,
êîèòî ñå ñúñòîÿò ñàìî îò åäèíèöè, ò.å. äóìèòå, êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå n îò íóëåâàòà
äóìà çà ìàñèâà C, ò.å. wn. Â H(n− 1, 2) òîâà ñà äóìèòå, êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå n− 1
îò íóëåâàòà äóìà è â ñïåêòúðà íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′ ñà òî÷íî w′n−1 íà áðîé.
Îòíîâî áðîÿò íà äóìèòå, ñúñòàâåíè åäèíñòâåíî îò åäèíèöè â èçõîäíèÿ ìàñèâ C, íå
ìîæå äà áúäå ïî-ìàëúê îò áðîÿ èì â ïðîèçâîäíèÿ ìó îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ′. Òàêà
ïîëó÷àâàìå íîâî óñëîâèå, ïðè êîåòî íå å íåîáõîäèìî äà êîíñòðóèðàìå ðåøåíèÿòà íà
ñèñòåìàòà (2.3), à èìåííî ïðè óñëîâèå, ÷å wn > w′n−1.

Èìà îùå åäíî ìÿñòî, êúäåòî áèõìå ìîãëè äà ñïåñòèì êîíñòðóèðàíåòî íà ðåøåíè-
ÿòà íà íÿêîè îò ñèñòåìèòå ëèíåéíè óðàâíåíèÿ. Íåêà äà ðàçãëåäàìå îñíîâíèÿ àëãîðè-
òúì îò Ïàðàãðàô 2.4 è îáîáùåíèÿ àëãîðèòúì îò Ïàðàãðàô 2.5. Êîãàòî îòõâúðëÿìå
ñïåêòúð íà åäèí îðòîãîíàëåí ìàñèâ â W (i,M, τ), òîâà ìîæå äà äîâåäå äî ïðåìàõâàíå
íà íÿêîé äðóã, âå÷å ðàçãëåæäàí è íåîõâúðëåí ñïåêòúð. Çàòîâà òåçè àëãîðèòìè èç-
ïúëíÿâàò i-òàòà ñòúïêà, äîêàòî ìíîæåñòâîòî W (i,M, τ) îñòàíå íåïðîìåíåíî. Àêî íà
ïúðâà ñòúïêà îò àëãîðèòúìà ñìå íàìåðèëè âñè÷êè âúçìîæíè äâîéêè (X, Y ) çà äàäåí
îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ñúñ ñïåêòúð W , òî å óäà÷íî äà ãè çàïàçèì çàåäíî è äà ãè ïî-
äàâàìå êàòî ïàðàìåòðè â ïîâòîðíîòî ðàçãëåæäàíå íà ñúùîòî ìíîæåñòâî W (i,M, τ).
Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà èìàìå âñè÷êè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìà (2.3). Îùå ïîâå÷å, àêî ïðè
ïðîâåðêàòà çà ñúùåñòâóâàíå íà òðîéêà (W,X, Y ) íå îòõâúðëèì íèòî åäíà äâîéêà
(X, Y ) çà ôèêñèðàí ñïåêòúð W , òî ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (2.8) íÿìà ñìèñúë äà
áúäå ïðîâåðÿâàíî îòíîâî, çàùîòî òîâà âå÷å å íàïðàâåíî â ïðåäèøíàòà ñòúïêà íà àë-
ãîðèòúìà. Ïî òîçè íà÷èí óñïÿâàìå íà ìèíèìèçèðàìå äðàñòè÷íî áðîÿ íà ñèñòåìèòå,
÷èèòî ðåøåíèÿ òðÿáâà äà áúäàò êîíñòðóèðàíè. Òîâà îò ñâîÿ ñòðàíà âîäè äî óñêîðÿ-
âàíå íà áúðçîäåéñòâèåòî êàêòî íà îñíîâíèÿ àëãîðèòúì îò Ïàðàãðàô 2.4, òàêà è íà
îáîáùåíèÿ àëãîðèòúì îò Ïàðàãðàô 2.5.

Ðàçáèðà ñå èìà è äðóãè ìåñòà, êúäåòî ìîæå äà ñå ìèñëè â ïîñîêà çà îïòèìèçè-
ðàíå íà íàøèòå àëãîðèòìè, íî òîâà íÿìà äà ãî äèñêóòèðàìå òóê, à ùå îñòàíå êàòî
ïðåäìåò çà ïî-íàòàòúøíàòà íè èçñëåäîâàòåëñêà ðàáîòà âúðõó îõàðàêòåðèçèðàíåòî íà
äâîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè.
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2.7 Èëþñòðàöèÿ íà àëãîðèòìèòå âúðõó ñúùåñòâóâà-

ùèÿ (20, 40, 3) îðòîãîíàëåí ìàñèâ

Äà ðàçãëåäàìå äåéñòâèåòî íà àëãîðèòìèòå âúðõó îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñ ïà-
ðàìåòðè (20, 40, 3). Çà ìàñèâè ñ òàêèâà ïàðàìåòðè îò [58] çíàåì, ÷å ñúùåñòâóâàò.
Ùå ïðèëîæèì ïúðâî ïî-ñëàáèòå àëãîðèòìè è ùå ïðåìèíàâàìå êúì ïî-ìîùíèòå. Çà
èçïúëíåíèåòî íà Àëãîðèòúì 1 å íåîáõîäèìî ïúðâî ïîñëåäîâàòåëíî äà ãåíåðèðàìå
ìíîæåñòâàòà P (n, 10, 1), çà n = 1 . . . 18; P (n, 20, 2), çà n = 2 . . . 19 è P (n, 40, 3), çà
n = 3, . . . , 20. Áðîÿò íà åëåìåíòèòå â òåçè ìíîæåñòâà å ïðåäñòàâåí â ñëåäâàùàòà
òàáëèöà, êàòî |P (3, 40, 3)| = 1, |P (4, 40, 3)| = 5, |P (5, 40, 3)| = 9 è òàêà íàòàòúê.

|P (n, 40, 3)| : 1 5 9 19 28 43 52 62 56
53 39 26 13 10 4 4 1 1

|P (n, 20, 2)| : 1 5 9 17 26 33 37 42 42
37 33 28 21 14 9 4 1 1

|P (n, 10, 1)| : 1 5 15 41 98 217 441 851 1555
2724 4591 7500 11888 18384 27775 41121 59745 85375

Ïîíåæå (20, 40, 3) äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñúùåñòâóâàò, òî ñëåä ïðèëàãàíåòî
íà àëãîðèòìèòå ñå î÷àêâà åäèíñòâåíèÿò âúçìîæåí ñïåêòúð çà îðòîãîíàëíèÿ (20, 40, 3)
ìàñèâ (îòíîñíî âúòðåøíà çà íåãî òî÷êà) äà ñå çàïàçè. Âúïðåêè òîâà ñëåä ïðèëàãà-
íåòî íà Àëãîðèòúì 1 îò ñðåäàòà íà ðåäèöàòà ïîëó÷àâàìå èçâåñòíî ðåäóöèðàíå íà
áðîÿ íà âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè íà (n, 20, 2) îðòîãîíàëíè ìàñèâè. Çà ðåäèöàòà ïðè
τ = 3 ðåäóêöèÿòà å çíà÷èòåëíà. Íàïðèìåð, çà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè
(10, 40, 3) îò 62 ñïåêòúðà îñòàâàò ñàìî 15. Ñòàâà ÿñíî, ÷å îñâåí (19, 40, 3) è (20, 40, 3)
îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè, òî è îðòîãîíàëíèòå (18, 40, 3) è (17, 40, 3) ìàñèâè ïðèòåæàâàò
ïî åäèíñòâåí ñïåêòúð îòíîñíî âúòðåøíà çà òÿõ òî÷êà. Ìîùíîñòòà íà âñè÷êè ðåäóöè-
ðàíè ïîñðåäñòâîì Àëãîðèòúì 1 ìíîæåñòâà îò ðåäèöèòå ñà ïðåäñòàâåíè â òàáëèöàòà
ïî-äîëó.

|P (n, 40, 3)| : 1 5 8 10 13 18 11 15 6
10 5 6 3 4 1 1 1 1

|P (n, 20, 2)| : 1 5 9 14 22 30 33 35 31
28 25 19 13 9 4 1 1 1

|P (n, 10, 1)| : 1 5 15 41 98 217 441 851 1555
2724 4591 7500 11888 18384 27775 41121 59745 85375

Çà ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî, ìíîæåñòâàòà ñ ïî åäèí åëåìåíò, ò.å. âèäúò íà ñïåê-
òðèòå (îòíîñíî âúòðåøíà çà ìàñèâèòå òî÷êà) íà äâîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ
ïàðàìåòðè (n, 40, 3), çà n = 17, 18, 19, 20, ñà ïðåäñòàâåíè è â ÿâåí âèä:

P (17, 40, 3) = {[1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 4, 15, 15, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]},
P (18, 40, 3) = {[1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 9, 20, 9, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]},
P (19, 40, 3) = {[1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 19, 19, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]},
P (20, 40, 3) = {[1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 38, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]}.
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Çà äà ïðèëîæèì ïî-ìîùíèòå àëãîðèòìè âúðõó îðòîãîíàëíèÿ (20, 40, 3) ìàñèâ, ñà
íè íóæíè íå ñàìî ñïåêòðèòå ñïðÿìî âúòðåøíèòå òî÷êè, íî è òåçè ñïðÿìî âúíøíèòå.
Áëàãîäàðåíèå íà Òåîðåìà 1.4.1 ïðåñìÿòàìå åëåìåíòèòå â ðåäèöèòå îò îðòîãîíàëíè
ìàñèâè W (n, 40, 3), W (n, 20, 2) è W (n, 10, 1) çà ãîðåñïîìåíàòèòå ðåäèöè. Íå å íåî-
÷àêâàíî, ÷å áðîÿò íà åëåìåíòèòå â òåçè ìíîæåñòâà å çíà÷èòåëíî ïî-ãîëÿì ñïðÿìî
åëåìåíòèòå â ìíîæåñòâàòà P (n, 40, 3), P (n, 20, 2) è P (n, 10, 1), ñúîòâåòíî. Áðîÿò íà
åëåìåíòèòå â òÿõ ñà îïèñàíè â ñëåäâàùàòà òàáëèöà.

|W (n, 40, 3)| : 1 6 12 28 54 106 177 286 415
644 895 1276 1722 2417 3236 4313 5607 7563

|W (n, 20, 2)| : 1 6 13 28 60 108 167 269 403
546 752 1036 1347 1734 2284 2862 3547 4490

|W (n, 10, 1)| : 1 6 18 55 141 338 734 1514 2934
5448 9686 16660 27218 44916 70922 109583 165821 246448

Ñëåä êàòî ðàçïîëàãàìå ñ ãåíåðèðàíèòå ìíîæåñòâà, ìîæåì äà ïðåìèíåì êúì ïðè-
ëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 2. Ðåäèöàòà ñïðÿìî τ íå å ãîëÿìà, íî âúïðåêè òîâà ðåçóë-
òàòèòå ñà ïîäîáðåíè. Ðåçóëòàòèòå ñëåä èçïúëíåíèåòî íà Àëãîðèòúì 2 ñà îïèñàíè â
òàáëèöàòà ïî-äîëó.

|W (n, 40, 3)| : 1 6 10 14 24 34 23 50 37
79 55 91 80 137 102 58 29 15

|W (n, 20, 2)| : 1 6 12 24 50 98 153 230 318
466 563 758 962 1264 1546 772 213 52

|W (n, 10, 1)| : 1 6 18 55 141 338 734 1514 2934
5448 9686 16660 27218 44916 70922 109583 165821 246448

Çà ïî-äîáðî ñðàâíåíèå äà ðàçãëåäàìå ñïåêòðèòå ñàìî ñïðÿìî âúòðåøíà òî÷êà, êî-
èòî ñà îñòàíàëè ñëåä ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 2. Çà P (n, 20, 2) èìà ðàçëèêà åäèíñò-
âåíî çà n = 9, 10 è çà n = 12. Â ïúðâèòå äâà ñëó÷àÿ å ïðåìàõíàòà ïî åäíà âúçìîæíîñò
çà ñïåêòúð. Òàêà âìåñòî 35 (ñúîòâåòíî 31) ñïåêòúðà ñà îñòàíàëè 34 (ñúîòâåòíî 30).
Ïðè n = 12 íîâè 3 âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè ñà áèëè åëèìèíèðàíè êàòî íåâúçìîæíè.
Òàêà âìåñòî 25 ñà îñòàíàëè 22 âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè. Òîâà îáà÷å íå å ïðîìåíèëî
ðåäèöàòà íà ñëåäâàùèòå ñòúïêè.

Çà P (n, 40, 3) Àëãîðèòúì 2 âîäè äî ðåäóêöèÿ åäèíñòâåíî â ñðåäàòà. Òîâà ãî îò-
äàâàìå íà ôàêòà, ÷å ïðè äúëãà ðåäèöà Àëãîðèòúì 1 ñå ñïðàâÿ äîñòàòú÷íî äîáðå. Çà
ïî-êúñè ðåäèöè îáà÷å ìîãàò äà ñå î÷àêâàò ïîñëåäâàùè ðåäóêöèè. Âñè÷êèòå ñïåêòðè
ñïðÿìî âúòðåøíà òî÷êà ñëåä ðåäóêöèÿòà îò ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 2 ñà ïðåä-
ñòàâåíè â ñëåäâàùàòà òàáëèöà.

|P (n, 40, 3)| : 1 5 8 10 12 15 8 12 6
10 5 6 3 4 1 1 1 1

|P (n, 20, 2)| : 1 5 9 14 22 30 33 34 30
28 22 19 13 9 4 1 1 1

|P (n, 10, 1)| : 1 5 15 41 98 217 441 851 1555
2724 4591 7500 11888 18384 27775 41121 59745 85375
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Ëþáîïèòíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å èçïúëíåíèåòî íà Àëãîðèòúì 3 å âúçìîæíî ñàìî
âúðõó ìíîæåñòâîòî W (20, 40, 3), êàòî åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà å, ÷å áðîÿò íà åëåìåíòè-
òå â åäíî åäèíñòâåíî ìíîæåñòâî - W (7, 40, 3), å ñâåäåí îò 24 äî 16. Çà âúòðåøíèòå
ñïåêòðè çà ñúùèòå ïàðàìåòðè ðåäóêöèÿòà å îò 12 äî 8. Òîâà îò ñâîÿ ñòðàíà ñå îêàçâà
äîñòàòú÷íî íåäîñòàòú÷íî ñèëåí ðåçóëòàò, çà äà äîâåäå ñëåä ñåáå ñè äî ðåäóêöèÿ çà
ïîñëåäâàùèòå ìíîæåñòâà îò ñïåêòðè â ðåäèöàòà. Òàêà âñè÷êè îñòàíàëè ìíîæåñòâà
îñòàâàò íåïðîìåíåíè.

2.8 Ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà íÿêîè äâîè÷íè

îðòîãîíàëíè ìàñèâè

Åäíà îò îñíîâíèòå ìîòèâàöèè äà çàïî÷íåì èçñëåäâàíèÿòà âúðõó ñïåêòðèòå íà
äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè áå îòíîñèòåëíî ìàëêèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå, çà
êîèòî â [28] ñå âèæäàøå, ÷å ñà ïúðâèòå îòêðèòè ñëó÷àè, ò.å. äà ñå äàäå îòãîâîð íà âúï-
ðîñà ñúùåñòâóâàò ëè äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñúîòâåòíî ñ ïàðàìåòðè (9, 96, 4),
(10, 96, 4) è (11, 96, 4).

Çà öåëòà ïúðâî ñ ïîìîùòà íà Òåîðåìà 1.4.1 ãåíåðèðàõìå ìíîæåñòâàòà îò âñè÷êè
âúçìîæíè ñïåêòðè îòíîñíî âúòðåøíà çà ñúîòâåòíèòå ìàñèâè òî÷êà, ò.å. ðåäèöàòà îò
ìíîæåñòâà P (i, 96, 4), çà i = 4 . . . 11, êàêòî è âñè÷êè íåîáõîäèìè ðåäèöè îò ìíîæåñòâà
îò ñïåêòðè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïî-íèñêà ñèëà τ = 1, 2, 3. Âñè÷êè ñïåêòðè â òåçè
ðåäèöè ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â ïîääúðæàíàòà îò íàñ Áàçà îò äàííè (BOA Library),
êîÿòî å äîñòúïíà íà ñëåäíèÿ óåá-àäðåñ [59]. Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà, òóê ïðåäñòàâÿìå
ñàìî áðîÿ íà åëåìåíòèòå âúâ âñÿêî ìíîæåñòâî îò ñïåêòðè çà èçñëåäâàíèòå ðåäèöè, à
èìåííî:

|P (11, 96, 4)| : 1 6 12 20 34 37 37 24
|P (10, 48, 3)| : 1 6 13 31 53 96 133 189
|P (9, 24, 2)| : 1 6 13 30 49 74 92 111
|P (8, 12, 1)| : 1 6 21 67 184 464 1069 2313

Íåêà ïúðâî äà îòáåëåæèì, ÷å â ðåçóëòàò íà ïðèëàãàíåòî ñàìî íà Òåîðåìà 2.3.1 è
Òåîðåìà 2.3.3 èìàìå ðåäóöèðàíå íà òîçè áðîé, êàêòî å ïîêàçàíî ïî-äîëó (âèæ [14]).

|P (11, 96, 4)| : 1 6 12 13 16 18 17 10
|P (10, 48, 3)| : 1 6 13 25 41 65 71 89
|P (9, 24, 2)| : 1 6 13 28 47 69 86 104
|P (8, 12, 1)| : 1 6 21 67 184 464 1069 2313

Êîãàòî ïðèëîæèì Àëãîðèòúì 1 âúðõó òåçè ðåäèöè, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå îòñÿâà-
íèÿ íà âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè â ðàçãëåæäàíèòå ìíîæåñòâà.

|P (11, 96, 4)| : 1 6 12 10 12 10 3 0
|P (10, 48, 3)| : 1 6 13 25 41 65 69 89
|P (9, 24, 2)| : 1 6 13 28 47 69 86 104
|P (8, 12, 1)| : 1 6 21 67 184 464 1069 2313
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Â ñëåäñòâèå îò ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 1 [16] ïîëó÷àâàìå, ÷å ñà â ñèëà ñëåäíèòå
òâúðäåíèÿ.

Òåîðåìà 2.8.1 Íå ñúùåñòâóâà äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (11, 96, 4).

Ïîëó÷àâàìå îùå, ÷å áðîÿò íà åëåìåíòèòå â ìíîæåñòâîòî P (10, 96, 4) å ñàìî 3. Òîâà
íè íàâåæäà íà ìèñúëòà, ÷å ìîæå äà ñå îïèòàìå äà àíàëèçèðàìå òåçè òðè ñïåêòúðà
è áëàãîäàðåíèå íà èçâåñòíè ñâîéñòâà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè äà ñå îïèòàìå äà
äîêàæåì, ÷å (10, 96, 4) îðòîãîíàëåí ìàñèâ íå ñúùåñòâóâà.

Òåîðåìà 2.8.2 Íå ñúùåñòâóâà äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (10, 96, 4).

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåä êàòî ïðèëîæèì Àëãîðèòúì 1 îò ïúðâîíà÷àëíèòå 72 âúç-
ìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè íà (10, 96, 4) îðòîãîíàëíè ìàñèâè îñòàâàò åäèíñòâåíî ñëåäíèòå
òðè ñïåêòúðà:

P 1 = (1, 0, 0, 17, 24, 15, 20, 15, 3, 1, 0)
P 2 = (1, 0, 0, 18, 19, 25, 10, 20, 2, 1, 0)
P 3 = (1, 0, 0, 18, 20, 20, 20, 10, 7, 0, 0)

Ìîæå äà çàáåëåæèì, ÷å è â òðèòå ñëó÷àÿ ñúîòâåòíèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ ùå ñú-
äúðæà âñÿêà äóìà (â ÷àñòíîñò íóëåâàòà äóìà) òî÷íî ïî âåäíúæ, òúé êàòî pi0 = 1 çà
i = 1, 2, 3. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å îðòîãîíàëíèÿò ìàñèâ C ñ ïàðàìåòðè (10, 96, 4) å ïðîñò,
ò.å. íå ñúäúðæà ïîâòàðÿùè ñå äóìè. Îò äðóãà ñòðàíà è çà òðèòå ìàñèâà å â ñèëà, ÷å
pi1 = pi2 = 0, îò êîåòî ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å (10, 96, 4) îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ ïðèòå-
æàâà ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d = 3. Çà äâîè÷íèòå êîäîâå å èçâåñòåí ôàêòúò, ÷å êîä
ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d = 3 è äúëæèíà n = 10 èìà íå ïîâå÷å îò 72 åëåìåíòà [45].
Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé äîðè è ïî-ñëàáàòà ãîðíà Õåìèíãîâà ãðàíèöà å äîñòàòú÷íà - òÿ
ãëàñè, ÷å äâîè÷åí êîä ñ ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d = 3 è äúëæèíà n = 10 íå ìîæå äà
èìà ïîâå÷å îò 93 åëåìåíòà. Ñëåäîâàòåëíî, îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (10, 96, 4)
â H(10, 2) íå ñúùåñòâóâà. �

ßñíî å, ÷å Òåîðåìà 2.8.1 ìîæå äà áúäå äîêàçàíà è êàòî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 2.8.2.

Ñëåäñòâèå 2.8.3 Íå ñúùåñòâóâàò äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè (ñúîòâåòíî) ñ ïà-
ðàìåòðè (11, 192, 5) è (12, 192, 5).

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Òåîðåìà 2.1.1 çíàåì, ÷å îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè (10, 96, 4) è
(11, 192, 5) ñúùåñòâóâàò åäíîâðåìåííî. Òîãàâà îò Òåîðåìà 2.8.3 ïîëó÷àâàìå, ÷å íå ñú-
ùåñòâóâà (11, 192, 5) äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Àíàëîãè÷íî, èçïîëçâàéêè Òåîðåìà
2.1.1 âúðõó íåñúùåñòâóâàùèÿ (11, 96, 4) äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, ïîëó÷àâàìå, ÷å
íå ñúùåñòâóâà è äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (12, 192, 5). �

Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (9, 96, 4). Ñëåä ïðèëàãà-
íåòî íà Àëãîðèòúì 1 âúðõó èçñëåäâàíèòå ïî-ãîðå ðåäèöè, çà (9, 96, 4) îðòîãîíàëíèÿ
ìàñèâ îñòàâàò 10 âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè îò ïúðâîíà÷àëíèòå 37. Âúïðåêè, ÷å ñìå
íàìàëèëè çíà÷èòåëíî áðîÿ íà âúçìîæíèòå ñïåêòðè, òîâà íå å äîñòàòú÷íî, çà äà óñïå-
åì äà äîêàæåì íåñúùåñòâóâàíå íà òàêèâà ìàñèâè. Çàòîâà ïðîäúëæàâàìå ñ ïðèëàãàíå
íà îñíîâíèÿ àëãîðèòúì (Àëãîðèòúì 2).
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Çà òàçè öåë ïúðâî òðÿáâà äà ãåíåðèðàìå ñúîòâåòíèòå ðåäèöè îò ñïåêòðè (ñúãëàñ-
íî Òåîðåìà 1.4.1) ñïðÿìî ïðîèçâîëíà òî÷êà, âúòðåøíà èëè âúíøíà. Ðåçóëòàòèòå çà
ìîùíîñòèòå íà ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà ñà ïîêàçàíè â ñëåäâàùàòà òàáëèöà.

|W (11, 96, 4)| : 1 7 16 32 75 134 240 406
|W (10, 48, 3)| : 1 7 17 44 94 206 376 699
|W (9, 24, 2)| : 1 7 18 49 103 204 358 590
|W (8, 12, 1)| : 1 7 25 86 252 676 1656 3788

Äà îòáåëåæèì, ÷å è â òîçè ñëó÷àé ìíîæåñòâàòà W (i, 96, 4) ñà ìíîãî ïî-ãîëåìè
ñïðÿìî ìíîæåñòâàòà P (i, 96, 4). Îñâåí òîâà áðîÿò íà åëåìåíòèòå â òÿõ íàðàñòâà çíà-
÷èòåëíî ñ íàðàñòâàíåòî íà ðàçìåðíîñòòà n. Ñëåä ïðèëàãàíå íà ðåäóêöèÿòà îò Àëãî-
ðèòúì 2 [17] ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ðåçóëòàòè.

|W (11, 96, 4)| : 1 7 16 16 20 0 0 0
|W (10, 48, 3)| : 1 7 17 34 68 147 203 374
|W (9, 24, 2)| : 1 7 18 45 99 194 342 560
|W (8, 12, 1)| : 1 7 25 86 252 676 1656 3788

Ïîñëåäíèòå òðè íóëè ñúîòâåòñòâàò íà áðîÿ íà åëåìåíòèòå ñúîòâåòíî â ìíîæåñò-
âàòà W (9, 96, 4), W (10, 96, 4) è W (11, 96, 4), ò.å. ïîñëåäíèòå äâå íóëè ïîòâúðæäàâàò
îòíîâî ïîëó÷åíèòå ïî-ãîðå ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå, à ôàêòúò, ÷å çà ìíîæåñòâî-
òî èìàìå |W (9, 96, 4)| = 0, íè äàâà îñíîâàíèå äà ôîðìóëèðàìå ñëåäâàùàòà òåîðåìà
è íåïîñðåäñòâåíî ïðîèçëèçàùîòî îò íåÿ ñëåäñòâèå.

Òåîðåìà 2.8.4 Äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (9, 96, 4) íå ñúùåñòâóâà.

Ñëåäñòâèå 2.8.5 Äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (10, 192, 5) íå ñúùåñò-
âóâà.

Äîêàçàòåëñòâî: Îòíîâî ïðèáÿãâàìå äî Òåîðåìà 2.1.1. Â êîìáèíàöèÿ ñ Òåîðåìà
2.8.4 ïîëó÷àâàìå íåñúùåñòâóâàíå íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè â äâîè÷íîòî Õåìèíãîâî
ïðîñòðàíñòâî ñ ïàðàìåòðè (10, 192, 5). �

Ïî òîçè íà÷èí óñïÿõìå äà îòñååì âñè÷êè îòâîðåíè ñëó÷àè â ðàçãëåæäàíàòà îò íàñ
ðåäèöàòà. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å çàåäíî ñ íàøàòà ðàáîòà íåçàâèñèìî è ïî ðàçëè÷-
íè íà÷èíè Bulutoglu è Margot [19] êàêòî è Schoen, Eendebak è Nguyen [51] óñïÿâàò
äà ïîëó÷àò òåçè, äîðè è íÿêîè ïî-ñèëíè ðåçóëòàòè. Òåõíèÿò ïîäõîä å áàçèðàí íà ãå-
íåðèðàíå íà êëàñîâåòå íåèçîìîðôíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñúñ çàäàäåíè ïàðàìåòðè. Â
ðàçãëåæäàíèòå ñëó÷àè ñå îêàçâà, ÷å òåõíèòå ìåòîäè äàâàò ïî-ñèëíè ðåçóëòàòè, íî êî-
ãàòî èçñëåäâàíèòå ðåäèöè ñà ïî-äúëãè, ïðèëàãàíåòî íà íàøèòå àëãîðèòìè å ïî-áúðçî
è âîäè äî ïî-äîáðè ðåçóëòàòè.

Ñëåä òîâà ïðèëîæèõìå íàøèòå àëãîðèòìè, ñòðåìåéêè ñå äà îòãîâîðèì íà îòêðè-
òèòå âúïðîñè äàëè ñúùåñòâóâàò äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñúîòâåòíî ñ ïàðàìåòðè
(n, 224, 5), çà n = 10, 11, 12 è 13, êàêòî è ñ ïàðàìåòðè (n, 112, 4), çà n = 9, 10, 11 è 12.

Ïúðâèòå ðåçóëòàòè âúðõó òåçè ðåäèöè ìîæåì äà ïîëó÷èì êàòî ïðèëîæèì Àë-
ãîðèòúì 1. Çà öåëòà, ïúðâî ãåíåðèðàìå ñúîòâåòíèòå èçõîäíè ìíîæåñòâà îò âñè÷êè
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âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè îòíîñíî âúòðåøíè çà ìàñèâèòå òî÷êè çà âñè÷êè îðòîãîíàë-
íè ìàñèâè îò íåîáõîäèìèòå çà ðàçãëåæäàíå ðåäèöè. Ñëåä êàòî ïðèëîæèì Àëãîðèòúì
1, ñúîòâåòíèòå ðåäóöèðàíè áðîéêè â ðåäèöèòå ñà óêàçàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: a → b,
ò.å. a å ïúðâîíà÷àëíèÿ áðîé âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè, à b å áðîÿò ñëåä ïðèëàãàíåòî
íà àëãîðèòúìà. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â ñëåäâàùàòà òàáëèöà.

|P (n, 224, 5)| : 1→ 1 7→ 7 15→ 11 32→ 19 63→ 15
74→ 11 108→ 6 85→ 3 24→ 0

|P (n, 112, 4)| : 1→ 1 7→ 7 15→ 13 31→ 20 58→ 25
72→ 28 88→ 31 81→ 15 36→ 2

|P (n, 56, 3)| : 1→ 1 7→ 7 17→ 16 49→ 40 95→ 71
199→ 137 311→ 205 494→ 276 635→ 307

|P (n, 28, 2)| : 1→ 1 7→ 7 17→ 17 46→ 43 87→ 82
145→ 137 208→ 196 278→ 251 334→ 303

Ïîëó÷àâàìå, ÷å |P (13, 224, 5)| = 0, ò.å. â ñèëà å ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 2.8.6 Äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (13, 224, 5) íå ñúùåñòâóâà.

Áëàãîäàðåíèå íà òàçè òåîðåìà äîñòèãàìå äî îùå åäèí ðåçóëòàò.

Ñëåäñòâèå 2.8.7 Äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (12, 112, 4) íå ñúùåñò-
âóâà.

Äîêàçàòåëñòâî: Èçïîëçâàéêè Òåîðåìà 2.1.1 çà n = 4, 2u = 12 è M = 112 ïîëó÷à-
âàìå, ÷å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (12, 112, 4) ñúùåñòâóâà òîãàâà è ñàìî òîãàâà
êîãàòî ñúùåñòâóâà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (13, 224, 5). Â Òåîðåìà 2.8.6 ïîêà-
çàõìå, ÷å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (13, 224, 5) íå ñúùåñòâóâà, ñëåäîâàòåëíî è
(12, 112, 4) äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ íå ñúùåñòâóâà. �

Íå ìîæåì äà èçâëå÷åì ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ îò ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 1. Çà-
òîâà ñå íàëàãà äà èçïîëçâàìå íÿêîé îò ïî-ìîùíèòå àëãîðèòìè. Çà òàçè öåë, ïúð-
âî ãåíåðèðàìå (ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.4.1) ìíîæåñòâàòà ñ âñè÷êè âúçìîæíè ñïåêòðè
ñïðÿìî âúòðåøíè è âúíøíè òî÷êè. Ðàçáèðà ñå, ïîíåæå âå÷å ñìå îòõâúðëèëè ñëó÷àÿ
(13, 224, 5), òî ðåäèöàòà ÿ ðàçãëåæäàìå ñàìî äî (12, 224, 5). Çà ãåíåðèðàíèòå ìíîæåñ-
òâà îò âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè â òàáëèöàòà ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè òåõíèòå
ìîùíîñòè, êàòî îòíîâî ïúðâî å ïîêàçàí ïúðâîíà÷àëíèÿò áðîé, à ñëåä òîâà è êàêúâ å
ðåäóöèðàíèÿò áðîé ñëåä ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 2.

|W (5, 224, τ)| : 1→ 1 8→ 8 19→ 13 48→ 6
110→ 9 215→ 6 445→ 0 815→ 0

|W (4, 112, τ)| : 1→ 1 8→ 8 20→ 16 48→ 18
117→ 34 230→ 33 461→ 0 846→ 0

|W (3, 56, τ)| : 1→ 1 8→ 8 21→ 19 64→ 54
154→ 112 380→ 264 762→ 506 1517→ 883

|W (2, 28, τ)| : 1→ 1 8→ 8 22→ 21 69→ 65
166→ 158 350→ 332 667→ 646 1211→ 1120
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Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 2 çà ðåäèöàòà äî (11, 112, 4)
ïðèêëþ÷âà, îùå íà ñòúïêà (10, 112, 4), íî çà ïúëíîòà íà ñõåìàòà, ñ êîÿòî èëþñòðèðàìå
ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 2, å äîáàâåíà è ïîñëåäíàòà 0. Çà ðåäèöàòà äî (12, 224, 5)
Àëãîðèòúì 2 ñúùî ïðèêëþ÷âà åäíà ñòúïêà ïðåäè êðàÿ. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè çà
íåñúùåñòâóâàíå íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè îò ãîðíèòå äâå ðåäèöè ñà ïðåä-
ñòàâåíè ïî-äîëó.

Òåîðåìà 2.8.8 Äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (10, 112, 4) íå ñúùåñòâóâà.

Ñëåäñòâèå 2.8.9 Äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (11, 112, 4) íå ñúùåñò-
âóâà.

Ñëåäñòâèå 2.8.10 Äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (11, 224, 5) íå ñúùåñò-
âóâà.

Ñëåäñòâèå 2.8.11 Äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (12, 224, 5) íå ñúùåñò-
âóâà.

Ñëó÷àèòå çà ïàðàìåòðè (9, 112, 4) è (10, 224, 5) îñòàâàò îòâîðåíè. Ñëåä ïðèëàãàíå-
òî íà Àëãîðèòúì 2 îñòàâàò 33 åëåìåíòà â ìíîæåñòâîòî W (9, 112, 4), à â ìíîæåñòâîòî
W (10, 112, 5) îñòàâàò 6 åëåìåíòà. Òîâà å ïúðâàòà ñèòóàöèÿ, ïðè êîÿòî íè ñå íàëàãà äà
ïðèëîæèì íàé-áàâíèÿ, íî íàé-ìîùåí Àëãîðèòúì 3 ñ ïðåìàõâàíå íà äâà ñòúëáà âúðõó
îñòàíàëèòå åëåìåíòè â èçñëåäâàíèòå îò íàñ ðåäèöè. Ñëåä ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì
3 íàé-ãîðíèòå äâà ðåäà îò ãîðíàòà òàáëèöà ïðèäîáèâàò ñëåäíèÿ âèä.

|W (5, 224, τ)| : 1→ 1 8→ 8 13→ 13 6→ 6 9→ 9 6→ 0
|W (4, 112, τ)| : 1→ 1 8→ 8 16→ 16 18→ 18 34→ 34 33→ 0

Òàêà äîñòèãàìå è äî ïîñëåäíèòå äâà ðåçóëòàòà âúðõó ðàçãëåæäàíàòà ðåäèöà.

Òåîðåìà 2.8.12 Äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (9, 112, 4) íå ñúùåñòâóâà.

Ñëåäñòâèå 2.8.13 Äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (10, 224, 5) íå ñúùåñò-
âóâà.

Çà ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè íÿêîè (ïî-ñúùåñòâåíè) ðåçóë-
òàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè, ïîëó÷åíè ñëåä ïðèëàãàíåòî
íà ðàçðàáîòåíèòå îò íàñ àëãîðèòìè. Òåçè ðåçóëòàòè ïîòâúðæäàâàò âå÷å èçâåñòíè ðå-
çóëòàòè (ñúãëàñíî Òàáëèöà 2.1) çà íåñúùåñòâóâàíå.

Äà îòáåëåæèì, ÷å ñëåä ïðèëàãàíåòî íà íàøèòå àëãîðèòìè äîñòèãàìå äî çàêëþ÷å-
íèÿ, êîèòî ñà èçâåñòíè êàòî ñëåäñòâèå îò äîëíàòà ãðàíèöà íà Õàëÿâèí [32], ïîëó÷åíà
ïðåç 2010 ãîäèíà. Ïðåäñòàâåíàòà ïî-äîëó Òåîðåìà 2.8.14 å ïðåôîðìóëèðàíà â èçïîë-
çâàíàòà îò íàñ òåðìèíîëîãèÿ.

Òåîðåìà 2.8.14 [32] Àêî 3τ ≥ 2n− 2, òîãàâà èìàìå, ÷å Λ(n, τ) ≥ 2n−τ−1.
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Îò Òåîðåìà 2.8.14, êàêòî è â ðåçóëòàò íà ïðèëàãàíåòî íà íàøèòå àëãîðèòìè ñà
íàëèöå ñëåäíèòå ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå.

Òåîðåìà 2.8.15 Äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñúñ ñëåäíèòå ïàðàìåòðè (12, 1536, 8),
(12, 1792, 8) è (15, 11264, 10) íå ñúùåñòâóâàò.

Ñëåä èçïúëíåíèåòî íà Àëãîðèòúì 2 ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâåíèòå â ñëåäâàùàòà òåî-
ðåìà (âå÷å èçâåñòíè) ðåçóëòàòè, ïîäðåäåíè ïî èçñëåäâàíèòå çà öåëòà ðåäèöè îò äâî-
è÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè èëè ñúîòâåòíèòå èì ìîùíîñòè.

Òåîðåìà 2.8.16 Äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñúñ ñëåäíèòå ïàðàìåòðè

• (11, 1536, 8), (12, 3072, 9), (13, 6144, 10);

• (9, 448, 6), (10, 896, 7);

• (10, 1792, 8), (11, 1792, 8);

• (11, 3584, 9), (12, 3584, 9);

• (12, 7168, 10), (13, 7168, 10);

• (12, 2560, 8), (13, 2560, 8);

• (13, 5120, 9), (14, 5120, 9);

• (14, 10240, 10), (15, 10240, 10);

• (11, 2816, 8), (12, 5632, 9), (13, 11264, 10);

• (13, 13312, 10), (14, 13312, 10) è (15, 13312, 10)

íå ñúùåñòâóâàò.

Ñëåä ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì 3 äîñòèãàìå è äî ñëåäíèòå (âå÷å èçâåñòíè) ðå-
çóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå.

Òåîðåìà 2.8.17 Äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (10, 384, 6) è (11, 768, 7)
íå ñúùåñòâóâàò.

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å ñ ïðèëàãàíåòî íà íàøèòå àëãîðèòìè ñà ãåíåðèðàíè âñè÷êè
âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà ñúùåñòâóâàùè äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè (ñúãëàñíî
[28], [58]). Îñâåí òîâà ñìå ïðîâåðèëè, ÷å âñè÷êè êîíñòðóèðàíè è åêñïëèöèòíî äàäåíè
íà ñòðàíèöàòà íà Ñëîåí [58] äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñà ñúñ ñïåêòðè èçìåæäó
åëåìåíòè íà ïîëó÷åíèòå îò íàñ ñúîòâåòíè ìíîæåñòâà W (n,M, τ).

Íà áàçà íà ïîëó÷åíèòå â òàçè ãëàâà ðåçóëòàòè, ïî-äîëó å ïðåäñòàâåíà àêòóàëè-
çèðàíà âåðñèÿ íà Tàáëèöà 2.1 [28], à èìåííî Òàáëèöà 2.2 ñ âúçìîæíèÿ ìèíèìàëåí
èíäåêñ çà îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ôèêñèðàíè ñèëà τ è áðîé ñòúëáîâå n.
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@
@@n

τ
2Hd 3Hd 4 5 6 7 8 9 10

4 2 1 1

5 2 2 1 1

6 2 2 2 1 1

7 2 2 SZ4 2 1 1

8 3 2 4c SZ4 2 1 1

9 3 3 8ms 4c 4 2 1 1

10 3 3 8bms 8ms 8Kh 4 2 1 1

11 3 3 8bms 8bms 8c 8Kh 4 2 1

12 4 3 8bkms 8bms 12�16 8c 8Kh 4 2

13 4 4 8 8bkms 16 12�16 16Kh 8Kh 4

14 4 4 8 8 16 16 16c 16Kh 8Kh

15 4 4 8NR 8 16RH 16 26�32 16c 16Kh

16 5 4 10�16 8NR 21�32 16RH 39�64 26�32 32Kh

17 5 5 12�16 10�16 26�32 21�32 52�64jx 39�64 32c

18 5 5 13�16 12�16 29�32 26�32 52�128 52�64jx 54�64

19 5 5 14�16X4 13�16 29�32 29�32 52�128 52�128 86�128

20 6 5 15�32 14�16X4 29�32 29�32 64�128c 52�128 128c

Òàáëèöà 2.2. Ñòîéíîñòè íà Λ(n, τ), çà 4 ≤ n ≤ 20 è 2 ≤ τ ≤ 10.

Ëåãåíäà:

bkms Áîéâàëåíêîâ, Êóëèíà, Ìàðèíîâà, Ñòîÿíîâà (2015)
bms Áîéâàëåíêîâ, Ìàðèíîâà, Ñòîÿíîâà (2016)
c öèêëè÷åí êîä
Hd òî÷íà ñòîéíîñò, ïîëó÷åíà îò Àäàìàðîâè ìàñèâè
jx ñëåïâàùà êîíñòðóêöèÿ
Kh êîíñòðóêöèÿ íà Õàëÿâèí
ms Ìàðèíîâà, Ñòîÿíîâà (2016)
NR êîä íà Íîðäñòðîì-Ðîáèíñúí (1967)
RH êîíñòðóêöèÿ íà Ðàî-Õåìèíã
SZ ãðàíèöà íà Çàéäåí è Çåìàø (1966)
X4 êîíñòðóêöèÿ X4

Òàçè ãëàâà å íàïèñàíà âúç îñíîâà íà ñëåäíèòå ïóáëèêàöèè: [16, 17, 43].



Ãëàâà 3

Ñïåêòðè íà òðîè÷íè îðòîãîíàëíè

ìàñèâè

Â òðåòà ãëàâà å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿò q = 3, ò.å. íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè â Õåìèíãîâî-
òî ïðîñòðàíñòâî H(n, 3) íàä àçáóêà ñ òðè åëåìåíòà 0, 1 è 2. Èçïîëçâà ñå îçíà÷åíèåòî
C ⊂ H(n, 3) å (n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ èëè C − OA(n,M, 3, τ), çà äà å
ÿñíà ðàçëèêàòà ñ äâîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè îò âòîðà ãëàâà. Â Ãëàâà 3 ñà îïè-
ñàíè íÿêîè ôàêòè, êîèòî ñà äîêàçàíè ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí íà äâîè÷íèÿ ñëó÷àé, íî
â íîâîâúâåäåíèòå òóê îçíà÷åíèÿ. Ïî òîçè íà÷èí å íàëèöå ïúëíîòà íà èçëîæåíèå-
òî è âúçìîæíîñòòà çà ðàçãëåæäàíå íà òðîè÷íèÿ ñëó÷àé, íåçàâèñèìî îò ôàêòèòå è
àëãîðèòìèòå çà äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

Â ïàðàãðàô 3.1 ñå àêöåíòèðà íà íÿêîè âàæíè è ñïåöèôè÷íè õàðàêòåðèñòèêè íà îð-
òîãîíàëíèòå ìàñèâè â òðîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî. Ôîðìóëèðàíà å îñíîâíàòà
çàäà÷à, êîÿòî ñå ðàçãëåæäà â òàçè ãëàâà, êàêòî è áàçàòà îò äàííè, îò êîÿòî çàïî÷íàõ-
ìå îõàðàêòåðèçèðàíåòî íà ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè â H(n, 3). Â ïàðàãðàô
3.2 å îïèñàíà ñúîòâåòíà êîíñòðóêöèÿ çà ïîëó÷àâàíå íà íÿêîè ïðîèçâîäíè òðîè÷íè
îðòîãîíàëíè ìàñèâè îò äàäåí (n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Ïîëó÷åíè ñà çà-
âèñèìîñòè ìåæäó ñïåêòðèòå íà (âúòðåøíè) òî÷êè çà òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè
ñúîòâåòíî ñ ïàðàìåòðè (n,M, τ), (n−1,M, τ), (n−1,M/3, τ −1) è (n−1, 2M/3, τ −1).
Ïðåäñòàâåí å (îñíîâåí) àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà áðîÿ íà âúçìîæíèòå ñïåêòðè íà
äàäåí (n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ïðè îòðÿçâàíå íà åäèí ïðîèçâîëåí ñòúëá
îò íåãî. Â ïîñëåäíèÿ ïàðàãðàô íà òàçè ãëàâà e ïðèëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ íà îñíîâíèÿ
àëãîðèòúì, â êîÿòî ïðîâåðêèòå ñà îãðàíè÷åíè ñàìî âúðõó ìíîæåñòâàòà îò ñïåêòðè
îòíîñíî âúòðåøíè çà ðàçãëåæäàíèòå ìàñèâè òî÷êè. Â ðåçóëòàò íà ïðèëàãàíåòî íà
òîçè àëãîðèòúì å äîêàçàíî, ÷å òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (17, 108, 3) íå
ñúùåñòâóâà.

3.1 Òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè

Äà íàïîìíèì, ÷å ñâîéñòâàòà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè, ïðåäñòàâåíè â ïúðâà ãëà-
âà, ñà â ñèëà íåçàâèñèìî îò èçáîðà íà q, â ÷àñòíîñò ñ ïîìîùòà íà Òåîðåìà 1.4.1 ñå
ãåíåðèðàò âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà äàäåí òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Òà-
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çè òåîðåìà îáà÷å çà q = 3 å ïðèëîæèìà íà ïðàêòèêà çà îòíîñèòåëíî ìàëêè ñòîéíîñòè
íà n è M , òúé êàòî ïúðâîíà÷àëíèÿò áðîé íà âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè îò-
íîñíî ïðîèçâîëíà òî÷êà å ìíîãî ãîëÿì. Òîâà íàëàãà äà ñå îãðàíè÷èì â ïðèëàãàíåòî
íà íàøèòå àëãîðèòìè îñíîâíî ñàìî âúðõó âúòðåøíè òî÷êè çà ìàñèâà, íåçàâèñèìî îò
ôàêòà, ÷å ïîâå÷åòî îò ïîëó÷åíèòå îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñïåêòðèòå ñà íàëèöå îòíîñíî
ïðîèçâîëíà çà ìàñèâà òî÷êà.

Äà îòáåëåæèì ñúùî, ÷å óñïîðåäíî ñ íàøèòå èçñëåäâàíèÿ, Bulutoglu è Margot
[19] ïîëó÷àâàò ðåçóëòàòè âúðõó îðòîãîíàëíè ìàñèâè çà ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè n, M
è τ . Òåõíèÿò ïîäõîä çà ãåíåðèðàíå íà íåèçîìîðôíèòå êëàñîâå îò ìàñèâè ñå îêàçâà
íåïîäõîäÿù â òðîè÷íèÿ ñëó÷àé ïðè ãîëÿìà ñèëà τ è íàé-âå÷å ïðè ïî-ãîëÿì áðîé íà
ñòúëáîâåòå n â îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ. Òîâà (êàêòî òå ñïîìåíàâàò) ñå äúëæè èìåííî íà
ïî-ãîëÿìîòî ìíîæåñòâî, âúðõó êîåòî òðÿáâà äà ñå ðàáîòè.

Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å òðîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî íå å àíòèïîäàëíî,
ò.å. â îáùèÿ ñëó÷àé çà òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ íå å ÿñíî äàëè äâîéêàòà ñïåêòðè
W = (w0, w1, . . . , wn) è W = (wn, wn−1, . . . , w0) ïðèíàäëåæàò åäíîâðåìåííî íà ìíî-
æåñòâîòî W (n,M, τ) èëè ñàìî åäèí îò òåçè ñïåêòðè å åëåìåíò îò òîâà ìíîæåñòâî.
Ñúùî òàêà íå å â ñèëà òåîðåìà, àíàëîãè÷íà íà Òåîðåìà 2.1.1.

Â òàçè ãëàâà ùå èçñëåäâàìå ñëåäíàòà îñíîâíà çàäà÷à.

Çàäà÷à 3.1.1 Çà ôèêñèðàíè ñèëà τ è áðîé ñòúëáîâå (ðàçìåðíîñò) n äà ñå íàìåðè
ìèíèìàëíàòà âúçìîæíà ìîùíîñò M , çà êîÿòî ñúùåñòâóâà (n,M, τ) òðîè÷åí îð-
òîãîíàëåí ìàñèâ (τ -äèçàéí) C â H(n, 3), ò.å. äà ñå îöåíè âåëè÷èíàòà

B(n, τ) = min{M = |C| : ñúùåñòâóâà τ − äèçàéí C ⊂ H(n, 3)}.

Îò òúæäåñòâîòî M = λ3τ , ìîæåì äà ïðåôîðìóëèðàìå Çàäà÷à 3.1.1 è ïî ñëåäíèÿ
åêâèâàëåíòåí íà÷èí.

Çàäà÷à 3.1.2 Çà ôèêñèðàíè ñèëà τ è áðîé ñòúëáîâå (ðàçìåðíîñò) n äà ñå íàìåðè
ìèíèìàëíèÿò âúçìîæåí èíäåêñ λ, çà êîéòî ñúùåñòâóâà (n, λ3τ , τ) òðîè÷åí îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ (τ -äèçàéí) C â H(n, 3), ò.å. äà ñå îöåíè âåëè÷èíàòà

Λ(n, τ) = min{λ = |C|/3τ : ñúùåñòâóâà τ − äèçàéí C ⊂ H(n, 3)}.

Íàøàòà ðàáîòà âúðõó òðîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñòàðòèðà íà áàçàòà íà ðå-
çóëòàòèòå â êíèãàòà �Orthogonals Arrays (Theory and Applications)� íà A.S. Hedayat,
N.J.A. Sloane, John Stufken [28] è ïîääúðæàíèòå îò Sloane íà óåá ñòðàíèöàòà [58]
ñúîòâåòíè òàáëèöè.

Ðåçóëòàòèòå â ïðåäñòàâåíàòà ïî-äîëó Tàáëèöà 3.1 ñà ÷àñò îò Òàáëèöà 12.2 â [28]
êàòî îïèñàíèòå ïî-íàäîëó â òàçè ãëàâà àëãîðèòìè ñà ïðèëàãàíè âúðõó òðîè÷íè îð-
òîãîíàëíè ìàñèâè çà áðîé ñòúëáîâå 4 ≤ n ≤ 25, ñèëà 2 ≤ τ ≤ 10 äî èíäåêñ 1 ≤ λ ≤ 7.

Çà ïúëíîòà â Tàáëèöà 3.1 å îòðàçåí è äîêàçàíèÿò â ïîñëåäíèÿ ïàðàãðàô íà òàçè
ãëàâà íîâ ðåçóëòàò, à èìåííî, ÷å 5 ≤ Λ(17, 3) ≤ 9, òúé êàòî íå ñúùåñòâóâà (17, 108, 3)
òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ [7].
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@
@@n

τ
2 3 4 5 6 7 8 9 10

4 1B1 1 1

5 2 2FN 1 1

6 2 HS3 HU3 1 1

7 2AK 3 3 HU3 1 1

8 3 3 3 3 3 1 1

9 3 3 3 3 4�9 3 1 1

10 3 3 3 3 4�9 5�9 3 1 1

11 3 Se4�9 3 3 4�9 7�9 5�9 3 1

12 3 4�9 5�9 3Go 6�27 7�9 9 6�9 3

13 3RH 4�9 5�9 5�9 7�27 8�27 9RH 11�27 6�9

14 4�6 4�9 6�9KP 6�9qr 8�27 10�27 9�27 17�27 13�27

15 4�6 4�9 6�27 6�27 9�27LZ 10�27 14�27 17�81 23�27HN

16 4�6 4�9 7�27 6�27 9�81 10�81 15�27HN 18�81 23�81

17 5�6 bmrs5�9 9�27 7�27 10�81 11�81 15�81 25�81 23�81

18 5�6 5�9 9�27 9�27 12�81 11�81 20�81 25�81 34�81

19 5�6 5�9 10�27 9�27 14�81 12�81 26�81 25�243 40�81GB

20 Z26 5�9KP 11�27 10�27 16�81 15�81 27�81 31�243 40�243N3

21 Z26 5�27 12�27 11�27 18�81 16�81 29�81 32�243GB 46�243KP

22 Z16 B06�27 13�27 12�27 21�81 19�81 35�81 33�729 55-729

23 6 B06�27 15�27 13�27 24�243 22�81 39�81 37�729 66�729

24 6 6�27 16�27 15�27 25�243 24�243 41�81qr 40�729 71�729KP

25 6AK 6�27 17�27 16�27 31�243 25�729 45�243 43�729BE 83�2187

Òàáëèöà 3.1. Ñòîéíîñòè íà Λ(n, τ), çà 4 ≤ n ≤ 25 è 2 ≤ τ ≤ 10.

Ëåãåíäà:

AK êîíñòðóêöèÿ íà Addelman è Kempthorne (1961)
B0 ãðàíèöà íà Bose è Bush (1952)
B1 Bush (1952) èëè êîíñòðóêöèÿ íà Reed-Solomon (1960)
BE êîä íà Bierbrauer è Edel (1997)
bmrs Áóìîâà, Ìàðèíîâà, Ðàìàé, Ñòîÿíîâà (2019)
FN êîíñòðóêöèÿ íà Fujii, Namikawa è Yamamoto (1987)
GB êîä íà Gulliver è Bhargava (1992)
Go êîä íà Ãîëåé
HN êîä íà Hill è Newton (1988)
HS ãðàíèöà íà Hedayat, Seiden è Stufken (1997)
HU ãðàíèöà íà Hedayat, Stufken è Su (1997)
KP êîä íà Êschischang è Pasupathy (1992)
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N3 OA(315, 20, 3, 11), ïîëó÷åí îò êîä íà Gulliver è Ostergard (1998)
RH êîíñòðóêöèÿ íà Ðàî-Õåìèíã
qr êâàäðàòè÷íî îñòàòú÷åí êîä
S ãðàíèöà íà Seiden (1955)
SZ ãðàíèöà íà Çàéäåí è Çåìàø (1966)
Z1 êîä íà Âàãíåð (1965)
Z2 êîíñòðóêöèÿ íà Shrikhande è Singhi (1979)

3.2 Àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà ñïåêòðèòå íà òðîè-

÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ðàçãëåäàìå êàêâè îãðàíè÷åíèÿ ñå ïîëó÷àâàò ïðè êîíñòðóê-
öèÿòà ñ ïðåìàõâàíå íà åäèí ïðîèçâîëåí ñòúëá îò äàäåí òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ.
Íåêà n, M è τ < n ñà ôèêñèðàíè. Íåêà C ⊂ H(n, 3) å òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ
ïàðàìåòðè (n,M, τ) è c ∈ H(n, 3) å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò òðîè÷íîòî Õåìèíãîâî ïðîñò-
ðàíñòâî, îòíîñíî êîÿòî ñïåêòúðúò íà ìàñèâà C å W = (w0, w1, . . . , wn) ∈ W (n,M, τ).
Äà ïðåìàõíåì ïðîèçâîëåí ñòúëá îò ìàñèâà C è äà ïðèåìåì, ÷å å ïðåìàõíàò `-òèÿò
ñòúëá, 1 ≤ ` ≤ n. Äà îçíà÷èì ñ C ′ ïîëó÷åíèÿ (n − 1,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí
ìàñèâ, à òî÷êàòà c′ ∈ H(n − 1, 3) äà å ïîëó÷åíà ñëåä ïðåìàõâàíåòî íà `-òàòà êîîð-
äèíàòà íà òî÷êàòà c. Íåêà W ′ = (w′0, w

′
1, . . . , w

′
n−1) ∈ W (n − 1,M, τ) å ñïåêòúðúò íà

îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ′ îòíîñíî òî÷êàòà c′.
Äà íàïîìíèì, ÷å âúç îñíîâà íà Òåîðåìà 1.4.4 ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå W (n,M, τ)

êàòî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñïåêòðè íà òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñúîòâåòíèòå
ïàðàìåòðè ñïðÿìî êîÿ äà å ôèêñèðàíà òî÷êà îò ïðîñòðàíñòâîòî, â ÷àñòíîñò ñïðÿìî
íóëåâàòà äóìà c = 0 ∈ H(n, 3). Ïî òîçè íà÷èí ñëåä ïðåìàõâàíå íà åäíà ïðîèçâîëíà
êîîðäèíàòà îò c = 0 äîñòèãàìå îòíîâî äî íóëåâàòà äóìà c′ = 0 ∈ H(n− 1, 3), îòíîñíî
êîÿòî ùå ðàçãëåæäàìå ñïåêòúðà W ′ íà òðîè÷íèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ′.

Çà ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî òóê îòíîâî ùå íàïîìíèì äåôèíèöèÿòà íà ïîíÿòèåòî
i-áëîê â äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Ïðè òîâà â òðîè÷íèÿ ñëó÷àé ñà âúâåäåíè íîâè ïî-
ïîäõîäÿùè îçíà÷åíèÿ çà áðîÿ íà íóëåâèòå è íåíóëåâèòå åëåìåíòè, ïðèíàäëåæàùè íà
äàäåí ñòúëá îò ìàñèâà è ñúîòâåòåí i-áëîê îòíîñíî ðàçãëåæäàíàòà òî÷êà c = 0, êàêòî
è äîïúëíèòåëíè îçíà÷åíèÿ, ðàçãðàíè÷àâàùè áðîÿ íà ñèìâîëèòå 1 è 2, ñúîòâåòíî.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1 Íåêà C å (n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ è c å ïðîèçâîë-
íà òî÷êà îò H(n, 3). Çà âñÿêî ôèêñèðàíî ÷èñëî i ∈ {0, 1, . . . , n} ùå íàðè÷àìå i-áëîê
ñïðÿìî òî÷êàòà c ïîäìàòðèöàòà íà ìàñèâà C ñ ðàçìåðè wi × n, êîÿòî ñå ñúñòîè
îò âñè÷êè ðåäîâå íà C íà ðàçñòîÿíèå i îò òî÷êàòà c.

Íåêà ôèêñèðàìå äàäåí ñòúëá íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C. Äà îçíà÷èì ñ yi (yi) áðîÿ
íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè (íóëèòå) â òîçè ñòúëá, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà i-áëîêà
ñïðÿìî òî÷êàòà c çà i ∈ {0, 1, . . . , n}. Îñâåí òîâà äà îçíà÷èì ñ zi áðîÿ íà åäèíèöèòå,
êîèòî ñà îò ñúîòâåòíèÿ ñòúëá è i-áëîêà, à ñ ui äà îçíà÷èì áðîÿ íà ñèìâîëèòå 2,
êîèòî ñà îò ôèêñèðàíèÿ ñòúëá è ïðèíàäëåæàò íà i-áëîêà ñïðÿìî òî÷êàòà c çà
i ∈ {0, 1, . . . , n}.



3.2. ÀËÃÎÐÈÒÚÌ ÇÀ ÐÅÄÓÖÈÐÀÍÅ ÍÀ ÑÏÅÊÒÐÈÒÅ ÍÀ ÒÎÀ 89

Íåêà ïðåíàðåäèì ðåäîâåòå íà òðîè÷íèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ C, òàêà ÷å â ïúðâèòå
M/3 ðåäà `-òèòå êîîðäèíàòè äà ñà 0, â ñëåäâàùèòå M/3 ðåäà íà `-òà ïîçèöèÿ äà å
ñèìâîëúò 1, à â ïîñëåäíèòå M/3 ðåäà íà `-òà ïîçèöèÿ äà å ñèìâîëúò 2. Ñúãëàñíî
Ñâîéñòâî 7 íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñëåäâà, ÷å ñëåä ïðåìàõâàíå íà `-òèÿ ñòúëá íà
C îò âñÿêà òðåòèíà ïîëó÷àâàìå òðè ïðîèçâîäíè òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâà ñ ïà-
ðàìåòðè (n− 1,M/3, τ − 1), êîéòî ùå îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî ñ C0, C1 è C2. Ñïåêòðèòå
íà òåçè ìàñèâè îòíîñíî òî÷êàòà c′ ùå îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî ñ Y = (y0, y1, . . . , yn−1),
Z = (z1, z2, . . . , zn) è U = (u1, u2, . . . , un) êàòî å ÿñíî, ÷å ñïåêòðèòå Y , Z è U òðÿá-
âà äà ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî W (n − 1,M/3, τ − 1). Ïðè òîâà oò Ñâîéñòâî 2
íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè ñëåäâà, ÷å ðåäîâåòå îò C ′, îñòàâàùèòå ñëåä êàòî îòäåëèì
ðåäîâåòå íà ìàñèâà C0, ò.å. ñúâêóïíîñòòà îò ðåäîâåòå íà C ′, ïîëó÷åíè îò ðåäîâåòå
ñ åäèíèöè è äâîéêè â `-òè ñòúëá íà ìàñèâà C, îáðàçóâàò ïðîèçâîäåí îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n− 1, 2M/3, τ − 1). Òîçè òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ùå îçíà÷à-
âàìå ñ C, à ñïåêòúðà ìó îòíîñíî òî÷êàòà c′ ùå îçíà÷àâàìå ñ Y = (y1, y2, . . . , yn) êàòî
Y ∈ W (n− 1, 2M/3, τ − 1).

Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà âñè÷êè îïèñàíè ïî-ãîðå ïðîèçâîäíè òðîè÷íè îðòîãîíàëíè
ìàñèâè, ïîëó÷åíè îò ìàñèâà C, ñà âèçóàëèçèðàíè â Êîíñòðóêöèÿ 3.2 (Ôèãóðà 1),
êàòî áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæå äà ñ÷èòàìå, ÷å ñìå ïðåìàõíàëè ïúðâèÿ
ñòúëá, ò.å. ` = 1.

C ′ −OA(n− 1,M, 3, τ)
W ′ = (w′0, . . . , w

′
n−1)︷ ︸︸ ︷

0
0 C0 −OA(n− 1,M/3, 3, τ − 1)
... Y = (y0, y1, . . . , yn−1)
0
1
...
1 C0 −OA(n− 1, 2M/3, 3, τ − 1)
2 Y = (y1, y1, . . . , yn)
...
2︸ ︷︷ ︸

C −OA(n,M, 3, τ)
W = (w0, w1, . . . , wn)

C ′ −OA(n− 1,M, 3, τ), W ′︷ ︸︸ ︷
0
0 C0 −OA(n− 1,M/3, 3, τ − 1)
... Y = (y0, y1, . . . , yn−1)
0
1
1 C1 −OA(n− 1,M/3, 3, τ − 1)
... Z = (z1, z2, . . . , zn)
1
2
2 C2 −OA(n− 1,M/3, 3, τ − 1)
... U = (u1, u2, . . . , un)
2︸ ︷︷ ︸

C −OA(n,M, 3, τ), W

Êîíñòðóêöèÿ 3.2 (Ôèãóðà 1).

Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà, â êîÿòî ñà ïîëó÷åíè â ÿâåí âèä ñïåêòðèòå íà òðîè÷íèòå
îðòîãîíàëíè ìàñèâè îò Êîíñòðóêöèÿ 3.2 (Ôèãóðà 1) ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí íà äâîè÷íèÿ
ñëó÷àé (âèæ Òåîðåìà 2.4.2, Òåîðåìà 2.4.8 è Òåîðåìà 2.4.12). Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå
â íà÷àëîòî íà òàçè ãëàâà, çà ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî è âúçìîæíîñòòà çà ïî-ëåñíî
ðàçáèðàíå íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè â òðîè÷íèÿ ñëó÷àé, íåçàâèñèìî îò ôàêòèòå âúâ
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âòîðà ãëàâà, å ïðåäñòàâåíî íàêðàòêî äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà â îçíà÷åíèÿòà íà
Êîíñòðóêöèÿ 3.2 (Ôèãóðà 1).

Òåîðåìà 3.2.2 Íåêà C ⊂ H(n, 3) å (n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, çà êîéòî
W ∈ W (n,M, τ) å ñïåêòúð íà C ñïðÿìî ïðîèçâîëíà òî÷êàòà c ∈ H(n, 3). Íåêà
c′ ∈ H(n − 1, 3) è C ′ ñà ïîëó÷åíè ñúîòâåòíî îò c è C ñúãëàñíî Êîíñòðóêöèÿ 3.2
(Ôèãóðà 1), à W ′ ∈ W (n − 1,M, τ) å ñïåêòúð íà ìàñèâà C ′ îòíîñíî òî÷êàòà c′.
Òîãàâà ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yi + yi = wi, i = 1, 2, . . . , n− 1
yi + yi+1 = w′i, i = 0, 1, . . . , n− 1
y0 = w0

yn = wn
yi, yi ∈ Z, yi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n

. (3.1)

ñ íåèçâåñòíè Y = (y0, y1, . . . , yn−1) è Y = (y1, y2, . . . , yn) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå îò
âèäà

Y = (y0, y1, . . . , yn−1)

= (w0, w1 − (w′0 − w0), w2 −
1∑
j=0

(w′j − wj), . . . , wn−1 −
n−2∑
j=0

(w′j − wj))

= (w0,
n−2∑
j=0

(w′n−1−j − wn−j), . . . ,
1∑
j=0

(w′n−1−j − wn−j), w′n−1 − wn);

Y = (y1, y2, . . . , yn)

= (w′0 − w0,
1∑
j=0

(w′j − wj), . . . ,
n−2∑
j=0

(w′j − wj), wn)

= (w1 −
n−2∑
j=0

(w′n−1−j − wn−j), . . . , wn−1 − (w′n−1 − wn), wn).

Ïðè òîâà âåêòîðúò Y e ñïåêòúð íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C0 îòíîñíî òî÷êàòà c
′ ∈

H(n − 1, 3), ò.å. Y ∈ W (n − 1,M/3, τ − 1), à âåêòîðúò Y e ñïåêòúð íà ìàñèâà C0

îòíîñíî òî÷êàòà c′, ò.å. Y ∈ W (n− 1, 2M/3, τ − 1).

Äîêàçàòåëñòâî: Îò äåôèíèöèèòå íà yi è yi å ÿñíî, ÷å ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà y0 = 0
è yn = 0, à îò Äåôèíèöèÿ 3.2.1 ñëåäâà, ÷å ñà èçïúëíåíè òúæäåñòâàòà:

yi + yi = wi, i = 1, . . . , n− 1, yn = wn, y0 = w0.

Äà ðàçãëåäàìå åëåìåíòà w′i îò ñïåêòúðà W ′ íà ìàñèâà C ′ ñïðÿìî òî÷êàòà c′. Â w′i
áðîèì òî÷êèòå, êîèòî ñå ïîëó÷àò îò ðåäîâåòå íà îðèãèíàëíèÿ ìàñèâ C íà ðàçñòîÿíèå
i è `-òà êîîðäèíàòà 0, çàåäíî ñ ðåäîâåòå íà ìàñèâà C, êîèòî íà `-òà êîîðäèíàòà èìàò
íåíóëåâà ñòîéíîñò (1 èëè 2) è ðàçñòîÿíèå i+ 1 ñïðÿìî äóìàòà c. Áðîÿò íà ðåäîâå îò
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ïúðâèÿ âèä å òî÷íî yi, à òåçè îò âòîðèÿ âèä ñà òî÷íî yi+1 íà áðîé. Ñëåäîâàòåëíî, ñà
â ñèëà è ðàâåíñòâàòà

yi + yi+1 = w′i

çà âñÿêî i = 0, 1, . . . , n− 1.
Ïî-íàòàòúê, äà çàáåëåæèì, ÷å ñèñòåìàòà (3.1) ìîæå äà ñå çàïèøå â ñëåäíèÿ åêâè-

âàëåíòåí âèä ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
yi = wi − yi, i = 1, 2, . . . , n− 1
yi+1 = w′i − wi − yi, i = 0, 1, . . . , n− 1
y0 = w0

yn = wn
yi, yi ∈ Z, yi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n

. (3.2)

Äîêàçàòåëñòâîòî çà âèäà íà yi =
∑i−1

j=0(w
′
j − wj), i = 1, 2, . . . , n å â ðåçóëòàò íà

èíäóêöèÿ è èçïîëçâàíå íà ðàâåíñòâàòà
∑n−1

j=0 w
′
j = M è

∑n
j=0wj = M . Êàòî çàìåñòèì

ïîëó÷åíèòå yi â ñúîòâåòíèòå yi, çà i = 1, 2, . . . , n − 1, åäíîçíà÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å
Y = (w0, w1− (w′0−w0), w2−

∑1
j=0(w

′
j−wj), . . . , wn−1−

∑n−2
j=0 (w′j−wj)). Ñëåäîâàòåëíî,

ñèñòåìàòà (3.1) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.
Çà äà ïîëó÷èì C0, ñìå ïðåìàõíàëè íóëèòå îò `-òèÿ ñòúëá íà C è ñìå âçåëè ñàìî

ñúîòâåòíèòå ðåäîâå. Îò äåôèíèöèÿòà íà i-áëîê èìàìå, ÷å yi å òî÷íî áðîÿò íà äóìèòå
â C íà ðàçñòîÿíèå i ñïðÿìî c ∈ H(n, 3). Ñëåäîâàòåëíî, áðîÿò íà òî÷êèòå â C0 íà
ðàçñòîÿíèå i å òî÷íî y′. Íàëèöå ñà ñëåäíèòå äâå âúçìîæíîñòè: èëè y0 ≥ 1, ò. å. òî÷êàòà
c′ å âúòðåøíà çà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C0, è ñëåäîâàòåëíî Y ∈ P (n − 1,M/3, τ − 1);
èëè y0 = 0, ò. å. òî÷êàòà c′ å âúíøíà çà ìàñèâà C0 è ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñëåäâà,
÷å Y ∈ Q(n − 1,M/3, τ − 1). Ñëåäîâàòåëíî, Y e ñïåêòúð íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ
C0 îòíîñíî òî÷êàòà c′ ∈ H(n − 1, 3), ò.å. Y ∈ W (n − 1,M/3, τ − 1). Ïî àíàëîãè÷åí
íà÷èí ñå ïîêàçâà, ÷å âåêòîðúò Y e ñïåêòúð íà ìàñèâà C0 îòíîñíî òî÷êàòà c′, ò.å.
Y ∈ W (n− 1, 2M/3, τ − 1). �

Äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè ôèêñèðàíè ñïåêòðè W ∈ W (n,M, τ) è W ′ ∈ W (n− 1,M, τ)
ñúîòâåòíî íà òðîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè C è C ′, ñèñòåìàòà (3.1) ìîæå äà áúäå
çàïèñàíà è â ñëåäíèÿ åêâèâàëåíòåí âåêòîðåí âàðèàíò îòíîñíî íåèçâåñòíèòå âåêòîðè
Y è Y : ∣∣∣∣ Y + Y = W ′

(Y, 0) + (0, Y ) = W
. (3.3)

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ, îò ïðèëàãàíåòî íà êîèòî ìîæåì äà ðåäóöèðàìå
âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè íà ðàçãëåæäàíèòå òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè, â ÷àñò-
íîñò äà ðåäóöèðàìå åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ).

Ñëåäñòâèå 3.2.3 Çà ôèêñèðàí âúçìîæåí ñïåêòúð W íà (n,M, τ) òðîè÷åí îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ C, àêî ñèñòåìàòà (3.1) íÿìà ðåøåíèå çà íèòî åäèí ñïåêòúð W ′ ∈
W (n − 1,M, τ), òîãàâà åëåìåíòúò W ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåí îò ìíîæåñòâîòî
W (n,M, τ), ò.å. W 6∈ W (n,M, τ).

Ñëåäñòâèå 3.2.4 Àêî Y 6∈ W (n− 1,M/3, τ − 1) èëè Y 6∈ W (n− 1, 2M/3, τ − 1) äâîé-
êàòà (W,W ′), îò êîÿòî ñà ïîëó÷åíè ïî Òåîðåìà 3.2.2, ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.
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Îò Òåîðåìà 3.2.2 è ñëåäñòâèÿòà ñëåä íåÿ îñâåí ÷å ñå îòõâúðëÿò ÷àñò îò åëåìåíòè-
òå îò ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè W (n,M, τ), ñå ïîëó÷àâàò è âñè÷êè âúçìîæíè äâîéêè
ñïåêòðè (W,W ′), êîãàòî W ′ ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî W (n− 1,M, τ). Òåçè äâîéêè ïîä-
ëåæàò íà ïî-íàòàòúøíà ïðîâåðêà äàëè óäîâëåòâîðÿâàò îãðàíè÷åíèÿòà çà ñïåêòðèòå
íà äðóãèòå ìàñèâè, ïîëó÷åíè â Êîíñòðóêöèÿ 3.2 (Ôèãóðà 1).

Êîãàòî ïðèëàãàìå àëãîðèòìèòå íè ñàìî è åäèíñòâåíî âúðõó ìíîæåñòâàòà îò âúò-
ðåøíè òî÷êè çà èçñëåäâàíèòå ðåäèöè îò òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè, ñå íàëàãàò
íÿêîè äîïúëíèòåëíè ïðîâåðêè. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñïåêòúð W = P íà äàäåí òðî-
è÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ñïðÿìî òî÷êà c ∈ C. ßñíî å, ÷å ñïåêòðèòå W ′ = P ′ ∈
P (n− 1,M, τ) è Y ∈ P (n− 1,M/3, τ − 1) íà òðîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè C ′ è C0,
ñúîòâåòíî, ñúùî ñà îòíîñíî âúòðåøíàòà çà òÿõ òî÷êà c′. Äîêàòî, ñïåêòúðúò Y íà ìà-
ñèâà C ìîæå äà ñå îêàæå êàêòî îòíîñíî âúòðåøíà çà ìàñèâà C ′ òî÷êà (êîãàòî y1 > 0),
òàêà è îòíîñíî âúíøíà çà íåãî òî÷êà (ïðè y1 = 0). Â òîçè ñëó÷àé, çà äà ñå îãðàíè÷èì
ñàìî âúðõó ìíîæåñòâàòà îò ñïåêòðè îòíîñíî âúòðåøíè çà ìàñèâèòå òî÷êè, òðÿáâà äà
ïðîâåðÿâàìå äàëè å â ñèëà ñëåäíàòà ìîäèôèêàöèÿ íà Ñëåäñòâèå 3.2.4.

Ñëåäñòâèå 3.2.5 Àêî Y 6∈ P (n−1,M/3, τ−1) èëè y1 > 0 è Y 6∈ P (n−1, 2M/3, τ−1)
äâîéêàòà (P, P ′), îò êîÿòî ñà ïîëó÷åíè ïî Òåîðåìà 3.2.2, ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Äà íàïîìíèì, ÷å òðîè÷íèÿò îðòîãîíàëåí ìàñèâ C0 å îáåäèíåíèå íà ìàñèâèòå C1 è
C2 ñúñ ñïåêòðè ñúîòâåòíî Z = (z1, z2, . . . , zn) è U = (u1, u2, . . . , un). Òîãàâà ñïåêòúðúò
Y íà C0 ìîæå äà áúäå èçðàçåí ÷ðåç ñïåêòðèòå Z è U ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Y = (y1, y2, . . . , yn) = (z1 + u1, z2 + u2, . . . , zn + un) ∈ W (n− 1, 2M/3, τ − 1).

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí, ìîæåì äà ïîëó÷èì îùå äâà òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâà,
à èìåííî C1 = C0∪C2 ∈ W (n−1, 2M/3, τ −1) è C2 = C0∪C1 ∈ W (n−1, 2M/3, τ −1).
Òåõíèòå ñïåêòðè ùå îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî ñ Z è U . Òîãàâà ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå
ñúîòâåòíî äâîéêèòå C1 è C1 èëè C2 è C2, âìåñòî äâîéêàòà îðòîãîíàëíè ìàñèâè C0 è C0

â ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ. Ïî-òî÷íî, àêî çíàåì ñïåêòðèòå Y , Z è U , ëåñíî ïîëó÷àâàìå,
÷å çà ñïåêòðèòå Z è U íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè C1 è C2 ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

Z = (z0, z1, . . . , zn−1) = (y0 + u1, y1 + u2, . . . , yn−1 + un),

U = (u0, u1, . . . , un−1) = (y0 + z1, y1 + z2, . . . , yn−1 + zn).

Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà è ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî â ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ñà ñúáðà-
íè è îïèñàíè êàòî ñèñòåìà âñè÷êè íàëè÷íè äî ìîìåíòà çàâèñèìîñòè ìåæäó ñïåêòðèòå
íà äàäåí òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C è ïðîèçâîäíèòå ìó ìàñèâè: C ′, C0, C1, C2, C0,
C1 è C2.

Òåîðåìà 3.2.6 Íåêà C ⊂ H(n, 3) å (n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, çà êîéòî
W ∈ W (n,M, τ) å ñïåêòúð íà C ñïðÿìî ïðîèçâîëíà òî÷êàòà c ∈ H(n, 3). Íåêà
c′ ∈ H(n − 1, 3) è C ′ ñà ïîëó÷åíè ñúîòâåòíî îò c è C ñúãëàñíî Êîíñòðóêöèÿ 3.2
(Ôèãóðà 1), à W ′ ∈ W (n − 1,M, τ) å ñïåêòúð íà ìàñèâà C ′ îòíîñíî òî÷êàòà c′.
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Òîãàâà ñïåêòðèòå Y , Z, U , Y , Z è U íà ïðîèçâîäíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè C0, C1,
C2, C0, C1 è C2 óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíàòà ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yi + zi + ui = wi, i = 1, 2, . . . , n− 1;
zi + ui = yi, i = 1, 2, . . . , n;
yi + ui+1 = zi, i = 0, 1, . . . , n− 1;
yi + zi+1 = ui, i = 0, 1, . . . , n− 1;
yi + yi+1 = w′i, i = 0, 1, . . . , n− 1;
zi+1 + zi = w′i, i = 0, 1, . . . , n− 1;
ui+1 + ui = w′i, i = 0, 1, . . . , n− 1;
y0 = w0, yn = zn + un = wn;
yi, yi ∈ Z, yi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 0, . . . , n;
zi, zi ∈ Z, zi ≥ 0, zi ≥ 0, i = 0, . . . , n;
ui, ui ∈ Z, ui ≥ 0, ui ≥ 0, i = 0, . . . , n.

(3.4)

Îñâåí çàâèñèìîñòèòå îò ïðåäõîäíàòà òåîðåìà ìîæåì äà ïîëó÷èì íîâè îãðàíè÷å-
íèÿ âúðõó ñïåêòðèòå íà ðàçãëåæäàíèòå òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè êàòî èçïîëçâàìå
Ñâîéñòâî 5 íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè. Ïî-òî÷íî, êàêâàòî è ïåðìóòàöèÿ íà ñèìâîëèòå
0, 1 è 2 îò ñèìåòðè÷íàòà ãðóïà S3 äà èçâúðøèì âúâ ôèêñèðàí ñòúëá íà ðàçãëåæäàíèÿ
(n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C, ñå îáðàçóâà íîâ (n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíà-
ëåí ìàñèâ, èçîìîðôåí íà èçõîäíèÿ ìàñèâ C. Íåêà äà îçíà÷èì òðèòå òðàíñïîçèöèè îò
ñèìåòðè÷íàòà ãðóïà S3 ñúîòâåòíî ñúñ σ0 = (12), σ1 = (20) è σ2 = (01), à äâàòà òðîéíè
öèêúëà ñúîòâåòíî ñ ρ = (012) è ρ2 = (021). Äà èçâúðøèì ïúðâî òðèòå òðàíñïîçèöèè
âúðõó ôèêñèðàíèÿ è ðàçãëåæäàí îò íàñ äî ìîìåíòà `-òè ñòúëá íà îðòîãîíàëíèÿ ìà-
ñèâ C ñúñ ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) îòíîñíî ïðîèçâîëíà òî÷êà c ∈ H(n, 3). Ïî òîçè
íà÷èí ïîëó÷àâàìå òðè, èçîìîðôíè íà ìàñèâà C, òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâà ñ ïà-
ðàìåòðè (n,M, τ). Äà îçíà÷èì òåçè ìàñèâè ñúîòâåòíî ñ Cσ0 , Cσ1 è Cσ2 . Ðåçóëòàòúò
îò ïðèëîæåíèåòî íà ïåðìóòàöèÿòà σ0 = (12) âúðõó C âîäè äî îðòîãîíàëåí ìàñèâ,
÷èèòî ñïåêòúð ñïðÿìî òî÷êàòà c ñúâïàäà ñúñ ñïåêòúðà W íà C, ïîðàäè êîåòî ùå
�îòúæäåñòâÿâàìå� äâàòà èçîìîðôíè ìàñèâà, ò.å. Cσ0 = C. Ñïåêòðèòå íà ìàñèâèòå
Cσ1 è Cσ2 , ïîëó÷åíè ïðè ïåðìóòàöèèòå σ1, σ2 ùå îçíà÷àâàìå ñ W

σ1 è W σ2 , ñúîòâåòíî.
Àêî èçâúðøèì äâàòà òðîéíè öèêúëà îò S3 âúðõó `-òèÿ ñòúëá íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ
C ñúñ ñïåêòúð W ∈ W (n,M, τ) îòíîñíî ïðîèçâîëíà òî÷êà c ∈ H(n, 3), ïîëó÷àâàìå
ñúîòâåòíî äâà èçîìîðôíè íà ìàñèâà C, òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâà (Cρ è Cρ2) ñ ïà-
ðàìåòðè (n,M, τ), ÷èèòî ñïåêòðè ùå ñúâïàäàò ñúîòâåòíî ñ W ρ = W σ1 è W ρ2 = W σ2 ,
ïîðàäè êîåòî ùå �îòúæäåñòâÿâàìå� è ñëåäíèòå äâîéêè èçîìîðôíè ìàñèâè Cρ = Cσ1

è Cρ2 = Cσ2 .
Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà, çàäàâàùà âðúçêèòå ìåæäó ñïåêòðèòå W , W σ1 è W σ2

íà òðîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè C, Cσ1 è Cσ2 , ñúîòâåòíî.

Òåîðåìà 3.2.7 Íåêà C ⊂ H(n, 3) å (n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, çà êîéòî

W = (w0, w1, . . . , wn) = (y0, y1 + y1, . . . , yn−1 + yn−1, yn)

= (y0, y1 + z1 + u1, . . . , yn−1 + zn−1 + un−1, zn + un) ∈ W (n,M, τ),

å ñïåêòúðúò íà C ñïðÿìî ïðîèçâîëíà òî÷êà c ∈ H(n, 3). Òîãàâà:
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(à) Ñïåêòúðúò W σ1 ∈ W (n,M, τ) íà òðîè÷íèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ Cσ1 îòíîñíî
òî÷êàòà c èìà âèäà

W σ1 = (u1, y0 + z1 + u2, . . . , yn−2 + zn−1 + un, yn−1 + zn);

(á) Ñïåêòúðúò W σ2 ∈ W (n,M, τ) íà òðîè÷íèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ Cσ2 îòíîñíî
òî÷êàòà c èìà âèäà

W σ2 = (z1, y0 + u1 + z2, . . . , yn−2 + un−1 + zn, yn−1 + un).

Ïðåäè äà äîêàæåì òåîðåìàòà íåêà äà èëþñòðèðàìå íà Êîíñòðóêöèÿ 3.2 (Ôèãóðà 2)
îïèñàíèòå ïî-ãîðå òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè Cσ1 è Cσ2 , ïîëó÷åíè îò îðòîãîíàëíèÿ
ìàñèâ C.

C ′ −OA(n− 1,M, 3, τ), W ′︷ ︸︸ ︷
2
2 C0 −OA(n− 1,M/3, 3, τ − 1)
... Y = (y0, y1, . . . , yn−1)
2
1
1 C1 −OA(n− 1,M/3, 3, τ − 1)
... Z = (z1, z2, . . . , zn)
1
0
0 C2 −OA(n− 1,M/3, 3, τ − 1)
... U = (u1, u2, . . . , un)
0︸ ︷︷ ︸

Cσ1 −OA(n,M, 3, τ), W σ1

C ′ −OA(n− 1,M, 3, τ), W ′︷ ︸︸ ︷
1
1 C0 −OA(n− 1,M/3, 3, τ − 1)
... Y = (y0, y1, . . . , yn−1)
1
0
0 C1 −OA(n− 1,M/3, 3, τ − 1)
... Z = (z1, z2, . . . , zn)
0
2
2 C2 −OA(n− 1,M/3, 3, τ − 1)
... U = (u1, u2, . . . , un)
2︸ ︷︷ ︸

Cσ2 −OA(n,M, 3, τ), W σ2

Êîíñòðóêöèÿ 3.2 (Ôèãóðà 2).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äà ïðåáðîèì äóìèòå â îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ Cσ1 , êîèòî ñà
íà ðàçñòîÿíèå i, çà 1 ≤ i ≤ n − 1, ñïðÿìî òî÷êàòà c ∈ H(n, 3). Áåç îãðàíè÷åíèå íà
îáùíîñòòà, íî çà ïðîñòîòà íà äîêàçàòåëñòâîòî ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ` = 1, à òî÷êàòà
c = 0 ∈ H(n, 3). Òîãàâà â ìàñèâà Cσ1 èìàìå:

� yi−1 òî÷êè, êîèòî èäâàò îò C0, òúé êàòî ñà ðàçìåíåíè ìåñòàòà íà íóëèòå è
äâîéêèòå â ïúðâèÿ ñòúëá.

� ui+1 òî÷êè, êîèòî èäâàò îò C2 è ñà íà ðàçñòîÿíèå i îò òî÷êàòà c, òúé êàòî òå
ñúäúðæàò íóëè â ñâîèòå ïúðâè ïîçèöèè.
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� zi òî÷êè, êîèòî èäâàò îò C1 è ñà íà ðàçñòîÿíèå i îò òî÷êàòà c, çàùîòî ïåðìóòà-
öèÿòà σ1 íå ðàçìåñòâà åäèíèöèòå è ñúîòâåòíî â C1 äóìèòå íå ïðîìåíÿò ñâîåòî
ðàçñòîÿíèå äî òî÷êàòà c.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å çà 1 ≤ i ≤ n− 1 áðîÿ wσ1i íà òî÷êèòå â îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ Cσ1 ,
êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå i îò òî÷êàòà c å òî÷íî yi−1 + zi + ui+1.

Áðîÿò wσ10 íà äóìèòå íà ðàçñòîÿíèå 0 ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò åäèíñòâåíî îò ìàñèâà
C2, êúäåòî ñìå äîáàâèëè íóëà íà ïúðâà ïîçèöèÿ.

Áðîÿò wσ1n íà äóìèòå â îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ Cσ1 , êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå n îò
òî÷êàòà c, ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò êàêòî îò äóìèòå íà ðàçñòîÿíèå n − 1 â ìàñèâà C1,
ïðåä êîèòî â ïúðâà ïîçèöèÿ èìà åäèíèöà, òàêà è îò äóìèòå â ìàñèâà C0, ïðåä êîèòî
â ïúðâà ïîçèöèÿ èìà äâîéêà, ò.å. òîçè áðîé å òî÷íî yn−1 + zn.

Ñëåäîâàòåëíî, W σ1 = (u1, y0 + z1 + u2, . . . , yn−2 + zn−1 + un, yn−1 + zn) å ñïåêòúðúò
íà Cσ1 ñïðÿìî òî÷êàòà c ∈ H(n, 3), ò.å. W σ1 ∈ W (n,M, τ). Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí
ïîëó÷àâàìå, ÷å W σ2 = (z1, y0 + u1 + z2, . . . , yn−2 + un−1 + zn, yn−1 + un) å ñïåêòúðúò íà
Cσ2 ñïðÿìî òî÷êàòà c ∈ H(n, 3), ò.å. èìàìå, ÷å W σ2 ∈ W (n,M, τ). �

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñëåäñòâèÿ îò Òåîðåìà 3.2.7, ñëåä ïðèëàãàíåòî íà êîèòî äîñòè-
ãàìå äî íîâè ðåäóêöèè íà âúçìîæíîñòèòå çà ñïåêòðè íà èçñëåäâàíèòå òðîè÷íè îðòî-
ãîíàëíè ìàñèâè.

Ñëåäñòâèå 3.2.8 ÀêîW σ1 6∈ W (n,M, τ) èëèW σ2 6∈ W (n,M, τ), òî äâîéêàòà (W,W ′),
îò êîÿòî ñà ïîëó÷åíè ïî Òåîðåìà 3.2.7, ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëåíà.

Ñëåäñòâèå 3.2.9 Ñïåêòúðúò W íà äàäåí òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C ñëåäâà äà
áúäå îòõâúðëåí, àêî çà âñÿêà âúçìîæíà äâîéêà (W,W ′), ïîëó÷åíà îò Ñèñòåìà 3.1,
òàçè äâîéêà å îòõâúðëåíà.

Íåêà ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà âúçìîæíà äâîéêà (W,W ′) ñïåêòðè íà èçñëåäâàíèòå
òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè C è C ′, êîÿòî íå å îòõâúðëåíà ñëåä êàòî ñìå ïðèëîæèëè
Òåîðåìà 3.2.2, Òåîðåìà 3.2.6, Òåîðåìà 3.2.7 è âñè÷êè ïðîèçëèçàùè îò òÿõ ñëåäñòâèÿ.
Íåêà äà îçíà÷èì ñ

(y
(r)
0 = 0, y

(r)
1 , . . . , y(r)n ; y

(r)
0 , y

(r)
1 , . . . , y

(r)
n−1, y

(r)
n = 0), r = 1, . . . , s.

âñè÷êè ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìà (3.1) îò Òåîðåìà 3.2.2, êîèòî ñà îñòàíàëè ñëåä
ãîðíèòå ïðîâåðêè çà âñåâúçìîæíèòå ìàñèâè C ′, ïîëó÷åíè îò ìàñèâà C ïðè ïðåìàõ-
âàíå íà íÿêîé íåãîâ ñòúëá. Äà îçíà÷èì ñ kr áðîÿ íà ñòúëáîâå, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà
r-òîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (3.1) çà r = 1, . . . , s. Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.10 Íåêà W ∈ W (n,M, τ) å âúçìîæíîñò çà ñïåêòúð íà òðîè÷åí îðòî-
ãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, τ) è W ′ ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî W (n − 1,M, τ).
Àêî ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 +k2 + . . . +ks = n

k1y
(1)
1 +k2y

(2)
1 + . . . +ksy

(s)
1 = w1

k1y
(1)
2 +k2y

(2)
2 + . . . +ksy

(s)
2 = 2w2

...
k1y

(1)
n +k2y

(2)
n + . . . +ksy

(s)
n = nwn

kr ∈ Z, kr ≥ 0, r = 1, . . . , s

. (3.5)



96 ÃËÀÂÀ 3. ÑÏÅÊÒÐÈ ÍÀ ÒÐÎÈ×ÍÈ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÍÈ ÌÀÑÈÂÈ

ñïðÿìî íåèçâåñòíèòå k1, k2, . . . , ks íÿìà ðåøåíèå, òîãàâà W ñëåäâà äà áúäå îòõâúð-
ëåí êàòî âúçìîæåí ñïåêòúð, ò.å. W 6∈ W (n,M, τ).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà çà âñè÷êè âúçìîæíè îòðÿçâàíèÿ íà íÿêîé ñòúëá, ò.å. çà
âñè÷êè âúçìîæíè W ′, ñèñòåìàòà (3.1) èìà s ðåøåíèÿ, êîèòî ñúãëàñíî óñëîâèåòî ñà

(y
(r)
0 = 0, y

(r)
1 , . . . , y(r)n ; y

(r)
0 , y

(r)
1 , . . . , y

(r)
n−1, y

(r)
n = 0), r = 1, 2, . . . , s.

Îçíà÷àâàìå ñ kr áðîÿ íà ñòúëáîâåòå, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà r-òîòî ðåøåíèå íà ñèñ-
òåìàòà, r = 1, . . . , s. Âå÷å ñïîìåíàõìå, ÷å áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà
ñ÷èòàìå, ÷å òî÷êàòà c = 0 ∈ H(n, 3). Àêî çà ôèêñèðàíî i ðàçãëåäàìå i-áëîêà ñïðÿìî
òî÷êàòà c, ìîæåì äà çàáåëåæèì, ÷å áðîÿò íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè â íåãî å òî÷íî
iwi. Îò äðóãà ñòðàíà, êàòî âçåìåì ïðåäâèä ôàêòà, ÷å yi å òî÷íî áðîÿò íà äóìèòå
îò i-áëîêà, êîèòî èìàò ñèìâîë 1 èëè 2 íà ñúîòâåòíèÿ ñòúëá, ïîëó÷àâàìå, ÷å áðîÿò
íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè â i-áëîêà å ðàâåí ñúùî òàêà íà k1y

(1)
i + k2y

(2)
i + . . . + ksy

(s)
i .

Ñëåäîâàòåëíî, çà âñÿêî i = 0, . . . , s ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà â ñèñòåìà (3.5). �

Âúç îñíîâà íà îïèñàíèòå â òîçè ïàðàãðàô òåîðåìè è ñëåäñòâèÿ å îðãàíèçèðàí îñíî-
âåí àëãîðèòúì (Algorithm 5) çà ðåäóöèðàíå íà åëåìåíòèòå â ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ)
êàòî ñïåêòðè íà äàäåí (n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ. Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà è
ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî å ïðåäñòàâåí ïñåâäîêîä íà àëãîðèòúìà, êàòî å óêàçàíî âúç
îñíîâà íà êîè òåîðåìè èëè ñëåäñòâèÿ ñà èçâúðøåíè ïðîâåðêèòå â íåãî.

Ñòàðòèðà ñå ñ ãåíåðèðàíåòî íà ñúîòâåòíèòå ðåäèöè îò ñïåêòðè íà îðòîãîíàëíè ìà-
ñèâè ïîñðåäñòâîì Òåîðåìà 1.4.1. Ïî-òî÷íî, òúé êàòî ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ) çàâèñè
ïðÿêî îò ìíîæåñòâàòà W (n− 1,M, τ), W (n− 1,M/3, τ − 1) è W (n− 1, 2M/3, τ − 1),
åñòåñòâåíî ñòèãàìå äî çàêëþ÷åíèåòî, ÷å ïðåäè äà çàïî÷íåì äà ðàçãëåæäàìå îñíîâ-
íîòî ìíîæåñòâî W (n,M, τ), òðÿáâà äà ðåäóöèðàìå âúçìîæíèòå ñïåêòðè â äðóãèòå
òðè ìíîæåñòâà è òàêà íàòàòúê, äîêàòî äîñòèãíåì äî îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñèëà 1
è äîêàòî áðîÿò íà ñòúëáîâåòå n å ïî-ãîëÿì èëè ðàâåí íà ñèëàòà τ . Â òàáëè÷åí âèä e
oïèñàía èäåÿòà êàê ñå îáðàçóâàò ðåäèöèòå îò ìíîæåñòâà, êîèòî ñå îòðàçÿâàò âúðõó
èçñëåäâàíåòî íà åëåìåíòèòå íà îñíîâíîòî ìíîæåñòâî W (n,M, τ).

W (n,M, τ) W (n− 1,M, τ) . . . W (τ,M, τ)
W (n− 1,M/3, τ − 1) W (n− 2,M/3, τ − 1) . . . W (τ − 1,M/3, τ − 1)
W (n− 1, 2M/3, τ − 1) W (n− 2, 2M/3, τ − 1) . . . W (τ − 1, 2M/3, τ − 1)
W (n− 2,M/9, τ − 2) W (n− 3,M/9, τ − 2) . . . W (τ − 2,M/9, τ − 2)
W (n− 2, 2M/9, τ − 2) W (n− 3, 2M/9, τ − 2) . . . W (τ − 2, 2M/9, τ − 2)
W (n− 2, 4M/9, τ − 2) W (n− 3, 4M/9, τ − 2) . . . W (τ − 2, 4M/9, τ − 2)
...

W (n− τ + 1,M/3τ−1, 1) W (n− τ,M/3τ−1, 1) . . . W (1,M/3τ−1, 1)

W (n− τ + 1, 2M/3τ−1, 1) W (n− τ, 2M/3τ−1, 1) . . . W (1, 2M/3τ−1, 1)
...

Çàïî÷âàìå äà ïðèëàãàìå àëãîðèòúìà îò äîëó íà ãîðå, ñ÷èòàíî îò ïîñëåäíèÿ è
ïðåäïîñëåäíèÿ ðåäîâå, è îò äÿñíî íà ëÿâî, ñ÷èòàíî îò ïîñëåäíàòà è ïðåäïîñëåäíàòà
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Algorithm 5 (Îñíîâåí àëãîðèòúì) � Àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñòâîòî îò
ñïåêòðè W (n,M, τ) íà òðîè÷åí îðòîãîíàëåí (n,M, τ) ìàñèâ:

procedure MDDA(W (n,M, τ), W (n − 1,M, τ), W (n − 1,M/3, τ − 1), W (n −
1, 2M/3, τ − 1))

2: Input: n, M , τ , W (n,M, τ), W (n − 1,M, τ), W (n − 1,M/3, τ − 1), W (n −
1, 2M/3, τ − 1)

�lteredW← empty set
4: for W ∈ W (n,M, τ) do

allXY← empty set
6: for W ′ ∈ W (n− 1,M, τ) do

Y, Y ← solve system (3.1) for integer nonnegative solutions
8: if Y ∈ W (n− 1,M/3, τ − 1) and

Y ∈ W (n− 1, 2M/3, τ − 1) and
W σ1 ,W σ2 ∈ W (n,M, τ) and
W σ1 ,W σ2 6∈ filteredW then
add Y , Y to allY Y

10: if allXY is empty then
add W to filteredW

12: else
if system (3.5) has no integer nonnegative solutions then

14: add W to filteredW

if filteredW is nonempty then
16: MDDA(W (n,M, τ)\filteredW ,W (n−1,M, τ),W (n−1,M/3, τ−1),W (n−

1, 2M/3, τ − 1))
else

18: return W (n,M, τ)

Output: W (n,M, τ)



98 ÃËÀÂÀ 3. ÑÏÅÊÒÐÈ ÍÀ ÒÐÎÈ×ÍÈ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÍÈ ÌÀÑÈÂÈ

êîëîíè. Òàêà óñïÿâàìå äà ïîñòèãíåì îïòèìàëåí ðåçóëòàò âúðõó ïúðâîíà÷àëíî ðàç-
ãëåæäàíîòî ìíîæåñòâî W (n,M, τ).

Êàêòî è â îñíîâíèÿ àëãîðèòúì âúâ âòîðà ãëàâà, è òóê â íà÷àëîòî íà ïñåâäîêî-
äà å âúâåäåíî ïîëå filteredW , êîåòî å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òåêóùî ïðåìàõíàòè
ñïåêòðè W ∈ W (n,M, τ). Òîâà ìíîæåñòâî ìîæå äà íàðàñòâà ïðåç öåëèÿ àëãîðèòúì.
Â ïñåâäîêîäà ñå íàìèðàò âúçìîæíèòå ñïîðåä Òåîðåìà 3.2.2 ñïåêòðè W ′. Ðàçãëåäàíè
ñà ñàìî òåçè W ′, çà êîèòî ñèñòåìà (3.1) èìà ðåøåíèå è ñà ïðîâåðåíè Ñëåäñòâèÿ 3.2.3,
3.2.4 è Òåîðåìà 3.2.6, êàêòî è Òåîðåìà 3.2.7, Ñëåäñòâèå 3.2.8 è Ñëåäñòâèå 3.2.9, çà äà
ñå ïðåöåíè äàëè ðàçãëåæäàíàòà äâîéêà (W,W ′), ñëåäâà äà áúäå îòõâúðëÿíà èëè íå. Â
ìíîæåñòâîòî allY Y ñå ñúáèðàò âñè÷êè ðåøåíèÿ íà ñèñòåìà (3.1) çà âñè÷êè âúçìîæíè
äâîéêè (W,W ′). Àêî íÿìà âúçìîæíè äâîéêè, ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 3.2.3, ïðåìàõâàìå
ñïåêòúðàW . Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ïðåñìÿòàìå ñèñòåìà (3.5). Aêî òÿ íÿìà öåëî÷èñëåíî
ðåøåíèå â íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà, èçïîëçâàìå Òåîðåìà 3.2.10, çà äà îòõâúðëèìW êàòî
âúçìîæåí ñïåêòúð íà èçñëåäâàíèÿ òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Âå÷å ñïîìåíàõìå, ÷å ñïåêòúðúòW çàâèñè îò ñïåêòðèòå â ìíîæåñòâîòîW (n,M, τ)
(Ñëåäñòâèå 3.2.8). Çàòîâà ñå íàëàãà äà ñå íàïðàâè ïðîâåðêà âúðõó ñòîéíîñòòà íà ìíî-
æåñòâîòî îò ôèëòðèðàíè íà òàçè ñòúïêà ñïåêòðè filteredW . Ïî-òî÷íî, àêî ñà áèëè
îòõâúðëåíè ñïåêòðè è ìíîæåñòâîòî filteredW å íåïðàçíî, ñå íàëàãà äà ñå ïîâòîðè
àëãîðèòúìúò ñ îáíîâåíàòà ñúâêóïíîñò îò åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ), ò.å.
äîêàòî îò W (n,M, τ) ñå ïðåìàõíàò âñè÷êè ñïåêòðè îò ìíîæåñòâîòî filteredW . Òúé
êàòî ìíîæåñòâîòî W (n,M, τ) å êðàéíî, íÿìà êàê äà ïîëó÷èì áåçêðàéíà ðåêóðñèÿ,
èçâèêâàéêè ñúùàòà ôóíêöèÿ ñ îáíîâåíèòå ïàðàìåòðè, ò.å. àëãîðèòúìúò ïðèêëþ÷âà,
êîãàòî íå ìîãàò äà ñå îòõâúðëÿò íà äàäåíà ñòúïêà íèêàêâè ñïåêòðè.

Òîçè àëãîðèòúì å ïðèëîæèì ñàìî çà îòíîñèòåëíî ìíîãî ìàëêè ðàçìåðíîñòè (áðîé
ñòúëáîâå) n è ìîùíîñòè (áðîé ðåäîâå) M , ïîðàäè ãîëåìèÿ áðîé åëåìåíòè â ïúðâî-
íà÷àëíî ãåíåðèðàíèòå ìíîæåñòâà W (n,M, τ). Ïî-òî÷íî, ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 1.4.1
óñïÿõìå äà ãåíåðèðàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðèW (n,M, τ, q)
îòíîñíî âúòðåøíè è âúíøíè òî÷êè çà òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè, ÷èèòî èíäåêñ íå
å ïî-ãîëÿì îò 8. Ñúîòâåòíà áàçà îò ðåçóëòàòè ñå ïîääúðæà è ïðîäúëæàâà äà ñå àê-
òóàëèçèðà íà [59]. Ïðè òåçè ïðåñìÿòàíèÿ çàáåëÿçàõìå, ÷å áðîÿò íà ñïåêòðèòå ïðè
ïî-ãîëåìèòå èíäåêñè, êàêòî è ïðè ïî-äúëãèòå ðåäèöè, çàïî÷âà äà ðàñòå ïðåêàëåíî
ìíîãî. Ìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâàòà â åäèí ìîìåíò äîñòèãà íÿêîëêî ìèëèîíà. Îò ñâîÿ
ñòðàíà, â êîíñòðóêöèÿòà ñ ïðåìàõâàíå íà åäèí ñòúëá òðÿáâà äà ñå ïðîáÿãàò âñè÷êè
âúçìîæíè äâîéêè îò ñïåêòðè (W,W ′), ò.å. ãîâîðèì çà íàä 1012 áðîé êîíñòðóèðàíèÿ
íà ðåøåíèÿ íà ñúîòâåòíèòå ñèñòåìè è ïîñëåäâàùèòå îò òÿõ ïðîâåðêè. Çà íàøå ñú-
æàëåíèå âúðõó ìíîæåñòâà ñ òîëêîâà ãîëÿì áðîé åëåìåíòè àëãîðèòúìúò íå ìîæå äà
ïðèêëþ÷è çà îáîçðèìî âðåìå ïîðàäè íèñêèòå âúçìîæíîñòè íà èçïîëçâàíèòå îò íàñ
êîìïþòðè è ñîôòóåð. Çàòîâà â òàêèâà ñëó÷àè ñå íàëàãà äà ïðèëàãàìå àëãîðèòúìà
ñàìî îòíîñíî âúòðåøíè çà èçñëåäâàíèòå ìàñèâè òî÷êè. Ìîäèôèöèðàíèÿò çà òàçè öåë
àëãîðèòúì å îïèñàí è ïðèëîæåí â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô. Ñ ïîìîùòà íà îñíîâíèÿ
àëãîðèòúì ñà ïðîâåðåíè è ïîòâúðäåíè âñè÷êè èçâåñòíè ðåçóëòàòè çà òðîè÷íè îðòî-
ãîíàëíè ìàñèâè îò Òàáëèöà 3.1 çà èíäåêñ 1 ≤ λ ≤ 3. Çà ïî-ãîëÿì èíäåêñ ñå ïðîâåðÿâà
àëãîðèòúìúò äîêúäåòî å âúçìîæíî, ñëåä êîåòî ïðèëàãàíåòî ìó ñå îãðàíè÷àâà ñàìî
âúðõó ìíîæåñòâàòà îò ñïåêòðè îòíîñíî âúòðåøíè çà ìàñèâèòå òî÷êè.
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3.3 Íåñúùåñòâóâàíå íà (17, 108, 3) òðîè÷åí îðòîãî-

íàëåí ìàñèâ

Â òîçè ïàðàãðàô öåëòà å äà ïðèëîæèì ìîäèôèêàöèÿ íà îïèñàíèÿ â Ïàðàãðàô
3.2 àëãîðèòúì â åäèí îò îòâîðåíèòå ñëó÷àè îò Òàáëèöà 12.2 â [28] çà èíäåêñ λ = 4, à
èìåííî çà ðàçìåðíîñò (áðîé ñòúëáîâå) n = 17, ìîùíîñò (áðîé ðåäîâå)M = 108 è ñèëà
τ = 3. Ïî òîçè íà÷èí ùå äîêàæåì, ÷å òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ òåçè ïàðàìåòðè
íå ñúùåñòâóâà, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å 5 ≤ Λ(17, 3) ≤ 9. Ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò å âå÷å
îòáåëÿçàí â Òàáëèöà 3.1.

Áëàãîäàðåíèå íà Òåîðåìà 1.4.1 ìîæåì äà ãåíåðèðàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúç-
ìîæíîñòè çà ñïåêòðè W (n,M, τ) îòíîñíî âúòðåøíè è âúíøíè òî÷êè çà òðîè÷íè îð-
òîãîíàëíè ìàñèâè, íåîáõîäèìè çà äà äîñòèãíåì äî ìíîæåñòâîòî W (17, 108, 3). Áðîÿò
íà åëåìåíòèòå â òåçè ìíîæåñòâà å ïðåäñòàâåí â ñëåäâàùàòà òàáëèöà, êàòî íàïîìíÿìå,
÷å ñìå îçíà÷èëè |W (3, 108, 3)| = 1, |W (4, 108, 3)| = 5, |W (5, 108, 3)| = 29 è òàêà íàòà-
òúê. Îò òàáëèöàòà ñå âèæäà äîêúäå ñìå óñïåëè äà ïîëó÷èì ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà,
ïîðàäè áúðçîòî íàðàñòâàíå íà áðîÿ íà åëåìåíòèòå â òÿõ, îñîáåíî êîãàòî ïðåñìÿòàìå
ñïåêòðèòå îòíîñíî âúíøíè çà ìàñèâà òî÷êè. Çà íÿêîè îò ïðàçíèòå ìåñòà â òàáëèöàòà
èìàìå íàëè÷íà èíôîðìàöèÿ ñàìî çà ìíîæåñòâàòà îò ñïåêòðè îòíîñíî âúòðåøíè çà
ìàñèâèòå òî÷êè, êàòî äàííèòå ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè ïî-íàäîëó.

|W (n, 108, 3)| : 1 5 29 113 395 1314 3782 10115
26525 629442 141332 311881 648005 −

|W (n, 36, 2)| : 1 5 25 69 174 419 886 1686
3118 5474 9029 14608 23047 34836 51900 −

|W (n, 72, 2)| : 1 9 81 390 1599 6111 18746 51674
134380 313144 687127 −

|W (n, 12, 1)| : 1 5 19 57 154 382 871 1870
3798 7363 13703 24620 42841 72490 119576 −

|W (n, 24, 1)| : 1 9 61 320 1452 5868 21396 71658
233037 651180 1797033 −

|W (n, 48, 1)| : 1 17 217 2106 17237 123120 781017
−

Âàæíî å äà îòáåëåæèì ñúùî, ÷å ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 1.4.1 â îáùèÿ ñëó÷àé, äî-
ðè çà îòíîñèòåëíî ìàëêè ïàðàìåòðè íà (n,M, τ) òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè C, ñå
îêàçâà, ÷å ìîùíîñòòà íà ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà P (n − 1, 2M/3, τ − 1) íà ïðîèçâîä-
íèòå èì ìàñèâè îò âèäà C0 (âèæ Êîíñòðóêöèÿ 3.2 (Ôèãóðà 1)) å ïðåêàëåíî ãîëÿìa.
Îñâåí òîâà ïðè ãîëåìè τ ñå íàëàãà ñàìîòî ìíîæåñòâî P (n − 1, 2M/3, τ − 1) äà áúäå
ðåäóöèðàíî, êîåòî îò ñâîÿ ñòðàíà íàëàãà ïðåñìÿòàíåòî è åâåíòóàëíî ðåäóöèðàíåòî
íà íîâè ìíîæåñòâà îò âúçìîæíè ñïåêòðè ñ ãîëÿìà ìîùíîñò.

Â ðàçãëåæäàíèÿ îò íàñ ñëó÷àé ïðè îïèò äà ãåíåðèðàìå ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà
W (n − 1, 2M/3, τ − 1), íåùî ïîâå÷å äîðè ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà ïîäìíîæåñòâàòà èì
P (n− 1, 2M/3, τ − 1) îòíîñíî âúòðåøíè çà ìàñèâèòå òî÷êè, ñå îêàçâà, ÷å ñúñ ñåãàø-
íèòå íè êîìïþòúðíè èç÷èñëèòåëíè ìîùíîñòè òîâà íå âèíàãè å âúçìîæíî. Ïî-òî÷íî,
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ïîðàäè ãîëÿìàòà ìîùíîñò (íàä ìèëèîí âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè) â ãîðíàòà òàáëè-
öà íå áÿõà ïîëó÷åíè äîðè ìíîæåñòâàòà P (n, 24, 1), çà 12 ≤ n ≤ 15; P (n, 48, 1), çà
8 ≤ n ≤ 15, êàêòî è ìíîæåñòâàòà P (n, 72, 2), çà 12 ≤ n ≤ 15.

Ãîðíèòå íàáëþäåíèÿ äîâåäîõà äî èäåÿòà äà îðãàíèçèðàìå ìîäèôèêàöèÿ íà îñíîâ-
íèÿ àëãîðèòúì (Algorithm 5), â êîÿòî äà îãðàíè÷èì ïðîâåðêèòå íà ïîëó÷åíèòå â
Ïàðàãðàô 3.2 îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñïåêòðèòå íà èçñëåäâàíèòå ìàñèâè ñàìî îòíîñíî
âúòðåøíè çà ìàñèâèòå òî÷êè. Îñâåí òîâà àëãîðèòúìúò ñå ïðèëàãà ñàìî âúðõó ðåäè-
öè îò ïðîèçâîäíè îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñ ïàðàìåòðè (n − 1,M/3, τ − 1), ïîëó÷åíè îò
ðàçãëåæäàíèòå (n,M, τ) òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

Îò ñâîÿ ñòðàíà âñè÷êè òåîðåìè îò ïðåäíèÿ ïàðàãðàô êîðåêòíî ìîãàò äà áúäàò
ïðèëîæåíè ïðè íàëîæåíîòî îãðàíè÷åíèå çà ðàáîòà ñúñ ñïåêòðè ñàìî îòíîñíî âúò-
ðåøíè çà ìàñèâèòå òî÷êè, ò.å. ñàìî âúðõó ìíîæåñòâîòî P (n,M, τ) çà ôèêñèðàíè ïà-
ðàìåòðè n, M è τ . Êîãàòî ñå ïðîâåðÿâàò ñëåäñòâèÿòà îò òåçè òåîðåìè, íà ìåñòà ñå
íàëàãàò äîïúëíèòåëíè ïðîâåðêè, çà äà ñìå ñèãóðíè, ÷å îòíîâî å ïîëó÷åí ñïåêòúð îò-
íîñíî âúòðåøíà çà ñúîòâåòíèÿ ìàñèâ òî÷êà. Àêî ïîñòèãíåì, ÷å P (n,M, τ) e ïðàçíîòî
ìíîæåñòâî, ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñúñ ñúîòâåòíèòå ïàðàìåòðè
íå ñúùåñòâóâà.

Àëãîðèòúìúò çàïî÷âà ñ ãåíåðèðàíåòî (ñ ïîìîùòà íà Òåîðåìà 1.4.1) íà ñëåäíèòå
ðåäèöè îò ìíîæåñòâà îò âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà ñúîòâåòíèòå òðîè÷íè îðòîãîíàë-
íè ìàñèâè îòíîñíî âúòðåøíè çà òåçè ìàñèâè òî÷êè:

P (τ,M, τ), P (τ + 1,M, τ), . . . , P (n,M, τ)

P (τ − 1,M/3, τ − 1), P (τ,M/3, τ − 1), . . . , P (n− 1,M/3, τ − 1)

. . .

Ðåçóëòàòèòå çà ðàçãëåæäàíèÿ îò íàñ (17, 108, 3) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñà
ïðåäñòàâåíè â òàáëèöàòà ïî-äîëó, êàòî îòíîâî ñà äàäåíè ñàìî áðîÿò íà åëåìåíòèòå â
ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà.

|P (n, 108, 3)| : 1 4 18 48 113 271 440 701
1002 879 901 631 119 49 10 −

|P (n, 36, 2)| : 1 4 16 31 52 85 109 121
127 108 85 62 28 12 6 −

|P (n, 12, 1)| : 1 4 12 33 77 170 346 673
1241 2208 3782 6300 10194 16125 24935 −

Ùå èçâúðøàâàìå ðåäóêöèÿòà íà âúçìîæíîñòèòå îò ñïåêòðè âúðõó ìíîæåñòâîòî
P (j,M, τ), êàòî çàïî÷íåì îò j = τ + 1 è ïðîäúëæèì äî j = n, êîåòî å îñíîâíàòà öåë
íà íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ.

Çà ôèêñèðàí ñïåêòúð îò ìíîæåñòâîòî P (j,M, τ) è çà âñåêè ñïåêòúð P ′ îò ìíîæåñ-
òâîòî P (j−1,M, τ), êîíñòðóèðàìå ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà 3.1. Àêî íÿìàìå ðåøåíèå
çà íèòî åäèí ñïåêòúð P ′, ñïåêòúðúò P ñå èçêëþ÷âà îò ìíîæåñòâîòî P (j,M, τ) (ñúã-
ëàñíî Ñëåäñòâèå 3.2.3).
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Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, çà âñÿêà îò ñïåêòðè (P, P ′), ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíèòå ñïåêòðè
(Y, Y ) è ïðîâåðÿâàìå óñëîâèåòî îò Òåîðåìà 3.2.10. Àêî òî íå å èçïúëíåíî, äâîéêàòà
ñïåêòðè (P, P ′) íå å âúçìîæíà (ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 3.2.4) è ñå îòõâúðëÿ.

Òàêà ïîëó÷àâàìå âñè÷êè âúçìîæíà äâîéêè (P, P ′), êàòî çà âñÿêà òàêàâà äâîéêà
èìàìå è çàïàçåíî ðåøåíèåòî (Y, Y ).

Ïî-íàòàòúê, çà âñè÷êè âúçìîæíè ðåøåíèÿ çà ôèêñèðàíèÿ ñïåêòúð P ðåøàâàìå
ñèñòåìàòà (3.5). Àêî òàçè ñèñòåìàòà íÿìà ðåøåíèå, ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.2.10 ñïåêòú-
ðúò P ñå îòõâúðëÿ îò ìíîæåñòâîòî P (j,M, τ).

Ñëåä îáõîæäàíå íà âñè÷êè ñïåêòðè îò ìíîæåñòâîòî P (j,M, τ), ïðîäúëæàâàìå ñúñ
ñëåäâàùîòî ìíîæåñòâî P (j + 1,M, τ), àêî j < n.

Çà ïî-äîáðà ÿñíîòà è ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî å ïðåäñòàâåí ïñåâäîêîä íà ìîäè-
ôèöèðàíèÿ àëãîðèòúì (Algorithm 6).

Algorithm 6 � Àëãîðèòúì çà ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñòâîòî îò ñïåêòðè P (n,M, τ)
îòíîñíî âúòðåøíè òî÷êè íà (n,M, τ) òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ:

1: procedure NDDA(P (n,M, τ), P (n− 1,M, τ), P (n− 1,M/3, τ − 1))
2: Input: n, M , τ , P (n,M, τ), P (n− 1,M, τ), P (n− 1,M/3, τ − 1)
3: �lteredP← empty set
4: for P ∈ P (n,M, τ) do
5: allY ← empty set
6: for P ′ ∈ P (n− 1,M, τ) do
7: Y, Y ← solve system (3.1) for nonnegative integer solutions
8: if no integer solutions then
9: next;

10: if Y ∈ P (n− 1,M/3, τ − 1) then
11: add Y to allY
12: if allY is empty then
13: add P to filteredP
14: else
15: if system (3.5) has no nonnegative integer solutions then
16: add P to filteredP

17: Output: P (n,M, τ) \ filteredP

Íåêà äà ïðèëîæèì Algorithm 6 çà èçñëåäâàíèòå ïî-ãîðå ðåäèöè îò ìíîæåñòâà îò
ñïåêòðè, P (n, 108, 3) è P (n, 36, 2). Òúé êàòî òðîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè îò ðåäè-
öàòà P (n, 12, 1) ñúùåñòâóâàò è íÿìà äà èìàìå íèêàêâè ðåäóêöèè, ùå ãè èçïóñíåì
â ïðåäñòàâåíàòà ïî-äîëó òàáëèöà. Äà íàïîìíèì îò âòîðà ãëàâà, ÷å ñúîòâåòíèòå ðå-
äóöèðàíè áðîéêè â èçñëåäâàíèòå ðåäèöè ñà óêàçàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: a → b, ò.å.
a å ïúðâîíà÷àëíèÿ áðîé âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè, à b å áðîÿò ñëåä ïðèëàãàíåòî íà
àëãîðèòúìà. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â ñëåäâàùàòà òàáëèöà.

|P (n, 108, 3)| : 1 → 1 4 → 4 18 → 16 48 → 43 113 → 89
271 → 208 440 → 368 701 → 540 1002 → 702 879 → 699
901 → 660 631 → 337 119 → 29 49 → 6 10 → 0
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|P (n, 36, 2)| : 1 → 1 4 → 4 16 → 14 31 → 30 52 → 49
85 → 79 109 → 105 121 → 109 127 → 111 108 → 100
85 → 79 62 → 50 28 → 26 12 → 11 6 → 4

Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå, ÷å |P (17, 108, 3)| = 0, ò.å. â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.1 Òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (17, 108, 3) íå ñúùåñòâóâà.

Ñ ïðèëàãàíåòî íà ìîäèôèöèðàíèÿ àëãîðèòúì áÿõà ðåäóöèðàíè ìíîæåñòâàòà îò
âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà âñè÷êè ñúùåñòâóâàùè òðîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè äî
èíäåêñ λ = 7, íî íå ñå äîñòèãíà äî äðóãè ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå. Çàòîâà îáè-
÷àéíî ïúðâî ñå ïðèëàãà îñíîâíèÿ àëãîðèòúì (Algorithm 5) äîêúäåòî å âúçìîæíî,
ñëåä êîåòî ïðèëàãàíåòî ìó ñå îãðàíè÷àâà ñàìî âúðõó ìíîæåñòâàòà îò ñïåêòðè îò-
íîñíî âúòðåøíè çà ìàñèâèòå òî÷êè, ò.å. ñå ïðîäúëæàâà ñ ìîäèôèöèðàíèÿ àëãîðèòúì
(Algorithm 6).

Ðàáîòàòà íè âúðõó èçñëåäâàíåòî íà òðîè÷íèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè ïðîäúëæàâà
è â ìîìåíòà. Îò åäíà ñòðàíà, öåëòà å äà ñå ïîëó÷àò íîâè îãðàíè÷åíèÿ, êîèòî äà
äîâåäàò äî ïîäîáðÿâàíå íà ãîðåîïèñàíèòå àëãîðèòìè çà ðåäóöèðàíå íà ìíîæåñòâàòà
îò âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà ðàçãëåæäàíèòå òðîè÷íè ìàñèâè. Îò äðóãà ñòðàíà,
àëãîðèòìèòå ñå ïðèëàãàò âúðõó äðóãè îòâîðåíè êúì ìîìåíòà ñëó÷àè îò Òàáëèöà 3.1
ñ öåë ïîëó÷àâàíå íà íîâè ðåçóëòàòè.

Äà îòáåëåæèì, ÷å ïðåç 2020 ãîäèíà Ìàíåâ â [42] ïðåäñòàâè äðóã ìåòîä çà ãåíåðè-
ðàíå íà âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðèòå íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ, ñ ïîìîùòà
íà êîéòî â [8] áÿõà ïîòâúðäåíè ïîëó÷åíèòå îò íàñ ðåçóëòàòè â òàçè ãëàâà.

Òàçè ãëàâà å íàïèñàíà âúç îñíîâà íà ñëåäíèòå äâå ïóáëèêàöèè: [6, 7].



Ãëàâà 4

Åíåðãèè íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè

Â òàçè ãëàâà ñå ðàçãëåæäàò çàäà÷è çà èçñëåäâàíå íà åíåðãèèòå íà îðòîãîíàëíè
ìàñèâè â q-è÷íî Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî.

Äà íàïîìíèì, ÷å â ïúðâà ãëàâà ïîêàçàõìå êàê âñåêè îðòîãîíàëåí ìàñèâ ìîæå äà
ñå ðàçãëåæäà è êàòî τ -äèçàéí â H(n, q).

Îïðåäåëåíèå 4.0.1 Íåêà C å îðòîãîíàëåí ìàñèâ (äèçàéí) â H(n, q) ñ ïàðàìåòðè
(n,M, q, τ). Çà âñÿêà ôóíêöèÿ (ïîòåíöèàë) h(t) : [−1, 1] → (0,+∞) ùå äåôèíèðàìå
h-åíåðãèÿòà (èëè ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ) íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

E(n,C;h) :=
1

|C|
∑

x,y∈C,x6=y

h(〈x, y〉).

Â îáùèÿ ñëó÷àé íèå ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíè ïîòåíöèàëè h. Îò äðóãà ñòðàíà
ïîíÿêîãà å óäà÷íî èëè íåîáõîäèìî ïîòåíöèàëèòå äà ñà àáñîëþòíî ìîíîòîííè âúðõó
èíòåðâàëà [−1, 1), ò.å. ôóíêöèÿòà h è âñè÷êè íåéíè ïðîèçâîäíè h(i) - äèñêðåòíè è
íåïðåêúñíàòè, äà áúäàò h(i) ≥ 0 íåîòðèöàòåëíè çà âñÿêî t ∈ [−1, 1).

Åñòåñòâåí âúïðîñ, êîéòî ïðîèçëèçà îò ñúùåñòâóâàíåòî íà åíåðãèè, å äà ñå íàìåðÿò
ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà åíåðãèÿòà íà äàäåí îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ïðè ôèêñèðàíè ôóíêöèÿ h è ïàðàìåòðè íà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ. Ïî-òî÷íî â
òàçè ãëàâà ñå ðàçãëåæäàò ñëåäíèòå äâå îñíîâíè çàäà÷è.

Çàäà÷à 4.0.2 Çà ôèêñèðàíè ïîòåíöèàë h, äúëæèíà íà âåêòîðèòå n, ñèëà τ è ìîù-
íîñò |C| = M = λqτ äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíàòà âúçìîæíà åíåðãèÿ L(n,M ; τ ;h), çà
êîÿòî ñúùåñòâóâà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ (τ -äèçàéí) C â H(n, q), ò.å. äà ñå
îöåíè âåëè÷èíàòà

L(n,M ; τ ;h) := min{E(n,C;h) : |C| = M, C ⊂ H(n, q) å τ -äèçàéí}.

Çàäà÷à 4.0.3 Çà ôèêñèðàíè ïîòåíöèàë h, äúëæèíà íà âåêòîðèòå n, ñèëà τ è ìîù-
íîñò |C| = M = λqτ äà ñå íàìåðè ìàêñèìàëíàòà âúçìîæíà åíåðãèÿ U(n,M ; τ ;h),
çà êîÿòî ñúùåñòâóâà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ (τ -äèçàéí) C â H(n, q), ò.å. äà
ñå îöåíè âåëè÷èíàòà

U(n,M ; τ ;h) := max{E(n,C;h) : |C| = M, C ⊂ H(n, q) å τ -äèçàéí}.
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Â Ïàðàãðàô 1.4 ðàçãëåäàõìå ìåòîä çà íàìèðàíå íà ìíîæåñòâàòà W (n,M, q, τ) îò
âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ñ ïàðàìåòðè (n,M, q, τ).
Ðàçáèðà ñå âúâ âòîðà è òðåòà ãëàâà çà q = 2 è q = 3 òåçè ìíîæåñòâà W (n,M, τ) îò
âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà äàäåí äâîè÷åí èëè òðîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ
áÿõà ðåäóöèðàíè, ñúîòâåòíî. Â òàçè ãëàâà áëàãîäàðåíèå íà ïðåñìåòíàòèòå âúçìîæ-
íîñòè çà ñïåêòðè íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ ùå ïîëó÷èì (òàêà íàðå÷åíèòå îò íàñ)
êîìáèíàòîðíè ãðàíèöè çà åíåðãèÿòà ìó. Ïî-òî÷íî äîëíà ãðàíèöà çà ìèíèìàëíàòà
âúçìîæíà åíåðãèÿ L(n,M, τ ;h) è ãîðíà ãðàäèíà çà ìàêñèìàëíàòà âúçìîæíà åíåðãèÿ
U(n,M, τ ;h) íà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ (τ -äèçàéí).

4.1 Çàâèñèìîñòè ìåæäó ñïåêòðèòå íà îðòîãîíàëíè

ìàñèâè è òåõíèòå åíåðãèè

Ñòîéíîñòèòå íà L(n,M ; τ ;h) è U(n,M ; τ ;h) ðàçáèðà ñå çàâèñÿò êàêòî îò èçáîðà
íà ïîòåíöèàëà h, òàêà è îò ñòðóêòóðàòà íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè. Çà öåëòà äà ðàç-
ãëåäàìå êàêâî íè äàâà ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè P (n,M, q, τ) îòíîñíî
âúòðåøíà çà îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ òî÷êà è êàê òîâà ìíîæåñòâî âëèÿå âúðõó âúòðåø-
íàòà ñòðóêòóðà íà èçñëåäâàíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè. Çà öåëòà äà âúâåäåì ñëåäíàòà
äåôèíèöèÿ, çàäàâàùà åíåðãèÿòà íà òî÷êà x îò îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ (äèçàéíà) C.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1 Íåêà C ⊂ H(n, q) å (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ è x ∈ C
å òî÷êà îòíîñíî êîÿòî ìàñèâúò C èìà ñïåêòúð P (x) = (p0(x), p1(x), . . . , pn(x)).
Åíåðãèÿ íà ñïåêòúðà P (x) íà äàäåí îðòîãîíàëåí ìàñèâ C, îòíîñíî âúòðåøíàòà ìó
òî÷êà x ùå íàðè÷àìå ñòîéíîñòòà

E(x,C;h) :=
1

|C|

n∑
i=1

pi(x)h(ti),

êúäåòî ti = 1 − 2i
n
, ò.å. ti ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî Tn îò ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ â

H(n, q). Òàçè åíåðãèÿ ïîíÿêîãà ùå íàðè÷àìå ñúùî åíåðãèÿ íà òî÷êàòà x îò äèçàéíà
C.

Ïîñëåäíàòà äåôèíèöèÿ äàâà âúçìîæíîñò äà èçðàçèì åíåðãèÿòà íà äàäåí îðòîãî-
íàëåí ìàñèâ ÷ðåç åíåðãèèòå íà ñïåêòðèòå íà òîçè ìàñèâ îòíîñíî íåãîâèòå òî÷êè.

Òåîðåìà 4.1.2 Íåêà C å (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q), çà êîéòî P1(x1),
P2(x2), . . ., Ps(xs) ñà âñè÷êè ðàçëè÷íè ñïåêòðè çà íÿêîÿ âúòðåøíà òî÷êà íà C, êî-
èòî ñå ïîÿâÿâàò ñ êðàòíîñòè k1, k2, . . . , ks ïúòè, ñúîòâåòíî. Òîãàâà åíåðãèÿòà íà
îðòîãîíàëíèÿ ìàñèâ C ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

E(n,C;h) =
s∑
i=1

kiE(xi, C;h).

Ïî-òî÷íî â ñèëà å ñëåäíîòî ðàâåíñòâîòî

E(n,C;h) ∈ E(M) :=
{ ∑
k1+k2+···+ks=M

kiE(xi, C;h)
}
.
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Äîêàçàòåëñòâî: Òâúðäåíèåòî å íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò Äåôèíèöèÿ 4.1.1,
ñïîðåä êîÿòî èìàìå ðàâåíñòâîòî

E(n,C;h) =
∑
x∈C

E(x,C;h),

â êîåòî ñìå îò÷åëè ñúîòâåòíèòå êðàòíîñòè íà ñïåêòðèòå. �

Çà ïî-äîáðà èëþñòðàöèÿ íà âñè÷êè ðàçãëåäàíè åíåðãèè ïî-äîëó å ïðåäñòàâåí ïðè-
ìåð âúðõó (4, 8, 2, 3) äâîè÷íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

Ïðèìåð 4.1.3 Ñ àëãîðèòìèòå îò Ïàðàãðàô 1.4 è âòîðà ãëàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å âñåêè
(4, 8, 2, 3) äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ (èëè åêâèâàëåíòíî 3-äèçàéí â H(4, 2)) ñúîò-
âåòíîòî ìíîæåñòâî îò ñïåêòðè îòíîñíî âúòðåøíà çà ìàñèâà òî÷êà å

P (4, 8, 2, 3) = {P1 = (1, 0, 6, 0, 1), P2 = (1, 1, 3, 3, 0)}.

Kîäúò
C1 = {0000, 0011, 1010, 0101, 1001, 0110, 1100, 1111} ⊂ H(4, 2)

å (4, 8, 2, 3) äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ (åêâèâàëåíòíî 3-äèçàéí ñ 8 òî÷êè) ñ èíäåêñ
λ = 1. Ñïåêòúðúò ìó îòíîñíî êîÿ äà å íåãîâà òî÷êà x ∈ C1 å åäèí è ñúù, à èìåííî
P (x) = P1 = (1, 0, 6, 0, 1). Îò ñâîÿ ñòðàíà, êîäúò

C2 = {0000, 1011, 0010, 0101, 1001, 1110, 0111, 1100} ⊂ H(4, 2)

å ñúùî (4, 8, 2, 3) äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ (åêâèâàëåíòíî 3-äèçàéí ñ 8 òî÷êè)
ñ èíäåêñ λ = 1, êàòî P (x) = P2 = (1, 1, 3, 3, 0) e ñïåêòúð íà ìàñèâà C2 îòíîñíî
êîÿ äà å íåãîâà òî÷êà x ∈ C2. Ïðè òîâà ìàñèâèòå C1 è C2 ñà íåèçîìîðôíè. Îò
Òåîðåìà 4.1.2 ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî, ÷å E(4, C1;h) = 8E(x,C1;h), êúäåòî x ∈ C1 è
E(4, C2;h) = 8E(x,C2;h), êúäåòî x ∈ C2.

Â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðàô ùå ïîêàæåì, ÷å åíåðãèèòå íà òåçè äâà ìàñèâà ñà ñúîòâåòíî
òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà L(4, 8; 3;h) è U(4, 8; 3;h) çà êîé äà å ïîòåíöèàë h.

4.2 Êîìáèíàòîðíè äîëíè ãðàíèöè çà L(n,M, τ ;h) è

ãîðíè ãðàíèöè çà U(n,M, τ ;h)

Â öåëèÿ ïàðàãðàô íåêà h å ôèêñèðàíà ïîòåíöèàëíà ôóíêöèÿ. Íåêà ðàçìåðíîñòòà
(áðîÿò íà ñòúëáîâåòå) n, ìîùíîñòòàM = |C| è ñèëàòà τ ñà ôèêñèðàíè. Íåêà ñ ïîìîù-
òà íà Òåîðåìà 1.4.1 ñìå ïîëó÷èëè ìíîæåñòâîòî P (n,M, q, τ) îò âñè÷êè âúçìîæíîñòè
çà ñïåêòðè îòíîñíî âúòðåøíè òî÷êè çà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ (τ -äèçàéí) C,
â êîåòî äà äîïóñíåì, ÷å èìàìå s ðàçëè÷íè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè, ò.å.

P (n,M, q, τ) = {P1(x1), P2(x2), . . . , Ps(xs)}.

Äà îòáåëåæèì, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé íå å çàäúëæèòåëíî âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè
îò íàìåðåíîòî ìíîæåñòâî P (n,M, q, τ) äà ñà ðåàëèçèðóåìè.
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Äà îçíà÷èì ñ
p := min{E(xi, C;h) : i ∈ {1, 2, . . . , s}}

ìèíèìàëíàòà âúçìîæíà åíåðãèÿ íà òî÷êà x îò äèçàéíà C, à ñ

P := max{E(xi, C;h) : i ∈ {1, 2, . . . , s}}

äà îçíà÷èì ìàêñèìàëíàòà âúçìîæíà åíåðãèÿ íà òî÷êà x îò äèçàéíà C.
Â ñèëà ñà ñëåäíèòå (òàêà íàðå÷åíè îò íàñ) êîìáèíàòîðíè ãðàíèöè çà åíåðãèèòå

íà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëíè ìàñèâè (τ -äèçàéíè) â H(n, q).

Òåîðåìà 4.2.1 Íåêà p è P ñà ñúîòâåòíî ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà âúçìîæíà
åíåðãèÿ íà òî÷êà x îò (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ (τ -äèçàéí) C ⊂ H(n, q). Òîãàâà
ñà â ñèëà ñëåäíèòå çàâèñèìîñòè

Mp ≤ L(n,M, τ ;h) ≤ U(n,M, τ ;h) ≤MP.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà C å (n,M, q, τ) îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q) ñ îïèñàíîòî
ïî-ãîðå ìíîæåñòâîòî P (n,M, q, τ) îò âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè îòíîñíî âúò-
ðåøíèòå ìó òî÷êè.

Òîãàâà çà åíåðãèÿòà íà ïðîèçâîëíèÿ ìàñèâ C èìàìå, ÷å

E(n,C;h) =
s∑
i=1

ksE(xi, C;h) ≥Mp.

Ñëåäîâàòåëíî L(n,M, τ ;h) ≥Mp.
Àíàëîãè÷íî, çà C çíàåì, ÷å

E(n,C;h) =
s∑
i=1

ksE(xi, C;h) ≤MP.

Ñëåäîâàòåëíî U(n,M, τ ;h) ≤MP , ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà. �

Ïðèìåð 4.2.2 (ïðîäúëæåíèå íà Ïðèìåð 4.1.3) Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî îðòîãîíàëíè-
òå ìàñèâè C1 è C2 â H(4, 2) è äà äîïóñíåì, ÷å E(4, C1;h) < E(4, C2;h). Òîãàâà èìàìå,
÷å

L(4, 8, 3;h) = E(4, C1;h) = 8E(x,C1;h) = 8p,

êàêòî è
U(4, 8, 3;h) = E(4, C2;h) = EE(x,C2;h) = 8P,

êúäåòî p è P ñà åíåðãèèòå íà ñïåêòðèòå P1 è P2 ñúîòâåòíî íà ìàñèâèòå C1 è C2

îòíîñíî êîÿ äà å òÿõíà âúòðåøíà òî÷êà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å å èçâåñòíî, ÷å ñúùåñòâóâàò äâà íåèçîìîðôíè (5, 16, 2, 4) äâîè÷-
íè îðòîãîíàëíè ìàñèâè (âèæ [13, 14]), ò.å. çà òÿõ èìàìå ñèòóàöèÿ, ïîäîáíà íà òàçè â
ðàçãëåäàíèÿ îò íàñ ïðèìåð.

Â ñëåäâàùîòî ñëåäñòâèå å ïðåäñòàâåí ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî äâåòå êîìáèíàòîð-
íè ãðàíèöè çà åíåðãèèòå íà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëíè ìàñèâè (τ -äèçàéíè) â H(n, q)
ñúâïàäàò, ò.å. îïòèìàëíèÿ ñëó÷àé.
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Ñëåäñòâèå 4.2.3 Íåêà ïàðàìåòðèòå q, n, M è τ ñà òàêèâà, ÷å âñåêè (n,M, q, τ)
îðòîãîíàëåí ìàñèâ â H(n, q) èìà åäèíñòâåí âúçìîæåí ñïåêòúð P = P (x), îòíîñíî
âúòðåøíà çà íåãî òî÷êà, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà ôàêòà, ÷å çà âñÿêî x ∈ C åíåðãèÿ
íà òî÷êàòà x îò äèçàéíà C å òî÷íî ME(x,C;h). Òîãàâà çà âñåêè ïîòåíöèàë h
òàêèâà îðòîãîíàëíè ìàñèâè ïðèòåæàâàò îïòèìàëíà åíåðãèÿ, ò.å.

E(n,C;h) = L(n,M, τ ;h) = U(n,M, τ ;h) = ME(x,C;h).

Âàæíî å äà îòáåëåæèì, ÷å â [20, 10] å íåîáõîäèìî ðàçãëåæäàíèòå ïîòåíöèàëè äà ñà
àáñîëþòíî ìîíîòîííè ôóíêöèè â èíòåðâàëà [−1, 1), äîêàòî êîìáèíàòîðíèòå ãðàíèöè,
ïîëó÷åíè îò íàñ ñà âàëèäíè çà ïðîèçâîëåí ïîòåíöèàë.

Îò äðóãà ñòðàíà, íèå ðàçãëåäàõìå è ïîëó÷èõìå åíåðãèèòå çà èçâåñòíè (â ÿâåí âèä)
îðòîãîíàëíè ìàñèâè èëè çà ìàñèâè, çà êîèòî ñà íè èçâåñòíè ìíîæåñòâàòà îò âúçìîæ-
íîñòè çà ñïåêòðè îòíîñíî âúòðåøíè çà òÿõ òî÷êè (âèæ [59]), ò.å. çà îòíîñèòåëíî ìàëêè
ðàçìåðíîñòè n è ñèëà τ .

4.3 Ñðàâíåíèå ìåæäó èçâåñòíèòå ãðàíèöè çà åíåðãè-

èòå íà îðòîãîíàëíè ìàñèâè

Â ïîñëåäíèÿ ïàðàãðàô íà òàçè ãëàâà ùå íàïðàâèì ñðàâíåíèå ìåæäó êîìáèíàòîð-
íèòå ãðàíèöè çà åíåðãèèòå îò Ïàðàãðàô 4.2 è òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà åíåðãèèòå èëè
äðóãè ïîëó÷åíè ãðàíèöè çà åíåðãèèòå íà (n,M, q, τ) îðòîãîíàëíè ìàñèâè (τ -äèçàéíè)
â H(n, q). Òàêèâà ãðàíèöè ñà ïîëó÷åíèòå îò Áîéâàëåíêîâ, Äðàãíåâ, Õàðäèí, Ñàô è
Ñòîÿíîâà â [10] óíèâåðñàëíè äîëíè ãðàíèöè çà åíåðãèÿòà íà êîäîâå â H(n, q).

Çà äà ôîðìóëèðàìå óíèâåðñàëíèòå äîëíè ãðàíèöè çà åíåðãèÿòà íà êîäîâå âH(n, q),
ïîëó÷åíè â [10], å íåîáõîäèìî äà íàïîìíèì íÿêîè îñíîâíè ôàêòè îò ïúðâà ãëàâà.

Ïðè ôèêñèðàíè q, n è τ , ãðàíèöàòà íà Ðàî [49]

B(n, τ) ≥ R(n, τ) =

{ ∑k
i=1

(
n
i

)
, êîãàòî τ = 2k − 1,

q
∑k

i=1

(
n−1
i

)
, êîãàòî τ = 2k.

çàäàâà ìèíèìàëíàòà âúçìîæíà ìîùíîñò M = |C|, çà êîÿòî ñúùåñòâóâà τ -äèçàéí
C ⊂ H(n, q).

Íåêà ïúðâî ñèëàòà τ = 2k−1 å íå÷åòíà. Çà âñÿêà ìîùíîñò ∈ [R(n, 2k−1), R(n, 2k))
å íåîáõîäèìî äà ñå ïðåñìåòíàò êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî

Q
(1,0)
k (t)Q

(1,0)
k−1 (s)−Q(1,0)

k (s)Q
(1,0)
k−1 (t) = 0, (4.1)

êúäåòî

Q
(1,0)
i (t) =

K
(n−1,q)
i (−1 + n(1− t)/2)∑i

j=0

(
n
j

)
(q − 1)j

, i = k, k − 1

ñà ïðèñúåäèíåíèòå ïîëèíîìè íà ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê. Ïàðàìåòúðúò s å ìàêñè-
ìàëíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå s, ò.å. å îïðåäåëåí îò ðàâåíñòâîòî M = Lτ (n, s), êú-
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äåòî Lτ (n, s) å ãðàíèöàòà íà Ëåâåíùåéí [37, 38] çà ìàêñèìàëíàòà ìîùíîñò íà êî-
äîâå ïðè ôèêñèðàíè äúëæèíà è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå (ìàêñèìàëíî ñêàëàðíî ïðî-
èçâåäåíèå s). Âñúùíîñò, óðàâíåíèåòî (4.3) èìà ñúùèòå êîðåíè êàòî íà óðàâíåíèåòî
M = Lτ (n, s).

Ïðè òîâà óðàâíåíèåòî (4.3) èìà k íà áðîé ðàçëè÷íè êîðåíà, êîèòî íåêà äà îçíà÷èì
ñúîòâåòíî ñ α0, α1, . . ., αk−1 = s è äà ïðèåìåì, ÷å èìàìå −1 < α0 < α1 < · · · < αk−1 =
s < 1. Òîãàâà óíèâåðñàëíàòà äîëíà ãðàíèöà çà åíåðãèÿòà íà êîä [10] ïðè íå÷åòíà ñèëà
τ = 2k − 1 èìà ñëåäíèÿ âèä:

L(n,M, 2k − 1;h) ≥ N2

k−1∑
i=0

ρih(αi), (4.2)

êúäåòî ïîëîæèòåëíèòå ÷èñëà (òåãëàòà) ρi, çà i = 0, 1, . . . , k − 1 ñà îïðåäåëåíè îò
ôîðìóëàòà

ρi = −
(1− α2

0)(1− α2
1) · · · (1− α2

i−1)(1− α2
i+1) · · · (1− α2

k−1)

Mαi(α2
i − α2

0)(α
2
i − α2

1) · · · (α2
i − α2

i−1)(α
2
i − α2

i+1) · · · (α2
i − α2

k−1)
.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ïðè ÷åòíè ñòîéíîñòè íà ñèëàòà τ = 2k, çà âñÿêà ìîùíîñò
∈ [R(n, 2k), R(n, 2k + 1)) å íåîáõîäèìî äà ñå ïðåñìåòíàò êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî

(1 + t)(Q
(1,1)
k (t)Q

(1,1)
k−1 (s)−Q(1,1)

k (s)Q
(1,1)
k−1 (t)) = 0, (4.3)

êúäåòî

Q
(1,1)
i (t) =

K
(n−2,q)
i (−1 + n(1− t)/2)∑i

j=0

(
n−1
j

)
(q − 1)j

i = k, k − 1

ñúùî ñà ïðèñúåäèíåíèòå ïîëèíîìè íà ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê. Ïàðàìåòúðúò s îò-
íîâî å ìàêñèìàëíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå s, ò.å. å îïðåäåëåí îò ðàâåíñòâîòî M =
Lτ (n, s) è óðàâíåíèåòî (4.3) èìà ñúùèòå êîðåíè êàòî íà óðàâíåíèåòî M = Lτ (n, s)
áåç íàé-ìàëêèÿ êîðåí íà (4.3).

Óðàâíåíèåòî (4.3) èìà k+1 íà áðîé ðàçëè÷íè êîðåíà, êîèòî îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî
ñ β0 = −1, β1, . . . , βk = s < 1. Òîãàâà óíèâåðñàëíàòà äîëíà ãðàíèöà çà åíåðãèÿòà íà
êîä [10] ïðè ÷åòíà ñèëà τ = 2k èìà ñëåäíèÿ âèä:

L(n,M, 2k;h) ≥ N2

k∑
i=0

γih(βi), (4.4)

êúäåòî çà ïîëîæèòåëíèòå òåãëà γi, çà i = 0, 1, . . . , k, ñà íàëèöå àíàëîãè÷íè ôîðìóëè
çà ïðåñìÿòàíåòî èì.

Çà äà ñðàâíèì êîìáèíàòîðíèòå ãðàíèöè çà åíåðãèèòå îò Ïàðàãðàô 4.2 è ïðåäñòà-
âåíèòå ïî-ãîðå óíèâåðñàëíè äîëíè ãðàíèöè çà åíåðãèèòå íà êîäîâå â H(n, q) ðàçãëå-
äàõìå ñëåäíèòå òðè ïîòåíöèàëíè ôóíêöèè:

h1(t) =
q

n(1− t)
, (4.5)

hn(t) =

(
q

n(1− t)

)(n−2)/2

, (4.6)

hn,τ (t) =

(
n− n(1− t)/2

τ + 1

)
, (4.7)
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êúäåòî
(
x
k

)
:= x(x−1)...(x−k+1)

k!
çà öÿëî ÷èñëî k ≥ 0 è ðåàëíî ÷èñëî x.

Îò ÷èñëåíèòå ðåçóëòàòè ïðè âñè÷êè ðàçãëåäàíè ñëó÷àè (ïðåñìåòíàòèòå ÷ðåç àëãî-
ðèòìèòå íà Maple) ñå âèæäà, ÷å êîìáèíàòîðíèòå äîëíè ãðàíèöè îò Òåîðåìà 4.2.1 ñà
ïî-äîáðè äîëíè ãðàíèöè çà åíåðãèèòå íà ðàçãëåäàíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñïðÿìî
ñòîéíîñòèòå íà óíèâåðñàëíèòå äîëíè ãðàíèöè çà òÿõ.

Íåùî ïîâå÷å êîãàòî ñðàâíèì êîìáèíàòîðíèòå äîëíè ãðàíèöè îò Òåîðåìà 4.2.1,
óíèâåðñàëíèòå äîëíè ãðàíèöè è òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà åíåðãèÿòà íà ñúùåñòâóâàùè
îðòîãîíàëíè ìàñèâè ñà íàëèöå ïîäîáíè íàáëþäåíèÿ. Ùå èëþñòðèðàìå òîçè ôàêò çà
ñúùåñòâóâàùèÿ (9, 128, 2, 4) äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ.

Ïðèìåð 4.3.1 Èçâåñòíî å, ÷å ñúùåñòâóâà (9, 128, 2, 4) äâîè÷åí îðòîãîíàëåí ìàñèâ
(âèæ [28, Table 12.1], [58]). Åêñïëèöèòíàòà âåðñèÿ íà òîçè ìàñèâ èìà åíåðãèÿ
E(9, C;h1) ≈ 31.644 êîÿòî å áëèçêà äî êîìáèíàòîðíàòà äîëíà ãðàíèöà îò Òåîðåìà
4.2.1. Ïî-òî÷íî, èìàìå

31.493 < L(9, 128; 4;h1) ≤ U(9, 128; 4;h1) < 32.245. (4.8)

Óíèâåðñàëíàòà äîëíà ãðàíèöà çà åíåðãèÿòà èäâà îò ÷åòíèÿ ñëó÷àé è å ðàâíà íà
L(9, 128; 4;h1) > 31.303. Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å âúïðåêè íàëè÷èåòî íà ìíîãî ðàç-
ëè÷íè ñïåêòðè çà ðàçãëåæäàíèÿ îðòîãîíàëåí ìàñèâ îòíîñíî âúòðåøíèòå çà íåãî
òî÷êè, òî äîëíèòå è ãîðíèòå ãðàíèöè çà åíåðãèÿòà ìó ñà äîñòàòú÷íî áëèçêè êàòî
ñòîéíîñòè.

Ãîðíîòî ñðàâíåíèå ïîêàçâà, ÷å êîìáèíàòîðíèòå äîëíè ãðàíèöè ìîãàò äà áúäàò
äîñòàòú÷íî äîáðè â íÿêîè ñëó÷àè. Ïðè òîâà ñëåä ðåäóöèðàíå íà âúçìîæíîñòèòå çà
ñïåêòðè íà èçñëåäâàíèòå îðòîãîíàëíè ìàñèâè, ò.å. ñëåä ðåäóöèðàíå íà åëåìåíòèòå
íà ñúîòâåòíîòî ìíîæåñòâî P (n,M, q, τ) îùå ïîâå÷å ñå ïîäîáðÿâàò êîìáèíàòîðíèòå
ãðàíèöè çà åíåðãèèòå íà òåçè ìàñèâè.

Â ñëåäâàùàòà Òàáëèöà 4.3 ñà äàäåíè ïðèìåðè çà ãðàíèöè çà h-åíåðãèèòå íà íÿêîè
ñúùåñòâóâàùè îðòîãîíàëíè ìàñèâè (çà q = 2 èëè q = 3), ñúîòâåòíî çà ðàçãëåæäàíèòå
òðè ïîòåíöèàëíè ôóíêöèè (4.5).

(8, 12, 2, 2) îðòîãîíàëíè ìàñèâè
h(t) Ãðàíèöàòà Òåîðåìà 4.2.1 Åíåðãèÿòà íà Òåîðåìà 4.2.1

(4.2) or (4.4) äîëíà ñúùåñòâóâàù ìàñèâ ãîðíà
h1 2.575 2.600 2.605 2.616
hn 0.1430 0.1594 0.1625 0.1689
hn,τ 33.6 37 37.333 38

(12, 24, 2, 3) îðòîãîíàëíè ìàñèâè
h(t) Ãðàíèöàòà Òåîðåìà 4.2.1 Åíåðãèÿòà íà Òåîðåìà 4.2.1

(4.2) or (4.4) äîëíà ñúùåñòâóâàù ìàñèâ ãîðíà
h1 3.75 3.75 3.75 3.75
hn 0.2833 0.2833 0.2833 0.2833
hn,τ 330 330 330 330
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(12, 128, 2, 4) îðòîãîíàëíè ìàñèâè
h(t) Ãðàíèöàòà Òåîðåìà 4.2.1 Åíåðãèÿòà íà Òåîðåìà 4.2.1

(4.2) or (4.4) äîëíà ñúùåñòâóâàù ìàñèâ ãîðíà
h1 22.627 22.665 22.695, 22.705 22.727
hn 0.039 0.043 0.048, 0.050 0.054
hn,τ 2381.08 2410 2420, 2424 2429

(13, 256, 2, 5) îðòîãîíàëíè ìàñèâè
h(t) Ãðàíèöàòà Òåîðåìà 4.2.1 Åíåðãèÿòà íà Òåîðåìà 4.2.1

(4.2) or (4.4) äîëíà ñúùåñòâóâàù ìàñèâ ãîðíà
h1 42.2553 42.29 42.3114 42.3217
hn 0.0293 0.032 0.0358 0.0376
hn,τ 5190.55 5236 5244 5248

(12, 729, 3, 5) îðòîãîíàëíè ìàñèâè
h(t) Ãðàíèöàòà Òåîðåìà 4.2.1 Åíåðãèÿòà íà Òåîðåìà 4.2.1

(4.2) or (4.4) äîëíà ñúùåñòâóâàù ìàñèâ ãîðíà
h1 142.3333 142.3333 142.3333 142.3333
hn 0.3151 0.3151 0.3151 0.3151
hn,τ 264.0 264.0 264.0 264.0

Òàáëèöà 4. Ãðàíèöè çà åíåðãèèòå ía íÿêîè îðòîãîíàëíè ìàñèâè (τ -äèçàéíè).

Çà ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî â êðàÿ íà òàçè ãëàâà å ïðåäñòàâåí ñúâñåì îáùî àëãî-
ðèòúìúò, ïî êîéòî ïðåñìÿòàìå ãðàíèöèòå çà åíåðãèèòå íà îðòîãîíàëíèòå ìàñèâè çà
ðàçãëåæäàíèòå îò íàñ òðè ïîòåíöèàëíè ôóíêöèè (4.5).

Algorithm 7 � Àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå ãðàíèöèòå çà åíåðãèèòå íà îðòîãîíàëíèòå
ìàñèâè ïðè ôèêñèðàí ïîòåíöèàë :

• Ïðåñìÿòàíå íà âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ñïåêòðè íà äàäåí (n,M, q, τ) îðòîãîíà-
ëåí ìàñèâ â H(n, q) îòíîñíî âúòðåøíè çà íåãî òî÷êè, ò.å. ñëåä ïðèëàãàíå íà
Tåîðåìà 1.4.1 e ãåíåðèðàío ïúðâîíà÷àëíîòî ìíîæåñòâî P (n,M, q, τ);

• Ðåäóöèðàíå íà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî P (n,M, q, τ), êîãàòî å íàëè÷åí ñú-
îòâåòåí àëãîðèòúì çà ðàçãëåæäàíèòå ïàðàìåòðè íà ìàñèâà;

• Ïðåñìÿòàíå íà óíèâåðñàëíèòå äîëíè ãðàíèöè çà åíåðãèèòå íà òåçè ìàñèâè ñúã-
ëàñíî (4.2) èëè (4.4), êàêòî è êîìáèíàòîðíèòå ãðàíèöè îò Òåîðåìà 4.2.1, ò.å.
ìíîæåñòâîòî E(M);

• Ïðåñìÿòàíå íà òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà åíåðãèèòå çà ñúùåñòâóâàùè (èçâåñòíè â
ÿâåí âèä) îðòîãîíàëíè ìàñèâè.

Òàçè ãëàâà å íàïèñàíà âúç îñíîâà íà ïóáëèêàöèÿ [18].
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