Крайни полета

Полето F е крайно, ако 
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Твърдение 1: Нека Е е поле и F е подполе на Е. Тогава Е е линейното пространство над F. 

Доказателство:

Операцията “ + “ на линейни пространства е същата като в полето Е. Първите четири аксиоми на лин. простр. са автоматично удовлетворени. Ако 
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а е произведение в смисъл на Е. Ясно е, че другите четири аксиоми също ще са изпълнени и поради това твърдението е доказано.
С 
[image: image7.wmf]E

F

dim

 означаваме размерността на Е като лин. пр. над F.
Твърдение 2: Нека L е лин. пр. над F и F е крайно поле. Ако 
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Доказателство: Нека 
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От линейната алгебра знаем, че 
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 задава 1-1 изображение между L и наредените t-орки елементи от F. Понеже броят на наредените t-орки от F е равен на 
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Твърдение 3: Нека F е крайно поле, което има характеристика p. Ако dim
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F = n тогава  броят на елементите на F  е равен на p
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Съгласно теоремата от миналата лекция , F е разширение на 
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Теорема 1: Нека F е крайно поле и char(F) = p. Ако 
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а) всеки елемент на F е корен на полинома 
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 се разлага на линейни множители над F .

Доказателство: Очевидно x = 0 е корен на 
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0. Тогава а е елемент на мултипликативната група на полето. Тъй като 
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 (Тв.3) редът на мултипликативната група на полето F e p
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. Тъй като всеки елемент на полето F е корен на полинома 
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. Понеже тези два полинома имат равни степени това означава, че единият от тях се получава от другия с умножаване на константа. Понеже и двата полинома са унитарни те трябва да съвпадат.

Теорема 2: Нека F е поле и char(F) = p. Означаваме множеството на корените на полинома 
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 в F с F’ ( k-фиксирано естествено число). Тогава F’ е подполе на F и броят на елементите на
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Доказателство:

Очевидно 0, e 
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F’. Поради това F’ съдържа ненулев елемент. Нека a, b
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До тук изяснихме, че F’ е подгрупа на адитивната група, която съдържа ненулев елемент.
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Теорема 3: За всяко естествено число k и всяко просто число p , съществува поле с 
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в E. Съгласно Теорема2, F е поле. Ще докажем, че полето F има желаните свойства т.е. 
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се разлага на линейни множители в полето E  и няма кратни корени. От тези два факта 
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Теорема 4: Нека F е крайно поле, char F = p и 
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Обратно: За всяко естествено число m, което дели n, F има подполе с 
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