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➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 2, 4, 3), a2 = (2,−4, 3,−4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4, 2, 3,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

29

45

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

13

45

❰òòóê v0 =
29
45
a1 +

13
45
a2 =

[

142
45
, 2
15
, 31

9
, 7
9

]

è h = v − v0 =
[

38
45
, 28
15
,−4

9
,−16

9

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
29
45
a1 +

13
45
a2 =

[

142
45
, 2
15
, 31

9
, 7
9

]

è h = v − v0 =
[

38
45
, 28
15
,−4

9
,−16

9

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −1 −3 1
−1 3 1 −3
−3 1 3 −1
1 −3 −1 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −1 −3 1
−1 3− x 1 −3
−3 1 3− x −1
1 −3 −1 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −1✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+ 2b = 6− 2 = 4, λ4 = 2a− 2b = 6 + 2 = 8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳
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➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 1, 3, 1), a2 = (−1, 3,−1, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4,−3, 3,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

11

27

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

4

9

❰òòóê v0 = −11
27
a1 +−4

9
a2 =

[

−32
27
,−47

27
,−7

9
,−59

27

]

è h = v − v0 =
[

−76
27
,−34

27
, 34

9
, 32
27

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −11
27
a1 +−4

9
a2 =

[

−32
27
,−47

27
,−7

9
,−59

27

]

è h = v − v0 =
[

−76
27
,−34

27
, 34

9
, 32
27

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−6 4 6 −4
4 −6 −4 6
6 −4 −6 4
−4 6 4 −6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 6 4 6 −4
4 −x− 6 −4 6
6 −4 −x− 6 4
−4 6 4 −x− 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −6 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳
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➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 1, 2), a2 = (4,−3, 2,−1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−1, 4, 4, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

19

30

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

3

10

❰òòóê v0 =
19
30
a1 +− 3

10
a2 =

[

7
10
, 103

30
, 1
30
, 47
30

]

è h = v − v0 =
[

−17
10
, 17
30
, 119

30
,−17

30

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
19
30
a1 +− 3

10
a2 =

[

7
10
, 103

30
, 1
30
, 47
30

]

è h = v − v0 =
[

−17
10
, 17
30
, 119

30
,−17

30

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−3 5 3 −5
5 −3 −5 3
3 −5 −3 5
−5 3 5 −3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 3 5 3 −5
5 −x− 3 −5 3
3 −5 −x− 3 5
−5 3 5 −x− 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −3 è b = 5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+ 2b = 0 + 10 = 10, λ4 = 2a− 2b = 0− 10 = −10✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 10 0
0 0 0 −10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✹✷ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❒èõàèë Ðóìåíîâ ❒ëàäåíîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 2, 1), a2 = (−1, 2,−4, 3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3, 4,−3,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

3

5

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

7

15

❰òòóê v0 =
3
5
a1 +

7
15
a2 =

[

4
3
, 10

3
,−2

3
, 2
]

è h = v − v0 =
[

5
3
, 2
3
,−7

3
,−3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
3
5
a1 +

7
15
a2 =

[

4
3
, 10

3
,−2

3
, 2
]

è h = v − v0 =
[

5
3
, 2
3
,−7

3
,−3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









2 −4 −2 4
−4 2 4 −2
−2 4 2 −4
4 −2 −4 2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2− x −4 −2 4
−4 2− x 4 −2
−2 4 2− x −4
4 −2 −4 2− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 2 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 4−8 = −4, λ4 = 2a−2b = 4+8 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✹✸ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➘èìèòúð ➴ìèëîâ ✃åðìåä÷èåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 4, 1, 3), a2 = (4,−4, 3,−1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−3,−4, 2,−4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

19

21

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

1

3

❰òòóê v0 = −19
21
a1 +

1
3
a2 =

[

−16
7
,−104

21
, 2
21
,−64

21

]

è h = v − v0 =
[

−5
7
, 20
21
, 40
21
,−20

21

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −19
21
a1 +

1
3
a2 =

[

−16
7
,−104

21
, 2
21
,−64

21

]

è h = v − v0 =
[

−5
7
, 20
21
, 40
21
,−20

21

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









1 −3 −1 3
−3 1 3 −1
−1 3 1 −3
3 −1 −3 1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− x −3 −1 3
−3 1− x 3 −1
−1 3 1− x −3
3 −1 −3 1− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 1 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 2−6 = −4, λ4 = 2a−2b = 2+6 = 8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✹✽ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➬âåçäàëèíà ➘èìèòðîâà ➘èìèòðîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 2, 1), a2 = (−1, 2,−4, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (1, 3,−4,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

2

11

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

10

11

❰òòóê v0 =
2
11
a1 +

10
11
a2 =

[

− 8
11
, 28
11
,−36

11
, 12
11

]

è h = v − v0 =
[

19
11
, 5
11
,− 8

11
,−23

11

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
2
11
a1 +

10
11
a2 =

[

− 8
11
, 28
11
,−36

11
, 12
11

]

è h = v − v0 =
[

19
11
, 5
11
,− 8

11
,−23

11

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









5 −3 −5 3
−3 5 3 −5
−5 3 5 −3
3 −5 −3 5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5− x −3 −5 3
−3 5− x 3 −5
−5 3 5− x −3
3 −5 −3 5− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 5 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 10−6 = 4, λ4 = 2a−2b = 10+6 = 16✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✹✾ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➶àëåðèÿ ❒ëàäåíîâà Òîäîðîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 1, 2, 3), a2 = (1,−2, 3,−2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−3,−1,−3, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

5

9

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

2

3

❰òòóê v0 = −5
9
a1 +−2

3
a2 =

[

−16
9
, 7
9
,−28

9
,−1

3

]

è h = v − v0 =
[

−11
9
,−16

9
, 1
9
, 4
3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −5
9
a1 +−2

3
a2 =

[

−16
9
, 7
9
,−28

9
,−1

3

]

è h = v − v0 =
[

−11
9
,−16

9
, 1
9
, 4
3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









4 −2 −4 2
−2 4 2 −4
−4 2 4 −2
2 −4 −2 4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4− x −2 −4 2
−2 4− x 2 −4
−4 2 4− x −2
2 −4 −2 4− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 4 è b = −2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 8− 4 = 4, λ4 = 2a− 2b = 8+4 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✺✵ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➹åîðãè ➶àëåðèåâ Ïàâëîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 4, 4, 4), a2 = (4,−4,−4, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (2,−4, 4,−4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

1

8

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

1

8

❰òòóê v0 = −1
8
a1 +−1

8
a2 = [−1, 0, 0,−1] è h = v − v0 = [3,−4, 4,−3]✳

❰òãîâîð✿ v0 = −1
8
a1 +−1

8
a2 = [−1, 0, 0,−1] è h = v − v0 = [3,−4, 4,−3]✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −1 −3 1
−1 3 1 −3
−3 1 3 −1
1 −3 −1 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −1 −3 1
−1 3− x 1 −3
−3 1 3− x −1
1 −3 −1 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −1✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+ 2b = 6− 2 = 4, λ4 = 2a− 2b = 6 + 2 = 8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✺✶ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➮âàéëî ➶àëåðèåâ Õàðòàðñêè

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 3, 2), a2 = (−2, 3,−4, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4,−3,−3, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

3

10

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

1

30

❰òòóê v0 = − 3
10
a1 +− 1

30
a2 =

[

− 7
30
,−13

10
,−23

30
,−19

30

]

è h = v − v0 =
[

127
30
,−17

10
,−67

30
, 139

30

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 3
10
a1 +− 1

30
a2 =

[

− 7
30
,−13

10
,−23

30
,−19

30

]

è h = v − v0 =
[

127
30
,−17

10
,−67

30
, 139

30

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









6 −4 −6 4
−4 6 4 −6
−6 4 6 −4
4 −6 −4 6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6− x −4 −6 4
−4 6− x 4 −6
−6 4 6− x −4
4 −6 −4 6− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 6 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 12−8 = 4, λ4 = 2a−2b = 12+8 = 20✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 20

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✺✻ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➱îðäàí ➘ðàãîìèðîâ ❒èõàéëîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 1, 4), a2 = (1,−4,−1, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (1,−4, 4, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

5

34

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

29

34

❰òòóê v0 =
5
34
a1 +

29
34
a2 =

[

1,−48
17
,−12

17
, 4
]

è h = v − v0 =
[

0,−20
17
, 80
17
, 0
]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = 5
34
a1 +

29
34
a2 =

[

1,−48
17
,−12

17
, 4
]

è h = v − v0 =
[

0,−20
17
, 80
17
, 0
]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









2 −4 −2 4
−4 2 4 −2
−2 4 2 −4
4 −2 −4 2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2− x −4 −2 4
−4 2− x 4 −2
−2 4 2− x −4
4 −2 −4 2− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 2 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 4−8 = −4, λ4 = 2a−2b = 4+8 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✺✼ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➹àëåí Ïëàìåíîâ ➹åîðãèåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 2, 1), a2 = (−1, 2,−4, 3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3,−1, 3, 3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

7

15

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

4

15

❰òòóê v0 =
7
15
a1 +− 4

15
a2 =

[

5
3
, 4
3
, 2,−1

3

]

è h = v − v0 =
[

4
3
,−7

3
, 1, 10

3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
7
15
a1 +− 4

15
a2 =

[

5
3
, 4
3
, 2,−1

3

]

è h = v − v0 =
[

4
3
,−7

3
, 1, 10

3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









1 −3 −1 3
−3 1 3 −1
−1 3 1 −3
3 −1 −3 1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− x −3 −1 3
−3 1− x 3 −1
−1 3 1− x −3
3 −1 −3 1− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 1 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 2−6 = −4, λ4 = 2a−2b = 2+6 = 8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✺✽ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➪åòèíà ➴ìèëîâà ➮âàíîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 2, 2), a2 = (4,−1, 2,−2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−3, 3,−3,−3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

3

25

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

3

5

❰òòóê v0 = − 3
25
a1 +−3

5
a2 =

[

−63
25
, 3
25
,−36

25
, 24
25

]

è h = v − v0 =
[

−12
25
, 72
25
,−39

25
,−99

25

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 3
25
a1 +−3

5
a2 =

[

−63
25
, 3
25
,−36

25
, 24
25

]

è h = v − v0 =
[

−12
25
, 72
25
,−39

25
,−99

25

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−6 4 6 −4
4 −6 −4 6
6 −4 −6 4
−4 6 4 −6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 6 4 6 −4
4 −x− 6 −4 6
6 −4 −x− 6 4
−4 6 4 −x− 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −6 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✻✹ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ïëàìåí ➷èâêîâ ❮à÷åâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 2, 1, 3), a2 = (2,−2, 3,−1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3,−2, 3,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

1

18

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

7

6

❰òòóê v0 = − 1
18
a1 +

7
6
a2 =

[

20
9
,−22

9
, 31

9
,−4

3

]

è h = v − v0 =
[

7
9
, 4
9
,−4

9
,−2

3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 1
18
a1 +

7
6
a2 =

[

20
9
,−22

9
, 31

9
,−4

3

]

è h = v − v0 =
[

7
9
, 4
9
,−4

9
,−2

3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −1 −3 1
−1 3 1 −3
−3 1 3 −1
1 −3 −1 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −1 −3 1
−1 3− x 1 −3
−3 1 3− x −1
1 −3 −1 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −1✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+ 2b = 6− 2 = 4, λ4 = 2a− 2b = 6 + 2 = 8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✻✺ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ✃ðèñòèí ➮ëèåâà ➚ëåêñàíäðîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 1, 3, 4), a2 = (3,−4,−4, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (2,−1,−4, 2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

1

14

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

2

3

❰òòóê v0 =
1
14
a1 +

2
3
a2 =

[

16
7
,−109

42
,−103

42
, 20
21

]

è h = v − v0 =
[

−2
7
, 67
42
,−65

42
, 22
21

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
1
14
a1 +

2
3
a2 =

[

16
7
,−109

42
,−103

42
, 20
21

]

è h = v − v0 =
[

−2
7
, 67
42
,−65

42
, 22
21

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









6 −4 −6 4
−4 6 4 −6
−6 4 6 −4
4 −6 −4 6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6− x −4 −6 4
−4 6− x 4 −6
−6 4 6− x −4
4 −6 −4 6− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 6 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 12−8 = 4, λ4 = 2a−2b = 12+8 = 20✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 20

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✻✻ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❮èêîëàé ➹åîðãèåâ ➶àòåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 3, 2), a2 = (−2, 3,−4, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4, 4, 3,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

17

30

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

1

5

❰òòóê v0 =
17
30
a1 +

1
5
a2 =

[

1
6
, 43
15
, 9
10
, 4
3

]

è h = v − v0 =
[

−25
6
, 17
15
, 21
10
,−10

3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
17
30
a1 +

1
5
a2 =

[

1
6
, 43
15
, 9
10
, 4
3

]

è h = v − v0 =
[

−25
6
, 17
15
, 21
10
,−10

3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−1 3 1 −3
3 −1 −3 1
1 −3 −1 3
−3 1 3 −1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 1 3 1 −3
3 −x− 1 −3 1
1 −3 −x− 1 3
−3 1 3 −x− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −1 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✻✼ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❮èêîëà ßñåíîâ ➪îæèíîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 4, 3), a2 = (4,−3, 3,−4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4,−2, 4,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

1

5

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

1

5

❰òòóê v0 = −1
5
a1 +

1
5
a2 =

[

1
5
,−7

5
,−1

5
,−7

5

]

è h = v − v0 =
[

−21
5
,−3

5
, 21

5
,−3

5

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −1
5
a1 +

1
5
a2 =

[

1
5
,−7

5
,−1

5
,−7

5

]

è h = v − v0 =
[

−21
5
,−3

5
, 21

5
,−3

5

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−2 4 2 −4
4 −2 −4 2
2 −4 −2 4
−4 2 4 −2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 2 4 2 −4
4 −x− 2 −4 2
2 −4 −x− 2 4
−4 2 4 −x− 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −2 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✼✷ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ✃ðèñòèÿí ❒èëåíîâ ❒èòîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 4, 1), a2 = (−1, 4,−4, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (2, 1, 3, 2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

10

17

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

4

17

❰òòóê v0 =
10
17
a1 +− 4

17
a2 =

[

14
17
, 24
17
, 56
17
, 6
17

]

è h = v − v0 =
[

20
17
,− 7

17
,− 5

17
, 28
17

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
10
17
a1 +− 4

17
a2 =

[

14
17
, 24
17
, 56
17
, 6
17

]

è h = v − v0 =
[

20
17
,− 7

17
,− 5

17
, 28
17

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−6 4 6 −4
4 −6 −4 6
6 −4 −6 4
−4 6 4 −6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 6 4 6 −4
4 −x− 6 −4 6
6 −4 −x− 6 4
−4 6 4 −x− 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −6 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✼✸ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ïàâåë ➶àñèëåâ ➶àñèëåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 3, 1, 3), a2 = (3,−3, 3,−1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4,−2,−1,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

1

14

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

4

7

❰òòóê v0 =
1
14
a1 +

4
7
a2 =

[

27
14
,−3

2
, 25
14
,− 5

14

]

è h = v − v0 =
[

29
14
,−1

2
,−39

14
,− 9

14

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
1
14
a1 +

4
7
a2 =

[

27
14
,−3

2
, 25
14
,− 5

14

]

è h = v − v0 =
[

29
14
,−1

2
,−39

14
,− 9

14

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−3 1 3 −1
1 −3 −1 3
3 −1 −3 1
−1 3 1 −3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 3 1 3 −1
1 −x− 3 −1 3
3 −1 −x− 3 1
−1 3 1 −x− 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −3 è b = 1✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+2 = 2, λ4 = 2a−2b = 0−2 = −2✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 2 0
0 0 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✼✹ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➮âà Ïëàìåíîâà ➹ðèãîðîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 2, 4, 4), a2 = (4,−4,−4, 2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3, 3, 4,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

15

26

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

9

26

❰òòóê v0 =
15
26
a1 +− 9

26
a2 =

[

12
13
, 33
13
, 48
13
, 21
13

]

è h = v − v0 =
[

27
13
, 6
13
, 4
13
,−34

13

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
15
26
a1 +− 9

26
a2 =

[

12
13
, 33
13
, 48
13
, 21
13

]

è h = v − v0 =
[

27
13
, 6
13
, 4
13
,−34

13

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−4 2 4 −2
2 −4 −2 4
4 −2 −4 2
−2 4 2 −4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 4 2 4 −2
2 −x− 4 −2 4
4 −2 −x− 4 2
−2 4 2 −x− 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −4 è b = 2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+4 = 4, λ4 = 2a−2b = 0−4 = −4✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✼✺ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➴ëåîíîðà ✃ðàñèìèðîâà ➘èìîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 1, 4, 2), a2 = (−2, 4,−1, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4,−2, 1, 2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

5

11

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

15

22

❰òòóê v0 =
5
11
a1 +−15

22
a2 =

[

20
11
,−25

11
, 5
2
, 5
22

]

è h = v − v0 =
[

24
11
, 3
11
,−3

2
, 39
22

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
5
11
a1 +−15

22
a2 =

[

20
11
,−25

11
, 5
2
, 5
22

]

è h = v − v0 =
[

24
11
, 3
11
,−3

2
, 39
22

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−5 3 5 −3
3 −5 −3 5
5 −3 −5 3
−3 5 3 −5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 5 3 5 −3
3 −x− 5 −3 5
5 −3 −x− 5 3
−3 5 3 −x− 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −5 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✽✵ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ✃ðèñòèÿí Ðóìåíîâ Ïåé÷åâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 1, 2, 1), a2 = (2,−1,−2, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−3, 3,−4,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

6

5

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

1

5

❰òòóê v0 = −6
5
a1 +−1

5
a2 =

[

−14
5
,−1,−2,−7

5

]

è h = v − v0 =
[

−1
5
, 4,−2, 2

5

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −6
5
a1 +−1

5
a2 =

[

−14
5
,−1,−2,−7

5

]

è h = v − v0 =
[

−1
5
, 4,−2, 2

5

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−1 3 1 −3
3 −1 −3 1
1 −3 −1 3
−3 1 3 −1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 1 3 1 −3
3 −x− 1 −3 1
1 −3 −x− 1 3
−3 1 3 −x− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −1 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✽✶ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Òåîäîð Ðàé÷îâ ✃èðèëîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 2, 1), a2 = (−1, 2,−4, 3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−3,−4,−3, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −1

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

1

3

❰òòóê v0 = −1a1 +
1
3
a2 =

[

−10
3
,−10

3
,−10

3
, 0
]

è h = v − v0 =
[

1
3
,−2

3
, 1
3
, 1
]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −1a1 +
1
3
a2 =

[

−10
3
,−10

3
,−10

3
, 0
]

è h = v − v0 =
[

1
3
,−2

3
, 1
3
, 1
]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−2 4 2 −4
4 −2 −4 2
2 −4 −2 4
−4 2 4 −2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 2 4 2 −4
4 −x− 2 −4 2
2 −4 −x− 2 4
−4 2 4 −x− 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −2 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✽✸ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Öâåòåëèíà ❮èêîëàåâà ✃îñòàäèíîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 3, 1), a2 = (3,−1,−3, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4,−2,−3,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

1

5

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

3

7

❰òòóê v0 = −1
5
a1 +

3
7
a2 =

[

24
35
,−43

35
,−66

35
, 53
35

]

è h = v − v0 =
[

116
35
,−27

35
,−39

35
,−123

35

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −1
5
a1 +

3
7
a2 =

[

24
35
,−43

35
,−66

35
, 53
35

]

è h = v − v0 =
[

116
35
,−27

35
,−39

35
,−123

35

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −5 −3 5
−5 3 5 −3
−3 5 3 −5
5 −3 −5 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −5 −3 5
−5 3− x 5 −3
−3 5 3− x −5
5 −3 −5 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a + 2b = 6 − 10 = −4, λ4 = 2a − 2b = 6 + 10 = 16✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✽✽ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ✃îíñòàíòèí ➹åîðãèåâ Óçóíîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 3, 4, 3), a2 = (3,−2, 3,−4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4,−2,−4,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

33

38

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

8

19

❰òòóê v0 = −33
38
a1 +− 8

19
a2 =

[

−3,−67
38
,−90

19
,−35

38

]

è h = v − v0 =
[

−1,− 9
38
, 14
19
,− 3

38

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −33
38
a1 +− 8

19
a2 =

[

−3,−67
38
,−90

19
,−35

38

]

è h = v − v0 =
[

−1,− 9
38
, 14
19
,− 3

38

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−4 2 4 −2
2 −4 −2 4
4 −2 −4 2
−2 4 2 −4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 4 2 4 −2
2 −x− 4 −2 4
4 −2 −x− 4 2
−2 4 2 −x− 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −4 è b = 2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+4 = 4, λ4 = 2a−2b = 0−4 = −4✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✽✾ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❐þáîìèð Ïëàìåíîâ ➮âàíîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 1, 1, 4), a2 = (1,−4,−4, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3, 3, 3,−4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

1

17

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

25

34

❰òòóê v0 =
1
17
a1 +−25

34
a2 =

[

−1
2
, 3, 3,−1

2

]

è h = v − v0 =
[

7
2
, 0, 0,−7

2

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
1
17
a1 +−25

34
a2 =

[

−1
2
, 3, 3,−1

2

]

è h = v − v0 =
[

7
2
, 0, 0,−7

2

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−5 3 5 −3
3 −5 −3 5
5 −3 −5 3
−3 5 3 −5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 5 3 5 −3
3 −x− 5 −3 5
5 −3 −x− 5 3
−3 5 3 −x− 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −5 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✾✵ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ñòåôàí ➮ë÷åâ ➮ëåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 1, 3, 2), a2 = (−2, 3,−1, 2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (1,−3, 1, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

2

9

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

5

9

❰òòóê v0 =
2
9
a1 +−5

9
a2 =

[

14
9
,−13

9
, 11

9
,−2

3

]

è h = v − v0 =
[

−5
9
,−14

9
,−2

9
, 5
3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
2
9
a1 +−5

9
a2 =

[

14
9
,−13

9
, 11

9
,−2

3

]

è h = v − v0 =
[

−5
9
,−14

9
,−2

9
, 5
3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









5 −3 −5 3
−3 5 3 −5
−5 3 5 −3
3 −5 −3 5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5− x −3 −5 3
−3 5− x 3 −5
−5 3 5− x −3
3 −5 −3 5− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 5 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 10−6 = 4, λ4 = 2a−2b = 10+6 = 16✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✾✶ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➚òàíàñ ➶àëåðèåâ ➘àêîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 4, 3), a2 = (4,−3, 3,−4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4,−1, 4, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

27

50

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

27

50

❰òòóê v0 =
27
50
a1 +

27
50
a2 =

[

189
50
, 27
50
, 189

50
,−27

50

]

è h = v − v0 =
[

11
50
,−77

50
, 11
50
, 77
50

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
27
50
a1 +

27
50
a2 =

[

189
50
, 27
50
, 189

50
,−27

50

]

è h = v − v0 =
[

11
50
,−77

50
, 11
50
, 77
50

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









4 −2 −4 2
−2 4 2 −4
−4 2 4 −2
2 −4 −2 4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4− x −2 −4 2
−2 4− x 2 −4
−4 2 4− x −2
2 −4 −2 4− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 4 è b = −2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 8− 4 = 4, λ4 = 2a− 2b = 8+4 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✾✻ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➚ëåêñàíäúð ❒åòîäèåâ ➚ëåêñàíäðîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 2, 1, 2), a2 = (−2, 1,−2, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−3,−3,−4,−4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

6

5

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

1

5

❰òòóê v0 = −6
5
a1 +−1

5
a2 =

[

−22
5
,−13

5
,−4

5
,−16

5

]

è h = v − v0 =
[

7
5
,−2

5
,−16

5
,−4

5

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −6
5
a1 +−1

5
a2 =

[

−22
5
,−13

5
,−4

5
,−16

5

]

è h = v − v0 =
[

7
5
,−2

5
,−16

5
,−4

5

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−3 5 3 −5
5 −3 −5 3
3 −5 −3 5
−5 3 5 −3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 3 5 3 −5
5 −x− 3 −5 3
3 −5 −x− 3 5
−5 3 5 −x− 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −3 è b = 5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+ 2b = 0 + 10 = 10, λ4 = 2a− 2b = 0− 10 = −10✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 10 0
0 0 0 −10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✾✼ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❮èêîëàé ➬äðàâêîâ ➪úðçàíîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 2, 3), a2 = (4,−1, 3,−2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4, 4, 3,−4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

1

5

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

1

10

❰òòóê v0 =
1
5
a1 +− 1

10
a2 =

[

−1
5
, 9
10
, 1
10
, 4
5

]

è h = v − v0 =
[

−19
5
, 31
10
, 29
10
,−24

5

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
1
5
a1 +− 1

10
a2 =

[

−1
5
, 9
10
, 1
10
, 4
5

]

è h = v − v0 =
[

−19
5
, 31
10
, 29
10
,−24

5

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −5 −3 5
−5 3 5 −3
−3 5 3 −5
5 −3 −5 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −5 −3 5
−5 3− x 5 −3
−3 5 3− x −5
5 −3 −5 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a + 2b = 6 − 10 = −4, λ4 = 2a − 2b = 6 + 10 = 16✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✵✾✾✽ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ✃ðèñòèàí ❒èðîñëàâîâ ❒èòîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 4, 2, 1), a2 = (2,−1,−2, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4, 2, 4, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= 1

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

2

25

❰òòóê v0 = 1a1 +
2
25
a2 =

[

54
25
, 98
25
, 46
25
, 33
25

]

è h = v − v0 =
[

46
25
,−48

25
, 54
25
,− 8

25

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = 1a1 +
2
25
a2 =

[

54
25
, 98
25
, 46
25
, 33
25

]

è h = v − v0 =
[

46
25
,−48

25
, 54
25
,− 8

25

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









2 −4 −2 4
−4 2 4 −2
−2 4 2 −4
4 −2 −4 2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2− x −4 −2 4
−4 2− x 4 −2
−2 4 2− x −4
4 −2 −4 2− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 2 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 4−8 = −4, λ4 = 2a−2b = 4+8 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✵✵ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➘èìèòúð Ïàíàéîòîâ Öåíêîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 1, 1, 3), a2 = (1,−1, 3,−1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−2, 4, 1,−4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

3

4

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

1

12

❰òòóê v0 = −3
4
a1 +

1
12
a2 =

[

−2
3
,−5

6
,−1

2
,−7

3

]

è h = v − v0 =
[

−4
3
, 29

6
, 3
2
,−5

3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −3
4
a1 +

1
12
a2 =

[

−2
3
,−5

6
,−1

2
,−7

3

]

è h = v − v0 =
[

−4
3
, 29

6
, 3
2
,−5

3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−6 4 6 −4
4 −6 −4 6
6 −4 −6 4
−4 6 4 −6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 6 4 6 −4
4 −x− 6 −4 6
6 −4 −x− 6 4
−4 6 4 −x− 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −6 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✵✹ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❒àðèÿ Òèõîìèðîâà ➘óëåâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 2, 4, 1), a2 = (4,−1,−4, 2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4,−1, 3,−3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

9

37

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

33

37

❰òòóê v0 = − 9
37
a1 +−33

37
a2 =

[

−168
37
, 15
37
, 96
37
,−75

37

]

è h = v − v0 =
[

20
37
,−52

37
, 15
37
,−36

37

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 9
37
a1 +−33

37
a2 =

[

−168
37
, 15
37
, 96
37
,−75

37

]

è h = v − v0 =
[

20
37
,−52

37
, 15
37
,−36

37

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









5 −3 −5 3
−3 5 3 −5
−5 3 5 −3
3 −5 −3 5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5− x −3 −5 3
−3 5− x 3 −5
−5 3 5− x −3
3 −5 −3 5− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 5 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 10−6 = 4, λ4 = 2a−2b = 10+6 = 16✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✵✺ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➶èêòîðèÿ ➹åîðãèåâà Òåðçèåâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 1, 1, 2), a2 = (−2, 1,−1, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4, 3, 4, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

19

7

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

5

7

❰òòóê v0 =
19
7
a1 +−5

7
a2 =

[

29
7
, 2, 24

7
, 33

7

]

è h = v − v0 =
[

−1
7
, 1, 4

7
,−5

7

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
19
7
a1 +−5

7
a2 =

[

29
7
, 2, 24

7
, 33

7

]

è h = v − v0 =
[

−1
7
, 1, 4

7
,−5

7

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









4 −2 −4 2
−2 4 2 −4
−4 2 4 −2
2 −4 −2 4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4− x −2 −4 2
−2 4− x 2 −4
−4 2 4− x −2
2 −4 −2 4− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 4 è b = −2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 8− 4 = 4, λ4 = 2a− 2b = 8+4 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✵✻ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➮âàéëî ❒èòêîâ Ñòîèëîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 1, 3, 3), a2 = (1,−3, 3,−3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (2,−3,−3, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

3

14

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

5

14

❰òòóê v0 =
3
14
a1 +− 5

14
a2 =

[

2
7
, 9
7
,−3

7
, 12

7

]

è h = v − v0 =
[

12
7
,−30

7
,−18

7
, 16

7

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
3
14
a1 +− 5

14
a2 =

[

2
7
, 9
7
,−3

7
, 12

7

]

è h = v − v0 =
[

12
7
,−30

7
,−18

7
, 16

7

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −1 −3 1
−1 3 1 −3
−3 1 3 −1
1 −3 −1 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −1 −3 1
−1 3− x 1 −3
−3 1 3− x −1
1 −3 −1 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −1✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+ 2b = 6− 2 = 4, λ4 = 2a− 2b = 6 + 2 = 8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✵✼ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➚ñåí ➘èìèòðîâ ➶úë÷åâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 4, 4), a2 = (4,−4,−1, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (1, 1, 4,−4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

5

49

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

20

49

❰òòóê v0 =
5
49
a1 +−20

49
a2 =

[

−75
49
, 100

49
, 40
49
,−60

49

]

è h = v − v0 =
[

124
49
,−51

49
, 156

49
,−136

49

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
5
49
a1 +−20

49
a2 =

[

−75
49
, 100

49
, 40
49
,−60

49

]

è h = v − v0 =
[

124
49
,−51

49
, 156

49
,−136

49

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









6 −4 −6 4
−4 6 4 −6
−6 4 6 −4
4 −6 −4 6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6− x −4 −6 4
−4 6− x 4 −6
−6 4 6− x −4
4 −6 −4 6− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 6 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 12−8 = 4, λ4 = 2a−2b = 12+8 = 20✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 20

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✵✽ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➘èàíà ➚íòîíîâà ➹åíåâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 4, 2), a2 = (−2, 4,−4, 3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−2, 3, 3, 3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

8

15

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

13

45

❰òòóê v0 =
8
15
a1 +

13
45
a2 =

[

46
45
, 148

45
, 44
45
, 29
15

]

è h = v − v0 =
[

−136
45
,−13

45
, 91
45
, 16
15

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
8
15
a1 +

13
45
a2 =

[

46
45
, 148

45
, 44
45
, 29
15

]

è h = v − v0 =
[

−136
45
,−13

45
, 91
45
, 16
15

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−1 3 1 −3
3 −1 −3 1
1 −3 −1 3
−3 1 3 −1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 1 3 1 −3
3 −x− 1 −3 1
1 −3 −x− 1 3
−3 1 3 −x− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −1 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✶✸ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ðàëèöà ➹åîðãèåâà ➶åëèêîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 3, 1, 1), a2 = (1,−1,−2, 3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4,−4, 4,−4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

4

3

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

4

3

❰òòóê v0 = −4
3
a1 +−4

3
a2 =

[

−4,−8
3
, 4
3
,−16

3

]

è h = v − v0 =
[

0,−4
3
, 8
3
, 4
3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −4
3
a1 +−4

3
a2 =

[

−4,−8
3
, 4
3
,−16

3

]

è h = v − v0 =
[

0,−4
3
, 8
3
, 4
3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









1 −3 −1 3
−3 1 3 −1
−1 3 1 −3
3 −1 −3 1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− x −3 −1 3
−3 1− x 3 −1
−1 3 1− x −3
3 −1 −3 1− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 1 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 2−6 = −4, λ4 = 2a−2b = 2+6 = 8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✶✹ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ßâîð ➷óëèåíîâ Ñòàíêîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 1, 2, 2), a2 = (−2, 2,−1, 3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−1, 1,−3, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= 0

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

19

18

❰òòóê v0 = 0a1 +
19
18
a2 =

[

−19
9
, 19

9
,−19

18
, 19

6

]

è h = v − v0 =
[

10
9
,−10

9
,−35

18
, 5
6

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = 0a1 +
19
18
a2 =

[

−19
9
, 19

9
,−19

18
, 19

6

]

è h = v − v0 =
[

10
9
,−10

9
,−35

18
, 5
6

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−6 4 6 −4
4 −6 −4 6
6 −4 −6 4
−4 6 4 −6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 6 4 6 −4
4 −x− 6 −4 6
6 −4 −x− 6 4
−4 6 4 −x− 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −6 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✶✻ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ñòàíèñëàâ ➶åñåëèíîâ ➶åëè÷êîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 1, 1, 4), a2 = (1,−4,−2, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−1, 4, 4, 3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

9

11

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −1

❰òòóê v0 =
9
11
a1 +−1a2 =

[

7
11
, 53
11
, 31
11
, 25
11

]

è h = v − v0 =
[

−18
11
,− 9

11
, 13
11
, 8
11

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
9
11
a1 +−1a2 =

[

7
11
, 53
11
, 31
11
, 25
11

]

è h = v − v0 =
[

−18
11
,− 9

11
, 13
11
, 8
11

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−4 2 4 −2
2 −4 −2 4
4 −2 −4 2
−2 4 2 −4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 4 2 4 −2
2 −x− 4 −2 4
4 −2 −x− 4 2
−2 4 2 −x− 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −4 è b = 2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+4 = 4, λ4 = 2a−2b = 0−4 = −4✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✶✼ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➘èìèòúð ➹åîðãèåâ ➘èìèòðîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 1, 2), a2 = (−2, 1,−4, 3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4,−2, 1,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

23

30

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

2

15

❰òòóê v0 = −23
30
a1 +− 2

15
a2 =

[

−61
30
,−16

5
,− 7

30
,−29

15

]

è h = v − v0 =
[

−59
30
, 6
5
, 37
30
,− 1

15

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −23
30
a1 +− 2

15
a2 =

[

−61
30
,−16

5
,− 7

30
,−29

15

]

è h = v − v0 =
[

−59
30
, 6
5
, 37
30
,− 1

15

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−5 3 5 −3
3 −5 −3 5
5 −3 −5 3
−3 5 3 −5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 5 3 5 −3
3 −x− 5 −3 5
5 −3 −x− 5 3
−3 5 3 −x− 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −5 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✷✷ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ïåòúð Ñòåôàíîâ ➪àåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 3, 1), a2 = (3,−1,−3, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (1,−4,−4,−3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

4

5

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

1

5

❰òòóê v0 = −4
5
a1 +

1
5
a2 =

[

−9
5
,−17

5
,−3, 0

]

è h = v − v0 =
[

14
5
,−3

5
,−1,−3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −4
5
a1 +

1
5
a2 =

[

−9
5
,−17

5
,−3, 0

]

è h = v − v0 =
[

14
5
,−3

5
,−1,−3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−1 3 1 −3
3 −1 −3 1
1 −3 −1 3
−3 1 3 −1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 1 3 1 −3
3 −x− 1 −3 1
1 −3 −x− 1 3
−3 1 3 −x− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −1 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✷✸ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❮èêîëàé Þëèÿíîâ ❮èêîëîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 3, 4, 2), a2 = (−2, 4,−3, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3, 4,−1, 3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

26

45

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

5

9

❰òòóê v0 =
26
45
a1 +

5
9
a2 =

[

6
5
, 178

45
, 29
45
, 152

45

]

è h = v − v0 =
[

9
5
, 2
45
,−74

45
,−17

45

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
26
45
a1 +

5
9
a2 =

[

6
5
, 178

45
, 29
45
, 152

45

]

è h = v − v0 =
[

9
5
, 2
45
,−74

45
,−17

45

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−2 4 2 −4
4 −2 −4 2
2 −4 −2 4
−4 2 4 −2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 2 4 2 −4
4 −x− 2 −4 2
2 −4 −x− 2 4
−4 2 4 −x− 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −2 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✷✹ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➮âàí ➮âàíîâ ❒èíåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 2, 4, 4), a2 = (2,−2, 4,−4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3,−3,−1, 2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

1

10

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= 0

❰òòóê v0 =
1
10
a1 + 0a2 =

[

1
5
, 1
5
, 2
5
, 2
5

]

è h = v − v0 =
[

14
5
,−16

5
,−7

5
, 8
5

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
1
10
a1 + 0a2 =

[

1
5
, 1
5
, 2
5
, 2
5

]

è h = v − v0 =
[

14
5
,−16

5
,−7

5
, 8
5

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−3 5 3 −5
5 −3 −5 3
3 −5 −3 5
−5 3 5 −3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 3 5 3 −5
5 −x− 3 −5 3
3 −5 −x− 3 5
−5 3 5 −x− 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −3 è b = 5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+ 2b = 0 + 10 = 10, λ4 = 2a− 2b = 0− 10 = −10✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 10 0
0 0 0 −10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✷✺ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➶àëåíòèí Ïëàìåíîâ ➘èìèòðîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 1, 4, 1), a2 = (4,−1,−3, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4,−4, 4,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

22

27

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

2

9

❰òòóê v0 =
22
27
a1 +

2
9
a2 =

[

10
3
, 16
27
, 70
27
, 28
27

]

è h = v − v0 =
[

2
3
,−124

27
, 38
27
,−82

27

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
22
27
a1 +

2
9
a2 =

[

10
3
, 16
27
, 70
27
, 28
27

]

è h = v − v0 =
[

2
3
,−124

27
, 38
27
,−82

27

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −5 −3 5
−5 3 5 −3
−3 5 3 −5
5 −3 −5 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −5 −3 5
−5 3− x 5 −3
−3 5 3− x −5
5 −3 −5 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a + 2b = 6 − 10 = −4, λ4 = 2a − 2b = 6 + 10 = 16✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✸✵ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ðàäîñëàâ ➹åîðãèåâ ➹åîðãèåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 1, 1, 3), a2 = (1,−3, 3,−1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3, 1, 1,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

1

4

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

1

4

❰òòóê v0 =
1
4
a1 +

1
4
a2 =

[

1,−1
2
, 1, 1

2

]

è h = v − v0 =
[

2, 3
2
, 0,−5

2

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
1
4
a1 +

1
4
a2 =

[

1,−1
2
, 1, 1

2

]

è h = v − v0 =
[

2, 3
2
, 0,−5

2

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−4 2 4 −2
2 −4 −2 4
4 −2 −4 2
−2 4 2 −4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 4 2 4 −2
2 −x− 4 −2 4
4 −2 −x− 4 2
−2 4 2 −x− 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −4 è b = 2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+4 = 4, λ4 = 2a−2b = 0−4 = −4✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✸✶ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➹þëäæàí ➮áðàèì ✃óïåí

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 1, 3, 1), a2 = (3,−1,−1, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−2, 4, 4,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

13

12

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

5

4

❰òòóê v0 =
13
12
a1 +−5

4
a2 =

[

−8
3
, 7
3
, 9
2
,−1

6

]

è h = v − v0 =
[

2
3
, 5
3
,−1

2
,−5

6

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
13
12
a1 +−5

4
a2 =

[

−8
3
, 7
3
, 9
2
,−1

6

]

è h = v − v0 =
[

2
3
, 5
3
,−1

2
,−5

6

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−5 3 5 −3
3 −5 −3 5
5 −3 −5 3
−3 5 3 −5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 5 3 5 −3
3 −x− 5 −3 5
5 −3 −x− 5 3
−3 5 3 −x− 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −5 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✸✷ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➚íäðåé Ïåòðîâ Ðóñåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 4, 2), a2 = (−2, 4,−4, 3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4, 2, 1, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

26

45

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

1

45

❰òòóê v0 =
26
45
a1 +− 1

45
a2 =

[

16
9
, 20

9
, 12

5
, 49
45

]

è h = v − v0 =
[

20
9
,−2

9
,−7

5
,− 4

45

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
26
45
a1 +− 1

45
a2 =

[

16
9
, 20

9
, 12

5
, 49
45

]

è h = v − v0 =
[

20
9
,−2

9
,−7

5
,− 4

45

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









5 −3 −5 3
−3 5 3 −5
−5 3 5 −3
3 −5 −3 5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5− x −3 −5 3
−3 5− x 3 −5
−5 3 5− x −3
3 −5 −3 5− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 5 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 10−6 = 4, λ4 = 2a−2b = 10+6 = 16✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✸✸ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❒èõàèë ❐àçàðîâ Ïåòðóøåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 4, 1, 3), a2 = (4,−4, 3,−1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−3, 2,−4, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

5

42

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

11

14

❰òòóê v0 = − 5
42
a1 +−11

14
a2 =

[

−76
21
, 8
3
,−52

21
, 3
7

]

è h = v − v0 =
[

13
21
,−2

3
,−32

21
, 4
7

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 5
42
a1 +−11

14
a2 =

[

−76
21
, 8
3
,−52

21
, 3
7

]

è h = v − v0 =
[

13
21
,−2

3
,−32

21
, 4
7

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









4 −2 −4 2
−2 4 2 −4
−4 2 4 −2
2 −4 −2 4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4− x −2 −4 2
−2 4− x 2 −4
−4 2 4− x −2
2 −4 −2 4− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 4 è b = −2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 8− 4 = 4, λ4 = 2a− 2b = 8+4 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✸✾ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❒àðèÿ Ñòåôàíîâà ❒àí÷åâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 1, 3, 4), a2 = (1,−3, 4,−3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−3, 2,−4,−4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −1

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

13

35

❰òòóê v0 = −1a1 +−13
35
a2 =

[

−118
35
, 4
35
,−157

35
,−101

35

]

è h = v − v0 =
[

13
35
, 66
35
, 17
35
,−39

35

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −1a1 +−13
35
a2 =

[

−118
35
, 4
35
,−157

35
,−101

35

]

è h = v − v0 =
[

13
35
, 66
35
, 17
35
,−39

35

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −5 −3 5
−5 3 5 −3
−3 5 3 −5
5 −3 −5 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −5 −3 5
−5 3− x 5 −3
−3 5 3− x −5
5 −3 −5 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a + 2b = 6 − 10 = −4, λ4 = 2a − 2b = 6 + 10 = 16✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✹✵ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ïëàìåí ❒àëèíîâ ✃àðàùðàíîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 1, 3, 1), a2 = (3,−1,−4, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3, 3,−1, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

16

27

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

14

27

❰òòóê v0 =
16
27
a1 +

14
27
a2 =

[

106
27
, 2
27
,− 8

27
, 10

9

]

è h = v − v0 =
[

−25
27
, 79
27
,−19

27
, 26

9

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
16
27
a1 +

14
27
a2 =

[

106
27
, 2
27
,− 8

27
, 10

9

]

è h = v − v0 =
[

−25
27
, 79
27
,−19

27
, 26

9

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









2 −4 −2 4
−4 2 4 −2
−2 4 2 −4
4 −2 −4 2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2− x −4 −2 4
−4 2− x 4 −2
−2 4 2− x −4
4 −2 −4 2− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 2 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 4−8 = −4, λ4 = 2a−2b = 4+8 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✹✶ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❮èêîëèíà ➱îðäàíîâà ➶àí÷åâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 1, 4, 2), a2 = (−2, 4,−1, 2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4, 1,−4, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

3

5

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

24

25

❰òòóê v0 = −3
5
a1 +

24
25
a2 =

[

−78
25
, 81
25
,−84

25
, 18
25

]

è h = v − v0 =
[

−22
25
,−56

25
,−16

25
, 82
25

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −3
5
a1 +

24
25
a2 =

[

−78
25
, 81
25
,−84

25
, 18
25

]

è h = v − v0 =
[

−22
25
,−56

25
,−16

25
, 82
25

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









1 −3 −1 3
−3 1 3 −1
−1 3 1 −3
3 −1 −3 1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− x −3 −1 3
−3 1− x 3 −1
−1 3 1− x −3
3 −1 −3 1− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 1 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 2−6 = −4, λ4 = 2a−2b = 2+6 = 8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✹✷ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❮èêîëàé Ñâåòëèíîâ ➪îæàíîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 1, 2, 4), a2 = (1,−3, 4,−2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4, 2,−1, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

4

15

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

8

15

❰òòóê v0 = − 4
15
a1 +− 8

15
a2 =

[

−4
3
, 4
3
,−8

3
, 0
]

è h = v − v0 =
[

−8
3
, 2
3
, 5
3
, 1
]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 4
15
a1 +− 8

15
a2 =

[

−4
3
, 4
3
,−8

3
, 0
]

è h = v − v0 =
[

−8
3
, 2
3
, 5
3
, 1
]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−6 4 6 −4
4 −6 −4 6
6 −4 −6 4
−4 6 4 −6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 6 4 6 −4
4 −x− 6 −4 6
6 −4 −x− 6 4
−4 6 4 −x− 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −6 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✹✼ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➘èìèòúð ➚òàíàñîâ ❐àçàðîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 1, 4, 2), a2 = (−2, 4,−1, 3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4,−3, 1, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

7

10

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

3

10

❰òòóê v0 =
7
10
a1 +− 3

10
a2 =

[

27
10
,−1

2
, 31
10
, 1
2

]

è h = v − v0 =
[

13
10
,−5

2
,−21

10
, 7
2

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
7
10
a1 +− 3

10
a2 =

[

27
10
,−1

2
, 31
10
, 1
2

]

è h = v − v0 =
[

13
10
,−5

2
,−21

10
, 7
2

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









4 −2 −4 2
−2 4 2 −4
−4 2 4 −2
2 −4 −2 4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4− x −2 −4 2
−2 4− x 2 −4
−4 2 4− x −2
2 −4 −2 4− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 4 è b = −2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 8− 4 = 4, λ4 = 2a− 2b = 8+4 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✹✽ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ðàäîñëàâ ➪îÿíîâ ✃îìèòîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 1, 4), a2 = (4,−1, 4,−1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4, 2, 4, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

16

17

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

13

17

❰òòóê v0 =
16
17
a1 +

13
17
a2 = [4, 3, 4, 3] è h = v − v0 = [0,−1, 0, 1]✳

❰òãîâîð✿ v0 =
16
17
a1 +

13
17
a2 = [4, 3, 4, 3] è h = v − v0 = [0,−1, 0, 1]✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −1 −3 1
−1 3 1 −3
−3 1 3 −1
1 −3 −1 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −1 −3 1
−1 3− x 1 −3
−3 1 3− x −1
1 −3 −1 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −1✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+ 2b = 6− 2 = 4, λ4 = 2a− 2b = 6 + 2 = 8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✹✾ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➶àíÿ ßíåâà ➹óøåâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 1, 1, 4), a2 = (1,−4,−2, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−3, 3, 1, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

1

11

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

8

11

❰òòóê v0 =
1
11
a1 +− 8

11
a2 =

[

− 6
11
, 3, 17

11
,− 4

11

]

è h = v − v0 =
[

−27
11
, 0,− 6

11
, 15
11

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
1
11
a1 +− 8

11
a2 =

[

− 6
11
, 3, 17

11
,− 4

11

]

è h = v − v0 =
[

−27
11
, 0,− 6

11
, 15
11

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









6 −4 −6 4
−4 6 4 −6
−6 4 6 −4
4 −6 −4 6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6− x −4 −6 4
−4 6− x 4 −6
−6 4 6− x −4
4 −6 −4 6− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 6 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 12−8 = 4, λ4 = 2a−2b = 12+8 = 20✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 20

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✺✵ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➚íãåë Ïàâëîâ ➚íãåëîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 1, 2, 2), a2 = (−2, 2,−1, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−1, 3,−4, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

1

25

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

28

25

❰òòóê v0 = − 1
25
a1 +

28
25
a2 =

[

−12
5
, 11

5
,−6

5
, 22

5

]

è h = v − v0 =
[

7
5
, 4
5
,−14

5
,−2

5

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 1
25
a1 +

28
25
a2 =

[

−12
5
, 11

5
,−6

5
, 22

5

]

è h = v − v0 =
[

7
5
, 4
5
,−14

5
,−2

5

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−1 3 1 −3
3 −1 −3 1
1 −3 −1 3
−3 1 3 −1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 1 3 1 −3
3 −x− 1 −3 1
1 −3 −x− 1 3
−3 1 3 −x− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −1 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✺✸ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❒àðòèí ➱îðäàíîâ ❒èí÷åâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 1, 2), a2 = (−2, 1,−4, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (2,−2, 1, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

3

22

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

3

11

❰òòóê v0 =
3
22
a1 +− 3

11
a2 =

[

15
22
, 3
11
, 27
22
, 0
]

è h = v − v0 =
[

29
22
,−25

11
,− 5

22
, 4
]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = 3
22
a1 +− 3

11
a2 =

[

15
22
, 3
11
, 27
22
, 0
]

è h = v − v0 =
[

29
22
,−25

11
,− 5

22
, 4
]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −5 −3 5
−5 3 5 −3
−3 5 3 −5
5 −3 −5 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −5 −3 5
−5 3− x 5 −3
−3 5 3− x −5
5 −3 −5 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a + 2b = 6 − 10 = −4, λ4 = 2a − 2b = 6 + 10 = 16✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✺✹ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❐þäìèë ➘îáðîìèðîâ ➘åë÷åâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 2, 2, 4), a2 = (2,−2, 4,−2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3, 4, 4, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

19

14

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

3

14

❰òòóê v0 =
19
14
a1 +

3
14
a2 =

[

22
7
, 16

7
, 25

7
, 5
]

è h = v − v0 =
[

−1
7
, 12

7
, 3
7
,−1

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
19
14
a1 +

3
14
a2 =

[

22
7
, 16

7
, 25

7
, 5
]

è h = v − v0 =
[

−1
7
, 12

7
, 3
7
,−1

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









2 −4 −2 4
−4 2 4 −2
−2 4 2 −4
4 −2 −4 2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2− x −4 −2 4
−4 2− x 4 −2
−2 4 2− x −4
4 −2 −4 2− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 2 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 4−8 = −4, λ4 = 2a−2b = 4+8 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✺✺ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❒èëà ➚íãåëîâà Òîøåâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 1, 2, 1), a2 = (2,−1,−3, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−3, 2,−1,−3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

4

5

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

8

15

❰òòóê v0 = −4
5
a1 +− 8

15
a2 =

[

−52
15
,− 4

15
, 0,−4

3

]

è h = v − v0 =
[

7
15
, 34
15
,−1,−5

3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −4
5
a1 +− 8

15
a2 =

[

−52
15
,− 4

15
, 0,−4

3

]

è h = v − v0 =
[

7
15
, 34
15
,−1,−5

3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









1 −3 −1 3
−3 1 3 −1
−1 3 1 −3
3 −1 −3 1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− x −3 −1 3
−3 1− x 3 −1
−1 3 1− x −3
3 −1 −3 1− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 1 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 2−6 = −4, λ4 = 2a−2b = 2+6 = 8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✺✻ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ñâåòëèí Òðèôîíîâ ➶àñèëåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 1, 3, 2), a2 = (−2, 3,−1, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4,−2, 4, 3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

4

3

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −1

❰òòóê v0 =
4
3
a1 +−1a2 =

[

10
3
,−5

3
, 5, 5

3

]

è h = v − v0 =
[

2
3
,−1

3
,−1, 4

3

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
4
3
a1 +−1a2 =

[

10
3
,−5

3
, 5, 5

3

]

è h = v − v0 =
[

2
3
,−1

3
,−1, 4

3

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−6 4 6 −4
4 −6 −4 6
6 −4 −6 4
−4 6 4 −6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 6 4 6 −4
4 −x− 6 −4 6
6 −4 −x− 6 4
−4 6 4 −x− 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −6 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✺✼ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ñòåôàí ❮èêîëàåâ ❮èêîëîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 1, 4, 3), a2 = (1,−3, 3,−4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−4,−4,−1, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

8

35

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

11

35

❰òòóê v0 = − 8
35
a1 +−11

35
a2 =

[

−1, 5
7
,−13

7
, 4
7

]

è h = v − v0 =
[

−3,−33
7
, 6
7
, 24

7

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 8
35
a1 +−11

35
a2 =

[

−1, 5
7
,−13

7
, 4
7

]

è h = v − v0 =
[

−3,−33
7
, 6
7
, 24

7

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−3 1 3 −1
1 −3 −1 3
3 −1 −3 1
−1 3 1 −3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 3 1 3 −1
1 −x− 3 −1 3
3 −1 −x− 3 1
−1 3 1 −x− 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −3 è b = 1✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+2 = 2, λ4 = 2a−2b = 0−2 = −2✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 2 0
0 0 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✺✽ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➚ëåêñàíäúð Ñïàñîâ Ïîïîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 2, 1), a2 = (2,−1,−1, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (2, 2, 4, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= 1

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

7

11

❰òòóê v0 = 1a1 +
7
11
a2 =

[

25
11
, 37
11
, 15
11
, 39
11

]

è h = v − v0 =
[

− 3
11
,−15

11
, 29
11
, 5
11

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = 1a1 +
7
11
a2 =

[

25
11
, 37
11
, 15
11
, 39
11

]

è h = v − v0 =
[

− 3
11
,−15

11
, 29
11
, 5
11

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−4 2 4 −2
2 −4 −2 4
4 −2 −4 2
−2 4 2 −4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 4 2 4 −2
2 −x− 4 −2 4
4 −2 −x− 4 2
−2 4 2 −x− 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −4 è b = 2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+4 = 4, λ4 = 2a−2b = 0−4 = −4✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✻✸ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➴âãåíè Ñîòèðîâ ➪àòåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 4, 3, 4), a2 = (4,−3, 4,−3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (1, 3, 2,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

13

50

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

9

50

❰òòóê v0 =
13
50
a1 +

9
50
a2 =

[

3
2
, 1
2
, 3
2
, 1
2

]

è h = v − v0 =
[

−1
2
, 5
2
, 1
2
,−5

2

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
13
50
a1 +

9
50
a2 =

[

3
2
, 1
2
, 3
2
, 1
2

]

è h = v − v0 =
[

−1
2
, 5
2
, 1
2
,−5

2

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









6 −4 −6 4
−4 6 4 −6
−6 4 6 −4
4 −6 −4 6









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6− x −4 −6 4
−4 6− x 4 −6
−6 4 6− x −4
4 −6 −4 6− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 6 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 12−8 = 4, λ4 = 2a−2b = 12+8 = 20✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 20

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✻✹ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❐þáîñëàâ ✃ðàñèìèðîâ ✃úíåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 2, 4, 1), a2 = (4,−1,−1, 2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4,−1, 1,−3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

3

22

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

5

11

❰òòóê v0 =
3
22
a1 +

5
11
a2 =

[

43
22
,− 2

11
, 1
11
, 23
22

]

è h = v − v0 =
[

45
22
,− 9

11
, 10
11
,−89

22

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
3
22
a1 +

5
11
a2 =

[

43
22
,− 2

11
, 1
11
, 23
22

]

è h = v − v0 =
[

45
22
,− 9

11
, 10
11
,−89

22

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−1 3 1 −3
3 −1 −3 1
1 −3 −1 3
−3 1 3 −1









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 1 3 1 −3
3 −x− 1 −3 1
1 −3 −x− 1 3
−3 1 3 −x− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −1 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✻✺ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ Ñòåôàí ➹åîðãèåâ Ïåòðîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 3, 1, 3), a2 = (−3, 1,−3, 2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−2,−3,−2, 4) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

3

23

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

17

23

❰òòóê v0 = − 3
23
a1 +

17
23
a2 =

[

−57
23
, 8
23
,−54

23
, 25
23

]

è h = v − v0 =
[

11
23
,−77

23
, 8
23
, 67
23

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 3
23
a1 +

17
23
a2 =

[

−57
23
, 8
23
,−54

23
, 25
23

]

è h = v − v0 =
[

11
23
,−77

23
, 8
23
, 67
23

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−2 4 2 −4
4 −2 −4 2
2 −4 −2 4
−4 2 4 −2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 2 4 2 −4
4 −x− 2 −4 2
2 −4 −x− 2 4
−4 2 4 −x− 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −2 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✻✻ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➚ëåêñàíäðà ✃ðóìîâà Öâåòêîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 1, 1, 4), a2 = (1,−3, 4,−1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−1, 3,−1,−3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

13

27

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

11

27

❰òòóê v0 = −13
27
a1 +−11

27
a2 =

[

−50
27
, 20
27
,−19

9
,−41

27

]

è h = v − v0 =
[

23
27
, 61
27
, 10

9
,−40

27

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −13
27
a1 +−11

27
a2 =

[

−50
27
, 20
27
,−19

9
,−41

27

]

è h = v − v0 =
[

23
27
, 61
27
, 10

9
,−40

27

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−3 5 3 −5
5 −3 −5 3
3 −5 −3 5
−5 3 5 −3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 3 5 3 −5
5 −x− 3 −5 3
3 −5 −x− 3 5
−5 3 5 −x− 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −3 è b = 5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+ 2b = 0 + 10 = 10, λ4 = 2a− 2b = 0− 10 = −10✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 10 0
0 0 0 −10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✼✶ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ßâîð ➶åíöèñëàâîâ ➹îëåìàíîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 1, 2, 3), a2 = (−3, 2,−1, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (3, 2,−4, 1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

3

10

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

1

10

❰òòóê v0 =
3
10
a1 +

1
10
a2 =

[

9
10
, 1
2
, 1
2
, 13
10

]

è h = v − v0 =
[

21
10
, 3
2
,−9

2
,− 3

10

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
3
10
a1 +

1
10
a2 =

[

9
10
, 1
2
, 1
2
, 13
10

]

è h = v − v0 =
[

21
10
, 3
2
,−9

2
,− 3

10

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−3 1 3 −1
1 −3 −1 3
3 −1 −3 1
−1 3 1 −3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 3 1 3 −1
1 −x− 3 −1 3
3 −1 −x− 3 1
−1 3 1 −x− 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −3 è b = 1✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+2 = 2, λ4 = 2a−2b = 0−2 = −2✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 2 0
0 0 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✼✷ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➱îðäàí Ðóìåíîâ Ðóñåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 4, 3, 4), a2 = (4,−1, 4,−3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−1, 4, 1, 3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

5

7

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

13

42

❰òòóê v0 =
5
7
a1 +−13

42
a2 =

[

−11
21
, 19

6
, 19
21
, 53
14

]

è h = v − v0 =
[

−10
21
, 5
6
, 2
21
,−11

14

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = 5
7
a1 +−13

42
a2 =

[

−11
21
, 19

6
, 19
21
, 53
14

]

è h = v − v0 =
[

−10
21
, 5
6
, 2
21
,−11

14

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−4 2 4 −2
2 −4 −2 4
4 −2 −4 2
−2 4 2 −4









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 4 2 4 −2
2 −x− 4 −2 4
4 −2 −x− 4 2
−2 4 2 −x− 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −4 è b = 2✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+4 = 4, λ4 = 2a−2b = 0−4 = −4✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✼✸ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❒àðòèí ➮ëèåâ ✃àñàïîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 3, 3, 1), a2 = (3,−1,−2, 3) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−1,−4, 4,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

4

23

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

13

23

❰òòóê v0 = − 4
23
a1 +−13

23
a2 =

[

−47
23
, 1
23
, 14
23
,−43

23

]

è h = v − v0 =
[

24
23
,−93

23
, 78
23
,− 3

23

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 4
23
a1 +−13

23
a2 =

[

−47
23
, 1
23
, 14
23
,−43

23

]

è h = v − v0 =
[

24
23
,−93

23
, 78
23
,− 3

23

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−5 3 5 −3
3 −5 −3 5
5 −3 −5 3
−3 5 3 −5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 5 3 5 −3
3 −x− 5 −3 5
5 −3 −x− 5 3
−3 5 3 −x− 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −5 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✼✹ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ✃àòÿ Ïëàìåíîâà Õðèñòîâñêà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 1, 2, 2), a2 = (−2, 2,−1, 4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (2,−1,−2,−3) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

3

25

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

16

25

❰òòóê v0 = − 3
25
a1 +−16

25
a2 =

[

4
5
,−7

5
, 2
5
,−14

5

]

è h = v − v0 =
[

6
5
, 2
5
,−12

5
,−1

5

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 3
25
a1 +−16

25
a2 =

[

4
5
,−7

5
, 2
5
,−14

5

]

è h = v − v0 =
[

6
5
, 2
5
,−12

5
,−1

5

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









5 −3 −5 3
−3 5 3 −5
−5 3 5 −3
3 −5 −3 5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5− x −3 −5 3
−3 5− x 3 −5
−5 3 5− x −3
3 −5 −3 5− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 5 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 10−6 = 4, λ4 = 2a−2b = 10+6 = 16✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✼✾ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➘èìèòúð Õðèñòîâ ➪àêúðäæèåâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 2, 3, 1), a2 = (3,−1,−4, 2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (4,−1, 4, 2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

14

15

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

1

30

❰òòóê v0 =
14
15
a1 +

1
30
a2 =

[

23
6
, 11

6
, 8
3
, 1
]

è h = v − v0 =
[

1
6
,−17

6
, 4
3
, 1
]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
14
15
a1 +

1
30
a2 =

[

23
6
, 11

6
, 8
3
, 1
]

è h = v − v0 =
[

1
6
,−17

6
, 4
3
, 1
]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−2 4 2 −4
4 −2 −4 2
2 −4 −2 4
−4 2 4 −2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 2 4 2 −4
4 −x− 2 −4 2
2 −4 −x− 2 4
−4 2 4 −x− 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −2 è b = 4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+8 = 8, λ4 = 2a−2b = 0−8 = −8✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 8 0
0 0 0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✽✵ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ßíà ➶àñèëåâà ✃îçàðîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 4, 4, 3), a2 = (−3, 4,−4, 2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−2, 1,−1, 2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

2

45

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

2

5

❰òòóê v0 =
2
45
a1 +

2
5
a2 =

[

−10
9
, 16

9
,−64

45
, 14
15

]

è h = v − v0 =
[

−8
9
,−7

9
, 19
45
, 16
15

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
2
45
a1 +

2
5
a2 =

[

−10
9
, 16

9
,−64

45
, 14
15

]

è h = v − v0 =
[

−8
9
,−7

9
, 19
45
, 16
15

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−3 5 3 −5
5 −3 −5 3
3 −5 −3 5
−5 3 5 −3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 3 5 3 −5
5 −x− 3 −5 3
3 −5 −x− 3 5
−5 3 5 −x− 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −3 è b = 5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+ 2b = 0 + 10 = 10, λ4 = 2a− 2b = 0− 10 = −10✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 10 0
0 0 0 −10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✽✶ ✼ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➹àáðèåëà ➮âàíîâà ❐óõîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (4, 1, 4, 4), a2 = (1,−4, 4,−4) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−2, 3, 4,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
=

3

49

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

10

49

❰òòóê v0 =
3
49
a1 +

10
49
a2 =

[

22
49
,−37

49
, 52
49
,−4

7

]

è h = v − v0 =
[

−120
49
, 184

49
, 144

49
,−10

7

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 =
3
49
a1 +

10
49
a2 =

[

22
49
,−37

49
, 52
49
,−4

7

]

è h = v − v0 =
[

−120
49
, 184

49
, 144

49
,−10

7

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









3 −5 −3 5
−5 3 5 −3
−3 5 3 −5
5 −3 −5 3









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3− x −5 −3 5
−5 3− x 5 −3
−3 5 3− x −5
5 −3 −5 3− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 3 è b = −5✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a + 2b = 6 − 10 = −4, λ4 = 2a − 2b = 6 + 10 = 16✳ Ïîñëåäî✲
âàòåëíî ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

(A− λiE) = 0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✽✷ ✽ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❒àðòèí ➶ëàäèìèðîâ Ïåòêîâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (2, 1, 1, 1), a2 = (1,−1,−2, 1) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−2, 4,−1,−2) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

3

7

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

6

7

❰òòóê v0 = −3
7
a1 +−6

7
a2 =

[

−12
7
, 3
7
, 9
7
,−9

7

]

è h = v − v0 =
[

−2
7
, 25

7
,−16

7
,−5

7

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = −3
7
a1 +−6

7
a2 =

[

−12
7
, 3
7
, 9
7
,−9

7

]

è h = v − v0 =
[

−2
7
, 25

7
,−16

7
,−5

7

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









2 −4 −2 4
−4 2 4 −2
−2 4 2 −4
4 −2 −4 2









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2− x −4 −2 4
−4 2− x 4 −2
−2 4 2− x −4
4 −2 −4 2− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 2 è b = −4✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 4−8 = −4, λ4 = 2a−2b = 4+8 = 12✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✽✼ ✺ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ❐èëèÿ Òèõîìèðîâà Öâåòêîâà

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (1, 1, 2, 4), a2 = (1,−1, 4,−2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (1,−1, 1,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

1

11

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
=

4

11

❰òòóê v0 = − 1
11
a1 +

4
11
a2 =

[

3
11
,− 5

11
, 14
11
,−12

11

]

è h = v − v0 =
[

8
11
,− 6

11
,− 3

11
, 1
11

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 1
11
a1 +

4
11
a2 =

[

3
11
,− 5

11
, 14
11
,−12

11

]

è h = v − v0 =
[

8
11
,− 6

11
,− 3

11
, 1
11

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









−5 3 5 −3
3 −5 −3 5
5 −3 −5 3
−3 5 3 −5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x− 5 3 5 −3
3 −x− 5 −3 5
5 −3 −x− 5 3
−3 5 3 −x− 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = −5 è b = 3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 0+6 = 6, λ4 = 2a−2b = 0−6 = −6✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1,−1,−1, 1]
e4 = [1, 1,−1,−1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

e4 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 6 0
0 0 0 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳



âàðèàíò ô✳ íîìåð ãðóïà ïîòîê êóðñ ñïåöèàëíîñò

✽✶✵✽✽ ✻ ■■ ✶ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

➮ìå✿ ➘àíèåë ➴ìèëîâ ❒àí÷åâ

Òðåòî ✃îíòðîëíî ïî ➚ëãåáðà ■
ñïåö✳ ✃îìïþòúðíè ❮àóêè

✷✹✳✵✶✳✶✹

➬àäà÷à ✶✳ ➶ åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 å äàäåíà ëèíåéíàòà îáâèâêà U = l(a1, a2) íà âåêòîðèòå

a1 = (3, 2, 3, 2), a2 = (3,−2,−3, 2) ∈ R
4✳ ➘à ñå íàìåðè îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ v0 íà âåêòîðà

v = (−1, 4,−2,−1) âúðõó U è ïåðïåíäèêóëÿðúò h îò v êúì U ✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî íåêà çàáåëåæèì✱ ÷å (a1, a2) = 0✱ îò êúäåòî a1 è a2 ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

➶ ÷àñòíîñò a1 è a2 ñà îðòîãîíàëåí áàçèñ íà U✳ ➶åêòîðúò v0 ëåæè â U✱ îò êúäåòî ⇒ ∃ α1, α2 ∈ R :
v0 = α1a1+α2a2✳ ❮åêà çàáåëåæèì îùå✱ ÷å v−v0 = h ∈ U

⊥✱ îò êúäåòî (v−v0, a1) = 0, (v−v0, a2) = 0✳

0 = (v − v0, a1) = (v, a1)− (v0, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)− α2(a2, a1) = (v, a1)− α1(a1, a1)

⇔ (v, a1) = α1(a1, a1)

⇔ α1 =
(v, a1)

(a1, a1)
= −

3

26

0 = (v − v0, a2) = (v, a2)− (v0, a2) = (v, a1)− α1(a2, a1)− α2(a2, a2) = (v, a2)− α2(a2, a2)

⇔ (v, a2) = α2(a2, a)

⇔ α2 =
(v, a2)

(a2, a2)
= −

7

26

❰òòóê v0 = − 3
26
a1 +− 7

26
a2 =

[

−15
13
, 4
13
, 6
13
,−10

13

]

è h = v − v0 =
[

2
13
, 48
13
,−32

13
,− 3

13

]

✳

❰òãîâîð✿ v0 = − 3
26
a1 +− 7

26
a2 =

[

−15
13
, 4
13
, 6
13
,−10

13

]

è h = v − v0 =
[

2
13
, 48
13
,−32

13
,− 3

13

]

✳

➬àäà÷à ✷✳ Ñïðÿìî îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî R
4 ëèíåéíèÿò îïåðàòîð

ϕ : R4 → R
4 èìà ìàòðèöà✿









5 −3 −5 3
−3 5 3 −5
−5 3 5 −3
3 −5 −3 5









.

❮àìåðåòå îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R
4✱ â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà D✱ êàêòî è òàçè ìàòðèöà

D✳

Ðåøåíèå✳ ✭✷ òî÷êè✮ Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì õàðàêòåðèñò÷íèÿ ïîëèíîì íà ìàòðèöàòà A íà

îïåðàòîðà ϕ✳

fA(x) = det(A− xE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5− x −3 −5 3
−3 5− x 3 −5
−5 3 5− x −3
3 −5 −3 5− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



➬àáåëÿçâàìå✱ ÷å äåòåðìèíàíòàòà íè å åêâèâàëåíòíà íà äàäåíàòà✿
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− x b −a −b

b a− x −b −a

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

çà a = 5 è b = −3✳ Ïðèáàâÿìå ÷åòâúðòè ðåä êúì âòîðè è òðåòè êúì ïúðâè çà äà ïîëó÷èì

fA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−x 0 −x 0
0 −x 0 −x

−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 0
0 1 0 1
−a −b a− x b

−b −a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➮çâàæäàìå ïúðâè ñòúëá îò òðåòè è ïîëó÷àâàìå✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 1
−a −b 2a− x b

−b −a 2b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
−b a− x b

−a b a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

❮àêðàÿ èçâàæäàìå îòíîâî ïúðâè ñòúëá îò òðåòè✱ êîåòî âîäè äî✿

fA(x) = x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−b a− x 2b
−a b 2a− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2

∣

∣

∣

∣

a− x b

b a− x

∣

∣

∣

∣

= x2[(x−2a)2−4b2] = x2(x−(2a+2b))(x−(2a−2b)).

❰òòóê ïîëó÷àâàìå✱ ÷å λ1,2 = 0, λ3 = 2a+2b = 10−6 = 4, λ4 = 2a−2b = 10+6 = 16✳ Ïîñëåäîâàòåëíî
ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè îò ñèñòåìèòå õîìîãåííè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ (A−λiE) =
0, çà i = 1, 3, 4✳ Òàêà ïîëó÷àâàìå âåêòîðèòå

e1 = [0, 1, 0, 1]
e2 = [1, 0, 1, 0]
e3 = [1, 1,−1,−1]
e4 = [1,−1,−1, 1]

êîèòî ñà ñîáñòâåíè âåêòîðè íà îïåðàòîðà ϕ✳ Ñëåä íîðìèðàíå íà âåêòîðèòå ïîëó÷àâàìå îðòîíîð✲

ìèðàí áàçèñ✿

e1 =
[

0, 1√
2
, 0, 1√

2

]

e2 =
[

1√
2
, 0, 1√

2
, 0
]

e3 =
[

1
2
, 1
2
,−1

2
,−1

2

]

e4 =
[

1
2
,−1

2
,−1

2
, 1
2

]

,

â êîéòî ϕ èìà äèàãîíàëíà ìàòðèöà

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

➬àäà÷à ✸✳ ❮åêà ϕ : V → V å ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð â êðàéíîìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å ÿäðîòî kerϕ = (Imϕ)⊥ ñúâïàäà ñ îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà îáðàçà íà ϕ✳



Ðåøåíèå✳ ✭✶ òî÷êà✮ Ïî äåôèíèöèÿ kerϕ = {v ∈ V |ϕ(v) = ~o}✱ Imϕ = {w ∈ V |∃u ∈ V : ϕ(u) = w}✳
❮åêà âçåìåì ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V è ðàçãëåäàìå ñêàëàðíîòî ìó ïðîèçâåäåíèå ñ ïðîèçâîëåí

âåêòîð w îò V ✳ ❰ò ãîðåñïîìåíàòèòå äåôèíèöèè è äåôèíèöèÿòà íà ñèìåòðè÷åí îïåðàòîð ïîëó÷à✲

âàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà✿

(v, w) = (v, ϕ(u)) = (ϕ(v), u) = (~o, u) = 0

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëåí âåêòîð v îò V ïîëó÷èõìå✱ ÷å (v, w) = 0, çà âñåêè w ∈ Imϕ✱ êîåòî îò

ñâîÿ ñòðàíà å äåôèíèöèÿòà çà îðòîãîíàëíî äîïúëíåíèå✳ Òàêà îêîí÷àòåëíî äîêàçàõìå✱ ÷å kerϕ =
(Imϕ)⊥✳


