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Увод

Разглеждат се само крайни, неориентирани графи без кратни

ребра и примки. За даден граф G с V(G), E(G) и e (G) означават

съответно множеството на върховете, множеството на ребрата и

броят на ребрата на графа G. Казваме, че W ⊂ V(G) е клика на

графа G, ако всеки два върха от W са съседни. Най-големият брой

върхове на G, които образуват клика се нарича кликово число на G

и се бележи с ω (G). Казваме, че W ⊂ V(G) е независимо множест-

во, ако вW няма съседни върхове. Най-големият брой върхове в G,

които образуват независимо множество се нарича число на незави-

симост на G и се бележи с α (G). С χ (G) означаваме хроматичното

число на G, а с deg(v) означаваме степента на върха v.

Теорията на графите е възникнала като математическа дисцип-

лина, която отразява връзките между обектите на дадена матема-

тическа структура. За неин родоначалник се смята Ойлер, поста-

вяйки и решавайки известната задача за Кьонигсбергските мосто-

ве. Използвайки съвременна терминология, можем да кажем, че

Ойлер доказва, че необходимо условие за съществуване на Ойле-

ров път в граф е той да е свързан и броят на върховете от нечет-

на степен да е точно нула или два. Оказва се, че това условие и

достатъчно. Интересното тук е, че за определяне дали има такъв

път е достатъчно да знаем само редицата от степени на графа. Ес-

тествено възниква въпросът дали всяка редица от неотрицателни

числа може да бъде графична (т. е. да съответства на степените

на върховете на някакъв граф). Отговор на този въпрос ни дава

теоремата на Erdős–Gallai (вж. [14] или Теорема 5.5). Паралелно с
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това възникват и въпросът кои характеристики на даден граф мо-

гат да се определят от степените на върховете му или, евентуално,

да се оценят. В това направление са и основните резултати на тази

дисертация.

От класическата теорема на Turán (вж. [39] или Теорема 1.16)

лесно следва неравенството

e (G) ≤ n2(r − 1)

2r
. (1)

С помощта на средната степен

d1 =
1

n

 ∑
v∈V (G)

deg(v)


и очевидното равенство

2e (G) =
∑

v∈V (G)

deg(v),

от (1) лесно се получава

ω (G) ≥ n

n− d1

. (2)

Това неравенство, изглежда че, се появява за първи път в ду-

ална форма (за α (G)) в работата на Erdős и Gallai в [15]. Разнооб-

разни негови доказателства има в [2].

През 1979 г. Caro ([8]) и през 1981 г. Wei ([40, 41]) доказват

следното неравенство (вж. Следствие 1.21):

ω (G) ≥
∑
v∈V

1

n− deg(v)
. (3)

Тъй като функцията
1

n− x
е изпъкнала, след като приложим

към дясната страна на (3) неравенството на Jensen се получава

неравенството (2). Поради това неравенството (3) е по-силно от

неравенството (2).

Друго усилване на (2) е неравенството
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ω (G) ≥ n

n− d2

, (4)

където

d2 =

√√√√√ 1

n

 ∑
v∈V (G)

deg2(v)

,
което за първи път е формулирано от Edwards и Elphick в [11].

Доказателството им не е коректно и в тази дисертация предлагаме

коректно доказателство.

Тъй като d1 ≤ d2, неравенството (2) следва от (4). Да отбеле-

жим, че неравенствата (3) и (4) са несравними.

В [36] и [4] неравенствата (1)-(4) са усилени. За да опишем по

точно тези неравенства ще са ни необходими следните дефиниции.

Определение 1 (Определение 2.1). Нека G е граф с n върха и

W ⊆ V(G). Ще казваме, че W е малко множество (δ-множество)

в графа G, ако

deg(v) ≤ n− |W | , за всяко v ∈ W.

С S(G) ще бележим броя на върховете в най-голямото малко мно-

жество.

Графът G се нарича обобщен r-хроматичен граф, ако същест-

вува r-разлагане

V(G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j,

за което множествата V1, V2, . . . , Vr са малки множества в G. Най-

малкото цяло число r, за което G е обобщен r-хроматичен се озна-

чава с ϕ(G).

В [36] Ненов доказва следното неравенство

ϕ(G) ≤ ω (G). (5)
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Също в [36] Ненов доказва, че неравенствата (1), (2) и (3) ос-

тават верни, когато заменим ω (G) с ϕ(G), а заедно с Ненов в [4]

доказваме, че неравенството (4) също остава вярно при тази замя-

на.

От неравенство (5) виждаме, че получените по този начин не-

равенства усилват неравенствата (1), (2), (3) и (4).

В тази дисертация изследваме подробно функцията ϕ(G). Полу-

чаваме редица оценки за ϕ(G), от които следват оценки за важни

параметри на графа като кликовото число, хроматичното число,

числото на независимост и др.. Получаваме и линеен алгоритъм

за пресмятането на ϕ(G) и някои негови обобщения. Дефинираме

и други функции върху графите, които са аналогични на ϕ(G) и

които също дават възможност да се получат нови оценки за някои

основни параметри на графа.

Пристъпваме към по-подробно описание на резултатите по гла-

ви.

Глава 1. В първия параграф се дефинират основни понятия

и означения от теория на графите ([24, 43]). Във втория параграф

се разглеждат хроматични разлагания ([1]).

Глава 2. В първия параграф се дават необходимите дефи-

ниции и се доказват основни свойства на малките множества и на

функцията ϕ(G). Следващата лема ни дава начин, по който можем

да строим различни разбивания на малки множества на графа, ако

винаги можем да намираме едно малко множество.

Лема 2 (Лема 2.7). Нека G е граф и W ⊆ V(G). Ако U е малко

множество в G[W ], то U е малко множество и в G.

Основно твърдение тук е Твърдение 2.8 (вж. и [36]):

ϕ(G) ≤ ω (G).
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Следващата теорема ([3]) завършва първия параграф на глава-

та.

Теорема 3 (Теорема 2.9). Нека G е граф с n върха, минимална

степен δ, максимална степен ∆ и средна степен d1. Тогава:

а)
⌈

n

n− d1

⌉
≤ ϕ(G) ≤

⌈
n

n−∆

⌉
;

б) Ако
r − 2

r − 1
n < d1 ≤ ∆ ≤ r − 1

r
n за някое естествено число

r > 1, то ϕ(G) = r. В частност, за r = 2 неравенството

1 ≤ δ ≤ ∆ ≤ n/2 ни дава ϕ(G) = 2;

в) Ако G е r-регулярен, то ϕ(G) =

⌈
n

n− r

⌉
.

Във втория параграф Твърдение 2.11 (вж. и [36]) гласи, че

ϕ(G) ≥ CW(G) =
∑

v∈V(G)

1

n− deg(v)
,

което е усилване и дава друго доказателство на неравенството на

Caro-Wei.

Оттук, като следствие, получаваме и усилване на теоремата на

Turán в (Следствие 2.13 и Следствие 2.14):

ϕ(G) ≥ n

n− d1

и e (G) ≤ n2(ϕ(G)− 1)

2ϕ(G)
.

В третия параграф основна е Теорема 2.17 (вж. и [4]).

Теорема 4 (Теорема 2.17). Нека G е граф с n върха. Тогава

ϕ(G) ≥ n

n− d2

.

Равенство се достига точно когато n ≡ 0 (mod ϕ(G)) и G е регу-

лярен граф от степен
n(ϕ(G)− 1)

ϕ(G)
.

Главата завършва с параграф (вж. и [3]), в който се разглеждат

максимални малки множества, т. е. малки множества с възможно
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най-голям брой върхове. Доказани са неравенства между големи-

ната на максимално малко множество S(G) и числото на кликово

разбиване (Твърдение 2.26)

S(G) ≥ θ (G) ≥ α (G).

и са намерени оценките за S(G) (Твърдение 2.28 и Теорема 2.29)

n−∆ ≤ S(G) ≤ n− δ

α (G) ≤ S(G) ≤ n−∆

2
+

√
(n−∆)2

4
+ n∆− 2e (G)

Като следствие е получено неравенството на Hansen-Zheng ([21])

α (G) ≤

⌊
1

2
+

√
1

4
+ n2 − n− 2e (G)

⌋
.

Също така в Твърдение 2.27 е даден начин за ефективно пресмя-

тане на S(G), ако знаем редицата от степени на графа, както и за

намиране на едно максимално малко множество.

Твърдение 5 (Твърдение 2.27). Нека G е граф с n върха и нека

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn е неговата редица от степени. Тогава

а) S(G) ≥ n

ϕ(G)
;

б) S(G) = max{s | ds ≤ n−s} и {v1, v2, . . . , vS(G)} е максимално

малко множество на G;

Глава 3. В тази глава се разглеждат средно-степенните

dr = r

√√√√√ 1

n

 ∑
v∈V (G)

degr(v)

,
и се доказва Теорема 3.2 (вж. и [3])



УВОД vii

Теорема 6 (Теорема 3.2). Нека G е граф с n върха. Тогава са

в сила следните твърдения:

а) За всяко естествено число r ≤ ϕ(G), ϕ(G) ≥ n

n− dr(G)
.

Освен това, равенство се достига тогава и само тогава,

когато G е
n(ϕ(G)− 1)

ϕ(G)
-регулярен граф.

б) ϕ(G) ≥ n

n− d3(G)
. Освен това, равенство се достига тога-

ва и само тогава, когато G е
n(ϕ(G)− 1)

ϕ(G)
-регулярен граф.

в) Ако ϕ(G) 6= 2, то ϕ(G) ≥ n

n− d4(G)
. Освен това, същест-

вува граф G, за който ϕ(G) = 2 и ϕ(G) <
n

n− d4(G)
.

Като следствие получаваме усилвания на теоремата на Turán.

Следствие 7 (Следствие 3.3). Нека G е граф с n върха. Тогава

са в сила следните твърдения.

а) За всяко естествено число r ≤ ϕ(G), ω (G) ≥ n

n− dr(G)
и

има равенство, точно когато G е пълен ω (G)-хроматичен

граф на Turán (Определение 1.9)

Tω(G)(n) = K
(

n
ω(G)

, n
ω(G)

, . . . , n
ω(G)

)
.

б) ω (G) ≥ n

n− d3(G)
и има равенство, точно когато G е пъ-

лен ω (G)-хроматичен граф на Turán Tω(G)(n).

в) Ако ϕ(G) 6= 2, то ω (G) ≥ n

n− d4(G)
.

Глава 4. Тук се разглеждат различни модификации на малки

множества ([3, 5]. Първата от тях е:

Определение 8 (Определение 4.1). Нека G е n-върхов граф и

W ⊆ V(G). Ще казваме, че W е δk-малко множество на G ако

dk(W ) ≤ n− |W | .

С ϕ(k)(G) ще означаваме най-малкия брой δk-множества на G, на

които V(G) се разлага.
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Ще означаваме максималния брой върхове в δk-множество на G

с S(k)(G).

В първия параграф са получени оценките (Твърдение 4.5, Твър-

дение 4.8 и Твърдение 4.7):

ϕ(1)(G) ≥
⌈

n

n− d1(G)

⌉
⌈

n

n− d1(G)

⌉
≤ ϕ(k)(G) ≤

⌈
n

n−∆(G)

⌉
ϕ(1)(G) ≤ ϕ(2)(G) ≤ · · · ≤ ϕ(k)(G) ≤ · · · ≤ ϕ(G) ≤ ω (G) ≤ χ(G)

Във втория параграф Теорема 4.9 усилва Твърдение 4.7.

Теорема 9 (Теорема 4.9). Нека G е граф. Тогава съществува

естествено число k0 = k0(G), такова че за всяко k ≥ k0 е в сила

а) Всяко δk-малко множество на G е малко множество на G.

б) ϕ(1)(G) ≤ · · · ≤ ϕ(k0)(G) = ϕ(k0+1)(G) = · · · = ϕ(G).

В третия параграф на главата се доказва следната теорема:

Теорема 10 (Теорема 4.11). Нека G е n-върхов граф и

V(G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j,

където Vi са δk-малки множества. Тогава, за всяко естествено

k ≤ r са изпълнени следните неравенства

а) dk(G) ≤ n(r − 1)

r
;

б) r ≥ n

n− dk(G)
.

Тя ни дава оценка за dk(G), която се използва в следващия,

четвърти, параграф, за да се получат някои следствия.

В петия параграф се разглеждат най-големите δk-малки мно-

жества. За големините им се показва, че образуват монотонна не-

нарастваща редица, която се стабилизира. Следващите две твър-

дения дават тяхно описание и оценка за големината им.



УВОД ix

Твърдение 11 (Твърдение 4.24). Нека

V(G) = {v1, v2, . . . , vn} и deg(v1) ≤ deg(v2) ≤ · · · ≤ deg(vn).

Тогава

S(k)(G) = max {s | dk({v1, v2, . . . vs}) ≤ n− s} =

= max {s | {v1, v2, . . . vs} е δk-малко множество в G} .

Твърдение 12 (Твърдение 4.25). За всяко естествено число

k са в сила следните неравенства

n−∆(G) ≤ S(k)(G) ≤ n− δ(G).

Последната теорема от параграфа оценява големината на едно

δ1-малко множество чрез средно-степенното на останалите върхо-

ве. Като следствие се получава оценка за максималните δk-малки

множества.

Теорема 13 (Теорема 4.27). Нека A ⊆ V(G) е δ1-малко мно-

жество на G и s = d1(V(G) \ A). Тогава

|A| ≤

⌊
n− s

2
+

√
(n− s)2

4
+ ns− 2e (G)

⌋
(6)

Следствие 14 (Следствие 4.28). За всяко естествено число k

S(k)(G) ≤

⌊
n−∆(G)

2
+

√
(n−∆(G))2

4
+ n∆(G)− 2e (G)

⌋
≤

≤

⌊
1

2
+

√
1

4
+ n2 − n− 2e (G)

⌋
. (7)

В последния параграф се разглежда модификация на малки-

те множества чрез функцията на Caro-Wei — α-малки множества.

Доказва се, че всяко малко множество е и α-малко, както и че вся-

ко α-малко множество е и δ1-малко. Накрая доказваме две вериги

неравенства за минималния брой малки множества и като следст-

вие получаваме по-точни оценки за неравенството в теоремата на

Turán.
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Теорема 15 (Теорема 4.31). Нека G е граф с n върха. Тогава

а) ω (G) ≥ ϕ(G) ≥ ϕα(G) ≥ ϕ(1)(G) ≥
⌈

n

n− d1(G)

⌉
;

б) ω (G) ≥ ϕ(G) ≥ ϕα(G) ≥ CW (G) ≥
⌈

n

n− d1(G)

⌉
.

Следствие 16 (Следствие 4.33). Нека G е граф с n върха. То-

гава

а)

e (G) ≤ (ϕ(1)(G)− 1)n2

2ϕ(1)(G)
≤ (ϕα(G)− 1)n2

2ϕα(G)
≤

≤ (ϕ(G)− 1)n2

2ϕ(G)
≤ (ω (G)− 1)n2

2ω (G)
;

б)

e (G) ≤ (CW(G)− 1)n2

2 CW(G)
≤ (ϕα(G)− 1)n2

2ϕα(G)
≤

≤ (ϕ(G)− 1)n2

2ϕ(G)
≤ (ω (G)− 1)n2

2ω (G)
.

Глава 5. В тази глава, заедно с малките множества, разг-

леждаме и дуалните им големи множества, като разглеждаме по-

общата ситуация на k-малки и k-големи множества.

Определение 17 (Определение 5.2). Нека G е граф с n върха.

Едно множество от върхове A ⊆ V(G) ще наричаме k-малко ако за

всеки връх v ∈ A, deg(v) ≤ n−|A|+k. Едно подмножество B ⊆ V(G)

ще наричаме k-голямо ако за всеки връх v ∈ B, deg(v) ≥ |B|−k−1.

Като използваме техниката развита за малки множества, полу-

чаваме множество твърдения за минималния брой такива множес-

тва, на които може да се разбие множеството от върховете и за

големината на най-голямото такова множество.
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Теорема 18 (Теорема 5.12). Нека G е граф със n върха и d1 ≤

d2 ≤ . . . ≤ dn е неговата редица от степени. Тогава

а) Sk(G) ≥ αk(G) и Lk(G) ≥ ωk(G);

б) Sk(G) ≥ n

ϕk(G)
и Lk(G) ≥ n

Ωk(G)
;

в) Sk(G) = max{s | ds ≤ n − s + k} и {v1, v2, . . . , vSk(G)} е най-

голямо k-малко множество на G;

г) Lk(G) = max{t | t− k − 1 ≤ dn−t+1} и {vn−Lk(G)+1, vn−Lk(G)+2,

. . . , vn} е най-голямо k-голямо множество на G.

Твърдение 19 (Твърдение 5.13). Нека G е граф с минимална

степен δ и максимална степен ∆. Тогава

а) n−∆ + k ≤ Sk(G) ≤ n− δ + k за k ≤ ∆;

б) δ + k + 1 ≤ Lk(G) ≤ ∆ + k + 1 за k ≤ n− δ − 1;

в) Ако G е r-регулярен, то Sk(G) = n − r + k при k ≤ r и

Lk(G) = r + k + 1 при k ≤ n− r − 1.

Доказваме, че множеството от върховете на всеки граф може

да се разложи на k-голямо и k-малко множество. Този факт се

прецизира в

Твърдение 20 (Твърдение 5.19). Нека G е граф с n върха и

e (G) ребра. Тогава съществува разлагане на V(G) на k-малко мно-

жество VS и k-голямо множество VL, такива,че

|VL| ≤
1

2
(k + 1 +

√
(k + 1)2 + 8e (G))

и

|VS| ≥ n− 1

2
(k + 1 +

√
(k + 1)2 + 8e (G)).

В последния параграф на главата се доказват следните оценки

за ϕk(G) и Ωk(G).
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Теорема 21 (Теорема 5.20). Нека G е граф с n върха и средна

степен d1. Тогава

а) ϕk(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

n− deg(v) + k
≥ n

n− d1 + k
;

б) Ωk(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

deg(v) + k + 1
≥ n

d1 + k + 1
.

Следствие 22 (Следствие 5.22). Нека G е граф с n върха и

e (G) ребра. Тогава

а) e (G) ≤ 1

2

(
n2 − n2

ϕk(G)
+ nk

)
;

б) e (G) ≥ 1

2

(
n2

Ωk(G)
− n(k + 1)

)
.

Теорема 23 (Теорема 5.23). Нека G е граф с n върха минимал-

на степен δ, максимална степен ∆ и средна степен d1. Тогава

а)
⌈

n

n− d1 + k

⌉
≤ ϕk(G) ≤

⌈
n

n+ k −∆

⌉
;

б)
⌈

n

d1 + k + 1

⌉
≤ Ωk(G) ≤

⌈
n

δ + k + 1

⌉
;

в) Ако
r − 2

r − 1
n + k < d1 ≤ ∆ ≤ r − 1

r
n + k за някое цяло число

r > 1, то ϕk(G) = r. В частност за r = 2 имаме, че ако

1 ≤ δ ≤ ∆ ≤ n/2, то ϕ(G) = 2);

г) Ако
n

r
− k − 1 ≤ δ ≤ d1 <

n

r − 1
− k − 1 за някое цяло число

r > 1, то Ωk(G) = r;

д) Ако G е r-регулярен, то ϕk(G) =

⌈
n

n+ k − r

⌉
и Ωk(G) =⌈

n

r + k + 1

⌉
.

Глава 6. В тази глава са представени два алгоритъма с линей-

но време за намиране на ϕk(G) и на Ωk(G), като е доказана тяхната

коректност.
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Глава 1

Независими множества. Разлагане на независими

множества и хроматично число.

1. Основни понятия и означения от теория на графите

В този парграф ще дадем някои основни определения и означе-

ния ([43, 24]).

Ще разглеждаме само крайни и неориентирани графи, без крат-

ни ребра и примки.

Ако A е множество с A(2) ще означаваме множеството от всички

двуелементни подмножества на A.

Определение 1.1. Нека V е непразно крайно множество и E ⊂

V (2) е множество от двуелементни подмножества на V . Граф нари-

чаме наредената двойка G = (V,E), а елементите на V = V(G) и

E = E(G) наричаме съответно върхове и ребра на графа G. С G оз-

начаваме допълнителния граф на G = (V,G), където V
(
G
)

= V(G)

и E
(
G
)

= V (2) \ E, а с e (G) = |E(G)| броя на ребрата на G.

Графът G е пълен, когато E = V (2) и ако |V | = n го бележим с

Kn. Простият цикъл с дължина n ще бележим с Cn.

Определение 1.2. Ако v1, v2 ∈ V(G) и [v1, v2] ∈ E(G) казваме,

че върховете v1 и v2 са съседни. За върха v ∈ V с N(v) = NG(v)

означаваме множеството от всички съседни на v върхове, а заM ⊂

V с N(M) = NG(M) =
⋃
v∈M

N(v) бележим множеството от върховете,

които са съседни на връх от M .

Степен degG(v) = |N(v)| на върха v наричаме броя на съседните

на v върхове. Когато графът G е фиксиран се използва и означе-
1
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нието deg(v).

С ∆ = ∆(G) = max
v∈V (G)

deg(v) и δ = δ(G) = min
v∈V (G)

deg(v) означава-

ме, съответно, най-голямата и най-малката степен на върховете на

графа G.

Ще смятаме, че върховете са номерирани според големината

на степените си, т. е. δ = deg(v1) ≤ deg(v2) ≤ · · · ≤ deg(vn) = ∆,

където n = |V(G)|. Често ще пишем di вместо deg(vi). Редицата

d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn ще наричаме редица от степени на графа G.

За W ⊆ V(G) определяме k-то средно-степенно на W и G,

съответно, като

dk(W ) =
k

√√√√ ∑
v∈W

degk(v)

|W |
, dk = dk(G) = dk

(
V(G)

)
.

Определение 1.3. Нека W ⊆ V(G). Функция на Caro-Wei ще

наричаме

CW(W ) =
∑
v∈W

1

n− deg(v)
.

Вместо CW(V(G)) ще пишем CW(G).

Определение 1.4. Едно множество от k върха наричаме k-

клика, ако всеки два негови върха са съседни и независимо мно-

жество, ако всеки два негови върха не са съседни.

Броят на върховете α (G) в максимално независимо множество

се нарича число на независимост на G, а броят на елементите на

максимална клика ω (G) кликово число.

Минималният брой клики θ (G), на които се разлага V(G), се

нарича число на кликово разлагане.

Да отбележим, че два върха са съседни вG тогава и само тогава,

когато не са съседни в G и едно множество от върхове е независимо

(клика) в G тогава и само тогава, когато то е клика (независимо)

в G. Поради това, α (G) = ω
(
G
)
и ω (G) = α

(
G
)
.
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Определение 1.5. Нека G1 и G2 са два графа без общи върхо-

ве. С G1 + G2 означаваме графа G, за който V(G) = V(G1) ∪ V(G2)

и

E(G) = E(G1) ∪ E(G2) ∪ {[v1, v2] | v1 ∈ E(G1), v2 ∈ E(G2)}.

2. Хроматични разлагания. Теорема на Turán.

Неравенство на Caro-Wei.

Ще се придържаме към означенията и изложението в Глава 10

от дисертацията на Ненов ([1]). За пълнота ще изложим основните

определения и добре известни твърдения свързани с теоремата на

Turán.

Определение 1.6. Нека G е граф. Всяко разлагане

V (G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j (8)

се нарича r-разлагане на върховете на G. Множествата V1, V2, . . . ,

Vr се наричат части на това разлагане.

Определение 1.7. Казваме, че r-разлагането (8) е r-хрома-

тично разлагане, ако частите му са независими множества, а гра-

фът G се нарича r-хроматичен граф. Хроматичното число на гра-

фаG е най-малкото естествено число r, за коетоG има r-хроматично

разлагане и се бележи с χ (G).

Определение 1.8. Нека G е r-хроматичен граф с части V1,

V2, . . . , Vr. Казваме, че G е пълен r-хроматичен граф, ако всеки

два върха, които са от различни части, са съседни. Бележим го с

K(p1, p2, . . . , pr), където pi = |Vi|, i = 1, 2,. . . , r.

Ясно е, че K(p1, p2, . . . , pr) = Kp1 +Kp2 + · · ·+Kpr .

Определение 1.9. Пълният r-хроматичен графK(p1, p2, . . . , pr)

се нарича r-хроматичен граф на Turán, ако |pi − pj| ≤ 1, за всеки
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i и j, и се означава с Tr(n), където n = p1 + p2 + · · · pr е броят на

върховете на този граф.

Твърдение 1.10. С точност до изоморфизъм графът Tr(n) се

определя еднозначно от числата r и n.

Доказателство. Нека G е r-хроматичен n-върхов граф на

Turán с части V1, V2, . . . , Vr и pi = |Vi|, i = 1, 2, r, като |pi− pj| ≤ 1,

за всяко i и j Ако n = rq + s, 0 ≤ s ≤ r − 1, то от |pi − pj| ≤ 1

следва, че s от частите Vi се състоят от
⌈n
r

⌉
= q + 1, а останалите

r − s части имат bnrc = q върха. Следователно, (с точност до изо-

морфизъм) r-хроматичният n-върхов граф на Turán е определен

еднозначно. �

От направените разсъждения става ясно, че

Tr(n) = Kq+1 + · · ·+Kq+1︸ ︷︷ ︸
s

+Kq + · · ·+Kq︸ ︷︷ ︸
r−s

. (9)

Твърдение 1.11. Нека G е r-хроматичен граф с части V1, V2,

. . . , Vr и pi = |Vi|, i = 1, 2, r. Тогава:

а) e (G) ≤ e (K(p1, p2, . . . , pr));

б) Равенство в а) е възможно само когато G = K(p1, p2, . . . , pr).

Доказателство. Следва очевидно от равенството

e (K(p1, p2, . . . , pr)) =
∑

1≤i<j≤r

pipj. (10)

�

Твърдение 1.12. Вярно е неравенството

e (Tr(n)) ≤ n2(r − 1)

2r

и равенство се достига само когато n ≡ 0 (mod r).

Доказателство. От (9) получаваме

e (Tr(n)) =
(n2 − s2)(r − 1)

2r
+

(
s

2

)
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и след преобразуване

e (Tr(n)) =
n2(r − 1)

2r
− s(r − s)

2r
,

откъдето очевидно следва исканото твърдение. �

Лема 1.13. Нека p1, p2, . . . , pr са неотрицателни цели числа

и нека n = p1 + p2 + · · ·+ pr. Тогава

а) e (K(p1, p2, . . . , pr)) ≤ e (Tr(n));

б) Равенство в а) е възможно само когато

K(p1, p2, . . . , pr) = Tr(n),

т. е. когато |pi − pj| ≤ 1, за всяко i и j.

За пълнота ще изложим доказателството на тази лема ([1]).

Доказателство. Нека K(p1, p2, . . . , pr) 6= Tr(n), т. е.

max{p1, p2, . . . , pr} −min{p1, p2, . . . , pr} ≥ 2

и нека, например, p1 − p2 ≥ 2. От (10) получаваме

e (K(p1 − 1, p2 + 1, p3, . . . , pr))− e (K(p1, p2, . . . , pr)) = p1 − p2 − 1.

Понеже p1 − p2 − 1 > 0, от последното равенство получаваме

e (K(p1 − 1, p2 + 1, p3, . . . , pr)) > e (K(p1, p2, . . . , pr)).

Следователно e (K(p1, p2, . . . , pr)) е най-голямо само тогава, ко-

гато |pi − pj| ≤ 1, за всяко i и j, т. е. когато K(p1, p2, . . . , pr) =

Tr(n). �

От Твърдение 1.11 и Лема 1.13 получаваме

Твърдение 1.14. Нека G е n-върхов r-хроматичен граф с час-

ти V1, V2, . . . , Vr. Тогава:

а) e (G) ≤ e (Tr(n));

б) равенство в а) е възможно само тогава, когато G е r-

хроматичният граф на Turán Tr(n) с части V1, V2, . . . , Vr.
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През 1941 година в [39] Turán обобщава Твърдение 1.14 по след-

ния начин:

Теорема 1.15 (Теорема на Turán). Нека G е n-върхов граф

и ω (G) ≤ r. Тогава:

а) e (G) ≤ e (Tr(n));

б) e (G) = e (Tr(n)) само когато G = Tr(n).

Често се използва следната малко по-слаба формулировка на

теоремата на Turan:

Теорема 1.16. Нека G е n-върхов граф и r = ω (G). Тогава

e (G) ≤ n2(r − 1)

2r
=
n2(ω (G)− 1)

2ω (G)

и равенство се достига точно, когато r дели n и G е графът на

Turán Tr(n).

Като се използва равенството

2e (G)

n
=

∑
v∈V (G)

deg(v)

n
= d1,

и Теорема 1.16 след елементарни преобразувания получаваме

Теорема 1.17 ([15]). Нека G е n-върхов граф. Тогава:

ω (G) ≥ n

n− d1

.

Пример 1.18. Нека C5 е граф, за който V(C5) = {v1, v2, v3, v4, v5}

и E(C5) = {[v1, v2], [v2, v3], [v3, v4], [v4, v5], [v1, v5]}. Едно 3-хроматично

негово разлагане е {{v1}, {v2, v4}, {v3, v5}}. От друга страна, за вся-

ко 2-разлагане на C5 в една от частите ще има два съседни вър-

ха и, следователно, не съществува 3-хроматично разлагане. Така

χ (G) = 3. Ясно е, че ω (G) = 2, т.,e. χ (G) > ω (G). (Неравенството

χ (G) ≥ ω (G) е винаги изпълнено.)



2. ХРОМАТИЧНИ РАЗЛАГАНИЯ... 7

Забележка 1.19. Да отбележим, че теоремата на Turán обоб-

щава Твърдение 1.12, понеже всеки r-хроматичен граф не съдържа

(r + 1)-клики. Тъй като има графи G с ω (G) < r, които не са r-

хроматични (Пример 1.18), то обобщението е съществено.

През 1979 г. Y. Caro ([8]) и през 1981 г. V. Wei ([41, 40]) доказват

следното неравенство:

Твърдение 1.20 (Неравенство на Caro-Wei).

α (G) ≥
∑
v∈V

1

deg(v) + 1
.

Границата на Caro-Wei е обект на многочислени изследвания и

обобщения ([9, 27, 6, 7, 16, 18, 19, 23, 22, 35, 37]).

Чрез разглеждане на допълнителния граф, от неравенството на

Caro-Wei се получава

Следствие 1.21.

ω (G) ≥
∑
v∈V

1

n− deg(v)
.

Като използваме, че функцията
1

n− x
е изпъкнала и приложим

неравенството на Jensen към дясната страна на последното след-

ствие, получаваме Теорема 1.17, което означава, че неравенството

от Теорема 1.17 е по-слабо от дуалната форма на неравенството на

Caro-Wei от Следствие 1.21.

В [11] Edwards и Elphick формулират следната теорема:

Теорема 1.22. За всеки граф G е изпълнено неравенството

ω (G) ≥ n

n− d2

,

където

d2 =

√√√√√ 1

n

 ∑
v∈V (G)

deg2(v)

.
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Тъй като d1 ≤ d2, то неравенството в Теорема 1.22 усилва нера-

венството от Теорема 1.17.



Глава 2

Малки множества (δ-множества).

1. Основни определения.

Малки множества (δ-множества) се разглеждат в работите на

Ненов и Хаджииванов [30, 31, 32, 33, 34]. Числото ϕ(G) е въ-

ведено за първи път от Ненов през 2006 г. в [36]. Някои негови

свойства са разгледани в [36, 4]. По-основно е изследвано в [3],

където е предложен и ефективен алгоритъм за пресмятането му.

Там са доказани някои техни основни свойства, а по-късно по-

задълбочено са разгледани в [4] и [3].

Определение 2.1. Нека G е граф с n върха и W ⊆ V(G). Ще

казваме, че W е малко множество (δ-множество) в графа G, ако

deg(v) ≤ n− |W | , за всяко v ∈ W.

С S(G) ще бележим броя на върховете в най-голямото малко мно-

жество.

Пример 2.2. Всяко независимо множествоW от върхове на гра-

фа G е малко множество, защото N(v) ⊆ V(G) \W и

deg(v) ≤ |V(G)| − |W | за всяко v ∈ W .

В частност, всеки връх е малко множество и винаги имаме раз-

биване на малки множества.

Пример 2.3. Ако W ⊆ V(G) и

|W | ≥ ∆(G) = max{deg(w) | v ∈ V(G)},

то U = V(G) \W е малко множество, защото deg(v) ≤ ∆(G) ≤ |W |

за v ∈ U .
9
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Да отбележим, че не е задължително U да е независимо мно-

жество.

Пример 2.4. Нека ω (G) = s. Нека W е подмножество на V(G)

с най-много върхове, което не съдържа s-клики. Тогава V(G) \W е

малко множество.

Наистина, ако v е връх с максимална степен на G, то N(v) не съ-

държа s-клика, защото ω (G) = s. Следователно, ∆(G) = deg(v) =

|N(v)| ≤ |W |. От Пример 2.3 правим извода, че V(G) \W е малко

множество.

Определение 2.5. Графът G се нарича обобщен r-хроматичен

граф, ако съществува r-разлагане

V(G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j,

за което множествата V1, V2, . . . , Vr са малки множества в G. Най-

малкото цяло число r, за което G е обобщен r-хроматичен се озна-

чава с ϕ(G).

Твърдение 2.6. За всеки граф G е в сила

ϕ(G) ≤ χ(G).

Доказателство. Тъй като всяко независимо множество (2.2)

е и малко множество, твърдението следва непосредствено. �

Лема 2.7. Нека G е граф и W ⊆ V(G). Ако U е малко множес-

тво в G[W ], то U е малко множество и в G.

Доказателство. Нека W1 = V(G) \W и U1 = W \ U . Тогава

V(G) е дизюнктно обединение на W1, U и U1 и |V(G)| = |W1| +

|U | + |U1|. Нека u ∈ U . Тъй като U е малко множество в W , то

degG[W ](u) ≤ |W | − |U | = |U1|. От degG(u) ≤ degG[W ] + |W1| ≤ |U1|+

|W1| = |V(G)| − |U |, получаваме, че U е малко множество в G. �
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Лема 2.7 ни дава начин, по който можем да получаваме разла-

гания на даден граф на малки множества. За целта избираме малко

множество по някакъв начин. Това можем да направим по някой от

начините от Примери 2.2, 2.3 и 2.4. Да допуснем, че сме намерили

няколко малки множества. Следващото малко множество, съглас-

но лемата, можем да получим като намерим малко множество в

породения от останалите (неизбраните) върхове граф.

Твърдение 2.8 ([36]). За всеки граф G е в сила

ϕ(G) ≤ ω (G) ≤ χ (G).

Доказателство. Ще използваме Лема 2.7 и ще избираме мал-

ки множества, както е описано в Пример 2.3. Нека v1 е връх с мак-

симална степен, т. е. deg(v1) = ∆(G). Да означим с V1 = V(G)\N[v1].

Тогава, съгласно Пример 2.3, V1 е малко множество. Да изберем по

същия начин малко множество V2 в N[v1]. Според Лема 2.7 V2 ще

бъде малко и в G. Продължавайки по този начин, ще получим раз-

биване на V(G) на малки множества. Нека това са V1, V2,. . . , Vr

за някое цяло число r. От конструкцията е ясно, че графът ще

съдържа поне r-клика и, следователно r ≤ ω (G). От дефиниция-

та на ϕ(G) получаваме, че ϕ(G) ≤ r. Оттук ϕ(G) ≤ r ≤ ω (G) и

ϕ(G) ≤ ω (G). Дясното неравенство е очевидно. �

Да отбележим, че горното разлагане отговаря на конструира-

нето на α-редици в [30, 36] (вж. и Определение 2.19).

Всъщност, както ще видим в Глава 6 (Следствие 6.3) в по-обща

ситуация, конструкцията от Твърдение 2.8 ни дава алгоритъм за

точното намиране на ϕ(G).

Теорема 2.9. Нека G е граф с n върха, минимална степен δ,

максимална степен ∆ и средна степен d1. Тогава:

а)
⌈

n

n− d1

⌉
≤ ϕ(G) ≤

⌈
n

n−∆

⌉
;
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б) Ако
r − 2

r − 1
n < d1 ≤ ∆ ≤ r − 1

r
n за някое естествено число

r > 1, то ϕ(G) = r. В частност, за r = 2 неравенството

1 ≤ δ ≤ ∆ ≤ n/2 ни дава ϕ(G) = 2;

в) Ако G е r-регулярен, то ϕ(G) =

⌈
n

n− r

⌉
.

Доказателство. а) Лявата страна е Следствие 2.13.

Нека A ⊆ V(G) е множество с n −∆ елемента. Тогава за всяко

v ∈ A,

deg(v) ≤ ∆ = n− (n−∆) = n− |A|

и, следователно, A е малко множество. Сега ще разбием V(G) \ A

на малки множества. Имаме, че |V(G) \ A| = ∆. Нека V1, V2, . . . , Vt

е разлагане на V(G) \ A на t =

⌈
∆

n−∆

⌉
множества, такива че

|Vi| = n−∆ за i = 1, 2, . . . , t− 1 и |Vt| ≤ n−∆.

Тогава за всеки връх v ∈ Vi, deg(v) ≤ ∆ = n− (n−∆) ≤ n−|Vi| и Vi
е малко множества за 1 ≤ i ≤ t. Следователно A ∪ V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vt
е разлагане на V(G) на 1 + t = 1 +

⌈
∆

n−∆

⌉
=

⌈
n

n−∆

⌉
малки и

множества и така

ϕ(G) ≤
⌈

n

n−∆

⌉
.

б) Ако
r − 2

r − 1
n < d1 ≤ ∆ ≤ r − 1

r
n от а) получаваме

r − 1 =

⌈
n

n− r−2
r−1

n

⌉
<

⌈
n

n− d1−1

⌉
≤ ϕ(G) ≤

≤
⌈

n

n−∆

⌉
≤
⌈

n

n− r−1
r
n

⌉
= r

и, следователно ϕ(G) = r.

в) От а) имаме
⌈

n

n− d1

⌉
≤ ϕ(G) ≤

⌈
n

n−∆

⌉
и тогава,

ако d1 = ∆ = r, то ϕ(G) =

⌈
n

n− r

⌉
.

�
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2. Усилване на Теоремата на Turán и на неравенството на

Garo-Wei.

В този параграф за пълнота ще изложим с доказателствата ня-

кои резултати за ϕ(G) на Ненов от [36], тъй като са важни за след-

ващото изложение.

Твърдение 2.10 ([36]). За всяко малко множество W на граф

G е в сила

CW(W ) =
∑
v∈W

1

n− deg(v)
≤ 1,

където n = |V(G)|.

Доказателство. За всяко v ∈ W е изпълнено deg(v) ≤ n−|W |

(W е малко множество). Тогава
1

n− deg(v)
≤ 1

|W |
. �

Твърдение 2.11 ([36]). За всekи граф G е в сила

ϕ(G) ≥ CW(G) =
∑

v∈V (G)

1

n− deg(v)
,

където n = |V(G)|.

Доказателство. Нека G е разбит на r = ϕ(G) малки множес-

тва. Тъй като сумата върху всяко малко множество е не по-голяма

от 1, получаваме че CW(G) ≤ ϕ(G). �

Следствие 2.12 (вж. Следствие 1.21). За всеки граф G е в сила

ω (G) ≥ CW(G).

Доказателство. Доказателството следва непосредствено от

Твърдение 2.8 и Твърдение 2.11. �

Като използваме изпъкналостта на функцията
1

n− x
и неравен-

ството на Jensen, получаваме

Следствие 2.13. За всekи граф G е в сила

ϕ(G) ≥ n

n− d1

,
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където n = |V(G)|.

Като заместим в последното следствие d1(G) с
2e (G)

n
имаме

Следствие 2.14 ([31]). За всеки граф G е в сила

e (G) ≤ n2(ϕ(G)− 1)

2ϕ(G)
.

Последното равенство усилва Теорема 1.16.

От неравенството ϕ(G) ≤ ω (G) (Твърдение 2.8) и последното

следствие, получаваме неравенството

e (G) ≤ n2(ω(G)− 1)

2ω(G)
,

което е неравенството от Теорема 1.16 и поради това неравенство-

то от Следствие 2.14 е по-силно. Следващият пример показва, че

има ситуации, в които неравенството на Turán е много грубо, като

неравенството от Следствие 2.14 е точно.

Пример 2.15. Да разгледаме граф G, който се състои от две

непресичащи се копия на пълния граф Kn и n независими ребра,

които свързват двете копия наKn. Тогава имаме e (G) = n2, ω (G) =

n и ϕ(G) = 2. Теоремата на Turán ни дава e (G) ≤ 2n(n − 1), a

Следствие 2.14 — e (G) ≤ n2, като последната оценка е точна.
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3. Оценка за ϕ(G) със средно-квадратично на степените.

Ще означаваме елементарните симетрични полиноми от степен

s със σs(x1, x2, . . . , xn), 1 ≤ s ≤ n, т. е.

σs(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 . . . xs + · · · .

Ще използваме и следните равенства:

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = σ2

1 − 2σ2, (11)

x3
1 + x3

2 + · · ·+ x3
n = σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3, (12)

където σi = σi(x1, x2, . . . , xn).

За да докажем следващата теорема ще използваме следното

добре познато неравенство (неравенство на Maclaurin, вж. [25],[28]).

Теорема 2.16. Нека x1, x2, . . . , xn са неотрицателни реални

числа и σs(x1, x2, . . . , xn) = σs. Тогава

s

√
σs(
n
s

) ≤ x1 + x2 + · · ·+ xn
n

=
σ1

n
, 1 ≤ s ≤ n. (13)

Ако s ≥ 2, то равенство в (13) е възможно точно когато x1 =

x2 = · · · = xn.

Едно директно и не дълго доказателство на Теорема 2.16 може

да се намери в [29].

Теорема 2.17 ([11, 4]). Нека G е граф с n върха. Тогава

ϕ(G) ≥ n

n− d2

.

Равенство се достига точно, когато n ≡ 0 (mod ϕ(G)) и G е ре-

гулярен граф от степен
n(ϕ(G)− 1)

ϕ(G)
.

Доказателство. Нека ϕ(G) = r, V(G) = {v1, v2, . . . , vn} и

V(G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j, (14)
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където V1, V2, . . . , Vr са малки множества в G, т. е. ако ni = |Vi|,

i = 1, 2,. . . , r то

deg(v) ≤ n− ni, ∀v ∈ Vi. (15)

От (14) следва, че

deg2(v1) + deg2(v2) + · · ·+ deg2(vn) =
r∑
i=1

∑
v∈Vi

deg2(v),

а от (15) ∑
v∈Vi

deg2(v) ≤ ni(n− ni)2.

Тогава имаме

deg2(v1) + deg2(v2) + · · ·+ deg2(vn) ≤
r∑
i=1

ni(n− ni)2.

От (11) и (12) получаваме
r∑
i=1

ni(n− ni)2 = nσ2 + 3σ3,

където σ2 = σ2(n1, n2, . . . , nr), σ3 = σ3(n1, n2, . . . , nr).

Така получаваме неравенството

deg2(v1) + deg2(v2) + · · ·+ deg2(vn) ≤ nσ2 + 3σ3. (16)

Тъй като σ1 = n, от Теорема 2.16 имаме

σ2 ≤
n2(r − 1)

2r
и σ3 ≤

n3(r − 1)(r − 2)

6r2
. (17)

Сега, неравенството от теоремата следва от (16) и (17).

Очевидно, ако n ≡ 0 (mod r) и

deg(v1) = deg(v2) = · · · = deg(vr) =
n(r − 1)

r
,

то ще имаме равенство в неравенството. Нека сега имаме равенство.

Тогава ще имаме също равенства в (17) и (15). От r = ϕ(G) =
n

n− d2

е ясно, че r дели n. От Теоремата на Maclaurin следва, че

n1 = n2 = · · · = nr =
n

r
.
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Поради равенството в (15), т. е. deg(v) = n− ni, v ∈ Vi, имаме

deg(v1) = deg(v2) = · · · = deg(vr) =
n(r − 1)

r
. �

Забележка 2.18 ([13]). Лесно може да се съобрази, че ако

въведем означението
√
ν =

d2

d1

, неравенството от Теорема 2.17 се

преобразува в

2e (G) ≤ (ϕ(G)− 1)n2

ϕ
√
ν

.

Последното неравенство не може да се замени с

2e (G) ≤ (ϕ(G)− 1)n2

ϕν
,

защото графът с редица от степени (5; 5; 2; 2; 2; 1; 1) (такъв граф

съществува) не удовлетворява неравенството ([13]). За този граф

ϕ(G) = 2 и ω (G) = 3.

Определение 2.19 ([30]). Нека G е граф и v1, v2, . . . , vr ∈ V(G).

Редицата v1, v2, . . . , vr се нарича α-редица в G ако следните условия

са изпълнени:

а) deg(v1) = max {deg(v) | v ∈ V(G)};

б) vi ∈ N[v1, v2, . . . , vi−1] и vi има максимална степен в индуци-

рания граф G[N(v1, v2, . . . , vi−1], 2 ≤ i ≤ r.

Определение 2.20. Нека G е граф и v1, v2, . . . , vr ∈ V(G). Ре-

дицата v1, v2, . . . , vr се нарича β-редица в G ако следните условия

са изпълнени:

а) deg(v1) = max {deg(v) | v ∈ V(G)};

б) vi ∈ N(v1, v2, . . . , vi−1) и

deg(vi) = max {deg(v) | v ∈ N(v1, v2, . . . , vi−1)} , 2 ≤ i ≤ r.

Следствие 2.21. Нека v1, v2, . . . , vr, r ≥ 2 е α- или β-редица в

един n-върхов граф G, такава че N(v1, v2, . . . , vr) е малко множес-

тво. Тогава

r ≥ n

n− d2

. (18)
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Доказателство. Тъй като N(v1, v2, . . . , vr) е малко множест-

во, то G е обобщен r-хроматичен граф, [34]. Тогава от r ≥ ϕ(G),

(18) и Теорема 2.17 получаваме исканото твърдение. �

Следствие 2.22. Нека v1, v2, . . . , vr, r ≥ 2, е β-редица в един

n-върхов граф G, такава че

deg(v1) + deg(v2) + · · ·+ deg(vr) ≤ (r − 1)n. (19)

Тогава е в сила неравенството (18).

Доказателство. От (19) следва, чеG е обобщен r-хроматичен

граф ([33],[32]). �

Следващото следствие се получава непосредствено от Твърде-

ние 2.8 и Теорема 2.17.

Следствие 2.23 ([11]; Теорема 1.22). Нека G е n-върхов граф.

Тогава

ω (G) ≥ n

n− d2

. (20)

Забележка 2.24. Доказателството на (20) дадено в [11] не е

съвсем коректно, тъй като аргументите на стр. 53, ред 8 и ред 9

отгоре, са неоснователни.

Следствие 2.25. Нека G е n-върхов граф, такъв че

ω (G) =
n

n− d2

. (21)

Тогава G е пълен регулярен ω (G)-хроматичен граф.

Доказателство. Нека ϕ(G) = r. От (21), Твърдение 2.8 и

Теорема 2.17 имаме

ω (G) = ϕ(G) = r =
n

n− d2

.
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От Теорема 2.17, n ≡ 0 (mod r) и G е регулярен граф от степен
n(r − 1)

r
. Тогава

e (G) =
n2(r − 1)

2r
=
n2(ω (G)− 1)

2ω (G)
.

Съгласно теоремата на Turán, G е пълен r-хроматичен и регулярен.

�
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4. Максимални малки множества

Да припомним, че с S(G) означаваме максималния брой върхо-

ве, които образуват малко множество. Ако W е малко множество

и |W | = S(G), казваме, че W е максимално малко множество.

В този параграф ще докажем оценки за S(G), с които и Твър-

дение 2.26 можем да оценяваме числото на независимост и числото

на кликово разбиване с S(G). Също така е предложен алгоритъм

за намиране на S(G), като се построява едно максимално малко

множество (Твърдение 2.27 б)).

Твърдение 2.26. Нека G е граф. Тогава

S(G) ≥ θ (G) ≥ α (G).

Доказателство. Нека G има n върха и V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vr е

разлагане на V(G) на r = θ (G) клики. Можем да предполагаме,

че за всеки индекс i съществува връх vi ∈ Vi, който не е свързан

с поне един връх от останалите r − 1 множества. Ако допуснем

противното, т. е. че съществува индекс i, такъв че всеки връх v ∈

Vi е свързан с всички върхове на някое множество, то можем да

преместим върховете на Vi в множествата, с които са свързани и ще

получим разлагане на V(G) на r−1 клики. Следователно, deg(vi) ≤

(n − 1) − (r − 1) = n − r за 1 ≤ i ≤ r и {v1, v2, . . . , vr} е малко

множество. Оттук θ (G) = r ≤ S(G). �

Твърдение 2.27. Нека G е граф с n върха и нека d1 ≤ d2 ≤

. . . ≤ dn е неговата редица от степени. Тогава

а) S(G) ≥ n

ϕ(G)
;

б) S(G) = max{s | ds ≤ n−s} и {v1, v2, . . . , vS(G)} е максимално

малко множество на G;

Доказателство. а) Нека V1 ∪V2 ∪ . . .∪Vt е разлагане на V(G)

на t = ϕ(G) малки множества. Тогава S(G) ≥ max
1≤i≤t

|Vi| ≥
n

t
=

n

ϕ(G)
.
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б) Нека v1, v2, . . . , vn са върховете на G подредени според реди-

цата от степените му. Нека A е произволно малко множество. Ясно

е, че за всеки връх v ∈ A, deg(v) ≤ n− |A|. Да подредим върховете

на A в нарастващ ред така, че

deg(u1) ≤ deg(u2) ≤ . . . ≤ deg(u|A|) ≤ n− |A|.

Тогава d|A| ≤ deg(u|A|) ≤ n−|A|. Следователно, за всяко малко мно-

жество A, d|A| ≤ deg(u|A|) ≤ n− |A|. Нека s е най-големият индекс

в редицата от степени на G, такъв че ds ≤ n− s. Тогава s ≥ S(G).

Но {v1, v2, . . . , vs} е малко множество по дефиниция. Следователно

S(G) ≥ s и s = S(G). �

Твърдение 2.28. Нека G е граф с минимална степен δ и мак-

симална степен ∆. Тогава

а) n−∆ ≤ S(G) ≤ n− δ;

б) ако G е r-регулярен, то S(G) = n− r.

Доказателство. а) Нека δ = d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn = ∆ е

редицата от степени на G. Имаме, че dn−∆ ≤ n − (n − ∆) = ∆.

Следователно, n−∆ ∈ {s | ds ≤ n− s} и тогава n−∆ ≤ S(G). От

Твърдение 2.27 и S(G) ∈ {s | ds ≤ n− s} следва, че

δ ≤ dS(G) ≤ n− S(G), т. е. S(G) ≤ n− δ.

б) Следва непосредствено от а). �

Теорема 2.29. Нека G е граф с n върха и максимална степен

∆. Тогава

α (G) ≤ S(G) ≤ n−∆

2
+

√
(n−∆)2

4
+ n∆− 2e (G).

Оценката е точна за регулярни графи.
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Доказателство. Нека A е максимално малко множество, т. е.

|A| = S(G). Тогава deg(v) ≤ n− |A| за всяко v ∈ A. Тогава от

2e (G) =
∑

v∈V (G)

deg(v) =
∑
v∈A

deg(v) +
∑

v∈V (G)\A

deg(v)

≤ (n− |A|)|A|+ ∆(n− |A|)

= −|A|2 + (n−∆)|A|+ n∆,

следва, че |A|2 − (n − ∆)|A| − n∆ + 2e (G) ≤ 0. Като решим квад-

ратното неравенство, получаваме исканата граница

α (G) ≤ S(G) ≤ n−∆

2
+

√
(n−∆)2

4
+ n∆− 2e (G).

Ако G е r-регулярен, от Твърдение 2.28 б), горното неравенство

става равенство, което показва, че оценката е точна. �

Следващото следствие се получава директно от предишната те-

орема и Твърдение 2.28.

Следствие 2.30. Нека G е граф с n върха и максимална сте-

пен ∆. Тогава

α (G) ≤ θ(G) ≤ S(G) ≤

⌊
n−∆

2
+

√
(n−∆)2

4
+ n∆− 2e (G)

⌋
≤

≤

⌊
1

2
+

√
1

4
+ n2 − n− 2e (G)

⌋
.

Доказателство. Неравенствата от първия ред следват непос-

редствено от Твърдение 2.26 и Теорема 2.29. Последното неравен-

ство е изпълнено, защото лявата му част е е монотонна растяща

функция на ∆, когато ∆ ≤ n− 1. �

Ще отбележим, че неравенството

α (G) ≤

⌊
1

2
+

√
1

4
+ n2 − n− 2e (G)

⌋
е известно като неравенство на Hansen-Zheng ([21]).



Глава 3

Още нови оценки за ϕ(G)

В тази глава ще докажем нови оценки за ϕ(G) ([3]). Метода на

симетричните полиноми, който използвахме в параграф 3, Глава 2

не дава възможност да получим тези нови оценки. Поради това ще

използваме друг подход.

Лема 3.1. Нека β1, β2, . . . , βr ∈ [0, 1] са реални числа, такива че

β1 + β2 + . . .+ βr ≤ r − 1. Тогава

r∑
i=1

(1− βi)βri ≤
(
r − 1

r

)r
(22)

и има равенство тогава и само тогава, когато β1 = β2 = . . . =

βr =
r − 1

r
.

Доказателство. Ако r = 1, то β1 = 0 и неравенството е оче-

видно. Нека r ≥ 2. Да разгледаме функцията f(x) = (1 − x)xr−1,

x ≥ 0. От f ′(x) = xr−2
(
(r − 1) − rx

)
виждаме, че f(x) достига

абсолютния си максимум, точно когато x =
r − 1

r
и тогава

f(x) ≤ f

(
r − 1

r

)
=

1

r

(
r − 1

r

)r−1

.

Следователно

(1− βi)βri = (1− βi)βr−1
i βi ≤

1

r

(
r − 1

r

)r−1

βi, i = 1, 2, . . . , r.

Тогава от условието β1 + β2 + · · ·+ βr ≤ r − 1 получаваме

r∑
i=1

(1− βi)βri ≤
1

r

(
r − 1

r

)r−1

(β1 + β2 + · · ·+ βr) ≤
(
r − 1

r

)r
и исканото неравенство е изпълнено.

23
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Да предположим, че имаме равенство в (22). Тогава ще имаме

равенство и във всяко от горните неравенства и, следователно,

(1− βi)βr−1
i =

1

r

(
r − 1

r

)r−1

, i = 1, 2, . . . , r,

откъдето β1 = β2 = · · · = βr =
r − 1

r
. �

Теорема 3.2. Нека G е граф с n върха. Тогава са в сила след-

ните твърдения:

а) За всяко естествено число r ≤ ϕ(G), ϕ(G) ≥ n

n− dr(G)
,

а равенство се достига тогава и само тогава, когато G е
n(ϕ(G)− 1)

ϕ(G)
-регулярен граф.

б) ϕ(G) ≥ n

n− d3(G)
, а равенство се достига тогава и само

тогава, когато G е
n(ϕ(G)− 1)

ϕ(G)
-регулярен граф.

в) Ако ϕ(G) 6= 2, то ϕ(G) ≥ n

n− d4(G)
, но съществува граф

G, за който ϕ(G) = 2 и ϕ(G) <
n

n− d4(G)
.

Доказателство. а) Тъй като dr−1(G) ≤ dr(G) за всяко r ≤

ϕ(G), достатъчно е да докажем, че ϕ(G) ≥ n

n− dϕ(G)(G)
. Нека

ϕ(G) = ϕ и нека V(G) = V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vϕ е разлагане на V(G) на

малки множества и нека ni = |Vi|, 1 ≤ i ≤ ϕ. Понеже deg(v) ≤ n−ni
за всяко v ∈ Vi и 1 ≤ i ≤ ϕ, имаме

n(dϕ(G))ϕ =
∑

v∈V (G)

degϕ(v) =

ϕ∑
i=1

∑
v∈Vi

degϕ(v) ≤
ϕ∑
i=1

ni(n−ni)ϕ. (23)

Полагайки βi = 1− ni
n

for 1 ≤ i ≤ ϕ, горното неравенство може да

бъде пренаписано като

n(dϕ(G))ϕ =
∑

v∈V (G)

degϕ(v) ≤ nϕ+1

ϕ∑
i=1

(1− βi)βϕi . (24)
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Тъй като β1 +β2 + . . .+βϕ = ϕ−1, от Лема 3.1 получаваме dϕ(G) ≤
n(ϕ− 1)

ϕ
, откъдето

ϕ(G) = ϕ ≥ n

n− dϕ(G)
.

Следователно доказахме

ϕ ≥ n

n− dϕ
≥ n

n− dϕ−1(G)
≥ . . . ≥ n

n− dr(G)
. (25)

за всяко 1 ≤ r ≤ ϕ(G).

Да допуснем, че ϕ(G) =
n

n− dr(G)
за някое 1 ≤ r ≤ ϕ = ϕ(G).

Тогава имаме равенство навсякъде във веригата от неравенства

(25). В частност, ϕ =
n

n− dϕ(G)
, което е еквивалентно на dϕ =

n(ϕ− 1)

ϕ
и, следователно, също имаме равенство в (23) и (24). От

равенството в (23) следва, че deg(v) = n − ni за v ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ ϕ.

От dϕ =
n(ϕ− 1)

ϕ
и равенството в (24) виждаме, че в (22) също

имаме равенство. Освен това, от Лема 3.1 следва (за r = ϕ), че

βi =
ϕ− 1

ϕ
за 1 ≤ i ≤ ϕ и тогава ni =

n

ϕ
и ϕ делят n. Оттук

deg(v) = n − ni =
n(ϕ− 1)

ϕ
за всяко v ∈ Vi. Така от 1 ≤ i ≤ ϕ

получаваме, че G е
n(ϕ− 1)

ϕ
-регулярен.

Обратно, ако G е
n(ϕ− 1)

ϕ
-регулярен, очевидно

dϕ(G) =
n(ϕ− 1)

ϕ
= dr(G)

за всяко r ≤ ϕ. Тогава от Теорема 2.9 имаме

ϕ(G) =

⌈
n

n− n(ϕ−1)
ϕ

⌉
=

n

n− n(ϕ−1)
ϕ

=
n

n− dr(G)
.

б) Ако ϕ = ϕ(G) ≥ 3, то от а) имаме ϕ(G) ≥ n

n− d3(G)
и

неравенството става равенство тогава и само тогава, когато G е
(ϕ− 1)n

ϕ
-регулярен.

Остава да разгледаме случаите ϕ(G) = 1 и ϕ(G) = 2.
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Да отбележим, че ϕ(G) = 1 е изпълнено тогава и само тогава,

когато G = Kn. Следователно, в този случай d3(G) = 0 и ϕ(G) =

1 =
n

n− d3(G)
.

Нека сега ϕ(G) = 2 и V(G) = V1 ∪ V2 е разлагане на V(G) на

малки множества. Полагайки |V1| = n1 и |V2| = n2 = n− n1 имаме

∑
v∈V (G)

deg3(v) =
∑
v∈V1

deg3(v) +
∑
v∈V2

deg3(v) ≤

≤ n1(n− n1)3 + n2(n− n2)3 = n1n2(n2 − 2n1n2).

Последният израз достига максимума си, когато n1n2 =
n2

4
. Сле-

дователно
∑

v∈V (G)

deg3(v) ≤ n4

8
и d3(G) ≤ n

2
, откъдето

n

n− d3(G)
≤

2 = ϕ(G).

Да допуснем сега, че ϕ(G) = 2 =
n

n− d3(G)
. Тогава неравенс-

твото става равенство. Следователно n1n2 =
n2

4
и deg(v) = n − ni

за v ∈ Vi, i = 1, 2. Така n1 = n2 =
n

2
=
n(ϕ− 1)

ϕ
и G е

n(ϕ− 1)

ϕ
-

регулярен граф.

От друга страна, ако G е
n

2
-регулярен граф, то d3(G) =

n

2
и, от

Теорема 2.9 в), ϕ(G) = 2. Следователно ϕ(G) = 2 =
n

n− d3(G)
.

в) Случаят ϕ(G) = 1 е тривиален.

Ако ϕ(G) ≥ 4, то твърдението следва от а).

Случаят ϕ(G) = 3 ще докажем като използваме множители

на Лагранж. Аналогично на а), разлагането на V(G) на ϕ(G) = 3

малки множества V1, V2, V3, за които |V1| = n1, |V2| = n2 и |V3| = n3,

води до неравенството

(
d4(G)

n

)4

≤
3∑
i=1

(1− βi)β4
i = f(β1, β2, β3),
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където βi = 1 − ni
n

и, очевидно, β1 + β2 + β3 = 2 и βi ∈ [0, 1], за

i = 1, 2, 3. Ще докажем, че f(β1, β2, β3) ≤
(

2

3

)4

. Нека

F (β1, β2, β3, λ) =
3∑
i=1

(1− βi)β4
i + λ(β1 + β2 + β3 − 2)

е функцията на Лагранж. Екстремалните точки са или решения на

системата ∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F

∂βi
= 4β3

i − 5β4
i − λ = 0, i = 1, 2, 3

∂F

∂λ
= β1 + β2 + β3 − 2 = 0

,

или са точки от границата.

Ще докажем, че системата няма решение, за което β1, β2, β3 са

две по две различни. Да допуснем противното. Тогава β1, β2, β3 са

три различни корена на g(x) = 5x4 − 4x3 + λ. Така β1 + β2 + β3 = 2

и от формулите на Виет следва, че четвъртият корен на g е −6

5
.

Следователно λ = −12

(
6

5

)2

и тогава g(x) има само два реални ко-

рена, което е противоречие. Следователно, ако β1, β2, β3 е решение

на системата, то поне две от тях са равни.

Нека (β1, β2, β3) е екстремална точка, която не лежи на грани-

цата. Тъй като β1, β2, β3 са решения на системата, можем да пред-

полагаме, че β1 = 2β и β2 = β3 = 1− β, където β ∈
[
0,

1

2

]
. Тогава

f(β1, β2, β3) = f(β) = −30β5 + 8β4 + 12β3 − 8β2 + 2β

и

f ′(β) = −2(3β − 1)(25β3 + 3β2 − 5β + 1).

Производната f ′ има два реални корена,
1

3
и някакъв друг, който е

отрицателно число. Следователно, f достига максимума си
(

2

3

)4

в
[
0,

1

2

]
точно когато β =

1

3
.
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Нека сега β1, β2, β3 принадлежи на границата. Без ограничение

на общността, можем да смятаме, че β3 = 1 и β1 + β2 = 1. Тогава

f(β1, β2, β3) = (1− β1)β3
1 + (1− β2)β3

2 = β2β
3
1 + β1β

3
2 =

= β1β2(1− 3β1β2) ≤ 1

6
(1− 3

1

6
) =

1

12

и имаме равенство, точно когато β1β2 =
1

6
(β1β2 ∈

[
0,

1

4

]
когато

β1 + β2 = 1 и β1, β2 ∈ [0, 1]). Така максимумът върху границата е
1

12
, което е строго по-малко от

(
2

3

)4

. Следователно

(
d4(G)

n

)4

≤
(

2

3

)4

=

(
ϕ(G)− 1

ϕ(G)

)4

.

Тогава ϕ(G) ≥ n

n− d4(G)
.

Да разгледаме графът G = K1,9. Ясно е, че ϕ(G) = 2, d4(G) =
4
√

657 > 5. Следователно 2 = ϕ(G) <
10

10− d4(G)
. �

Следствие 3.3. Нека G е граф с n върха. Тогава са в сила

следните твърдения.

а) За всяко естествено число r ≤ ϕ(G), ω (G) ≥ n

n− dr(G)
и

има равенство, точно когато G е пълен ω (G)-хроматичен

граф на Turán (Определение 1.9)

Tω(G)(n) = K
(

n
ω(G)

, n
ω(G)

, . . . , n
ω(G)

)
.

б) ω (G) ≥ n

n− d3(G)
и има равенство, точно когато G е пъ-

лен ω (G)-хроматичен граф на Turán Tω(G)(n).

в) Ако ϕ(G) 6= 2, то ω (G) ≥ n

n− d4(G)
.

Доказателство. а) От Твърдение 2.8 и Теорема 3.2 а) имаме,

че ω (G) ≥ ϕ(G) ≥ n

n− dr(G)
. Да допуснем, че ω (G) =

n

n− dr(G)
.

Тогава имаме равенство в Теорема 3.2 а). Тогава, полагайки ϕ(G) =

ω (G) = ω, G е
n(ω − 1)

ω
-регулярен и e (G) =

n2(ω − 1)

2ω
. Тъй като

ω (G) = ω, от теоремата на Turán следва, че G е регулярен пълен

ω-хроматичен граф, т. е. G е пълен ω-хроматичен граф на Turán
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K
(

n
ω(G)

, n
ω(G)

, . . . , n
ω(G)

)
. Обратно, ако G е пълен ω-хроматичен граф

на Turán K
(

n
ω(G)

, n
ω(G)

, . . . , n
ω(G)

)
, то dr(G) =

n(ω − 1)

ω
и, следова-

телно, ω (G) = ω =
n

n− dr(G)
.

б) От Твърдение 2.8 и Теорема 3.2 б) имаме, че ω (G) ≥ ϕ(G) ≥
n

n− d3(G)
. Да допуснем, че ω = ω (G) =

n

n− d3(G)
. Тогава ϕ(G) =

n

n− d3(G)
, т. е. имаме равенство в Теорема 3.2 б). Тогава, полагай-

ки ϕ(G) = ω (G) = ω, G е
n(ω − 1)

ω
-хроматичен и e (G) =

n2(ω − 1)

2ω
.

Тъй като ω (G) = ω, от теоремата на Turán’s следва, че G е регу-

лярен пълен ω-хроматичен граф, т. е. G = Kn
ω
,n
ω
,...,n

ω
. Обратно, ако

G е пълен ω-хроматичен граф на Turán K
(

n
ω(G)

, n
ω(G)

, . . . , n
ω(G)

)
, то

d3(G) =
n(ω − 1)

ω
и, следователно, ω (G) = ω =

n

n− d3(G)
.

в) Следва от Твърдение 2.8 и Теорема 3.2 в). �

Теорема 3.2 б) подобрява границата ϕ(G) ≥ n

n− d2(G)
от Те-

орема 2.17 ([4]) и Следствие 3.3 б) е по-добро от неравенството

ω (G) ≥ n

n− d2(G)
формулирано [11] и доказано по-късно в [4].



Глава 4

Модификации на малки множества

В тази глава ще разгледаме някои модификации на малки мно-

жества разгледани в [3] и [5].

1. δk-малки множества

Определение 4.1. Нека G е n-върхов граф и W ⊆ V(G). Ще

казваме, че W е δk-малко множество на G ако

dk(W ) ≤ n− |W | .

С ϕ(k)(G) ще означаваме най-малкия брой δk-множества на G, на

които V(G) се разлага.

Ще означаваме максималния брой върхове в δk-множество на G

с S(k)(G).

Забележка 4.2. С S(G) означавахме максималния брой вър-

хове в малко множество на G (Определение 2.1).

Забележка 4.3. δ1-малките множества са наречени в [3] β-

малки множества и вместо ϕ(1)(G) там е използвано ϕβ(G).

Забележка 4.4. Да отбележим, че вместо S(k)(G) в [5] е из-

ползвано α(k)(G).

В [3] е доказано

Твърдение 4.5 ([3]).

ϕ(1)(G) ≥
⌈

n

n− d1(G)

⌉
.

30
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Доказателство. Нека t = ϕ(1)(G) и нека V(G) = A1 ∪ A2 ∪

. . . ∪ At е разлагане на V(G) на δ1-малки множества. Тогава, от

дефиницията на δ1-малки множества и неравенството на Jensen,

получаваме

nd1(G) = 2e (G) =
∑

v∈V (G)

deg(v) =
t∑
i=1

∑
v∈Ai

deg(v) ≤

≤
t∑
i=1

(n− |Ai|)|Ai| ≤ n
(
n− n

t

)
.

Следователно d1(G) ≤ n − n

t
= n − n

ϕ(1)(G)
, което е еквивалентно

на

ϕ(1)(G) ≥ n

n− deg1(G)
. �

Твърдение 4.6. Нека G е n-върхов граф. Тогава

а) Всяко малко множество на G е и δk-малко множество на

G за всяко естествено k.

б) Всяко δk-малко множество на G е и δk−1-малко множество

на G.

Доказателство. Нека W е малко множество на G. Тогава

deg(v) ≤ n− |W | , ∀v ∈ W.

Следователно dk(W ) ≤ n− |W |, т. е. W е δk-малко множество.

Твърдението в б) следва от неравенството dk−1(W ) ≤ dk(W )

(вж. [25, 28]). �

Да отбележим, че ако G е r-регулярен граф, то dk(W ) = r за

всяко естествено число k. Така всяко δk-множество от G е и малко

множество на G.

Твърдение 4.7. Нека G е граф. Тогава

ϕ(1)(G) ≤ ϕ(2)(G) ≤ · · · ≤ ϕ(k)(G) ≤ · · · ≤ ϕ(G) ≤ ω (G) ≤ χ(G).
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Доказателство. Неравенството χ (G) ≥ ω (G) е очевидно. Не-

равенството ϕ(G) ≤ ω (G) е Твърдение 2.8 ([36, 3]). Неравенст-

вото ϕ(k)(G) ≤ ϕ(G) следва от Твърдение 4.6 а) и неравенството

ϕ(k−1)(G) ≤ ϕ(k)(G) следва от Твърдение 4.6 б). �

Твърдение 4.8.⌈
n

n− d1(G)

⌉
≤ ϕ(k)(G) ≤

⌈
n

n−∆(G)

⌉
.

Доказателство. Дясното неравенство следва от Теорема 2.9

а) и Твърдение 4.7. Лявото неравенство се получава от Твърде-

ние 4.5 и Твърдение 4.7. �

2. Усилване на Твърдение 4.7

Теорема 4.9. Нека G е граф. Тогава съществува естествено

число k0 = k0(G), такова че за всяко k ≥ k0 е в сила

а) Всяко δk-малко множество на G е малко множество на G.

б) ϕ(1)(G) ≤ · · · ≤ ϕ(k0)(G) = ϕ(k0+1)(G) = · · · = ϕ(G).

Доказателство. Да фиксираме подмножество на V(G), нап-

ример W и нека ∆(W ) = max {deg(v) | v ∈ W}. Тогава dk(W ) ≤

∆(W ) и lim
k→∞

dk(W ) = ∆(W ) (вж. [25]).

Тъй като V(G) има краен брой подмножества, то съществува k0,

такова че за произволно W ⊆ V(G)

∆(W )− 1

2
≤ dk(W ), за всяко k ≥ k0. (26)

Да допуснем, че W е δk-малко множество на G и k ≥ k0, т. е.

dk(W ) ≤ n− |W | . (27)

От (26) и (27) имаме, че

∆(W )− 1

2
≤ n− |W | .

Тъй като ∆(W ) и n−|W | са естествени, от последното неравенство

получаваме, че ∆(W ) ≤ n−|W |. От дефиницията на ∆(W ) следва,
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че deg(v) ≤ n − |W | за всяко v ∈ W , т. е. W е малко множество.

Така а) е доказано. Твърдението в б) очевидно следва от а). �

3. Горна граница за dk(G)

Ще ни трябва следното усилване на Лема 3.1:

Лема 4.10. Нека β1, β2, . . . , βr ∈ [0, 1] и β1 +β2 + · · ·+βr = r−1.

Тогава за всяко естествено k ≤ r

r∑
i=1

(1− βi)βki ≤
(
r − 1

r

)k
. (28)

Доказателство. Случаят k = r следва от Лема 3.1 ([3]). За-

това ще предполагаме, че k ≤ r − 1. За естествено число n ще

използваме означението

Sn = βn1 + βn2 + · · ·+ βnr .

Можем да пренапишем неравенството (28) по следния начин

Sk − Sk+1 ≤
(
r − 1

r

)k
. (29)

Тъй като

r − 1

r
=
S1

r
≤ k

√
Sk
r
≤ k+1

√
Sk+1

r
(вж. [25, 28]),

имаме, че

Sk+1 ≥
1
k
√
r
S

k+1
k

k (30)

и

Sk ≥
(r − 1)k

rk−1
. (31)

От (30) получаваме, че

Sk − Sk+1 ≤ Sk −
1
k
√
r
S

k+1
k

k . (32)

Ще разгледаме функцията

f(x) = x− 1
k
√
r
x

k+1
k , x > 0.
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Вземайки предвид (29) и (32), достатъчно е да докажем, че

f(Sk) ≤
(
r − 1

r

)k
.

От f ′(x) = 1− k + 1

k k
√
r
x

1
k следва, че f ′(x) има единствен положителен

корен

x0 =
rkk

(k + 1)k

и f(x) намалява в [x0,∞). Съгласно (31), Sk ≥
(r − 1)k

rk−1
. Тъй като

k ≤ r − 1, то
(r − 1)k

rk−1
≥ x0. Следователно

f(Sk) ≤ f

(
(r − 1)k

rk−1

)
=

(
r − 1

r

)k
. �

Теорема 4.11. Нека G е n-върхов граф и

V(G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j,

където Vi са δk-малки множества. Тогава, за всяко естествено

k ≤ r са изпълнени следните неравенства

а) dk(G) ≤ n(r − 1)

r
;

б) r ≥ n

n− dk(G)
.

Доказателство. Нека ni = |Vi|, i = 1, 2, . . . , r. Тогава

∑
v∈V (G)

dk(v) =
r∑
i=1

∑
v∈Vi

dk(v) ≤
r∑
i=1

ni(n− ni)k.

Да положим βi = 1− ni
n
, i = 1, 2, . . . , r. Тогава

∑
v∈V (G)

dk(v) ≤ nk+1

r∑
i=1

βi(1− βi)k, k ≥ r.

Неравенството в а) следва от последното неравенство и Лема 4.10.

Решавайки неравенството в а) за r, получаваме неравенството в

б). �
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4. Следствия от Теорема 4.11

Следствие 4.12. Нека G е n-върхов граф и k и s са естествени

числа, такива че k ≤ ϕ(s)(G). Тогава

а)

dk(G) ≤
(
ϕ(s)(G)− 1

)
n

ϕ(s)(G)
≤
(
ϕ(G)− 1

)
n

ϕ(G)
≤

≤ (ω(G)− 1)n

ω(G)
≤ (χ(G)− 1)n

χ(G)
;

б) ϕ(s)(G) ≥ n

n− dk(G)
.

Доказателство. Нека ϕ(s)(G) = r и

V(G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅,

където Vi са δk-малки множества. Тогава, лявото неравенство в а)

следва от Теорема 4.11 a). Другото неравенство в а) следва от не-

равенството ϕ(s)(G) ≤ ϕ(G) ≤ ω (G) ≤ χ(G). Неравенството в б)

следва от Теорема 4.11 а). �

Забележка 4.13. Случаят k = s = 1 на Следствие 4.12 е до-

казан в [3] (вж. Теорема 6.3 (i) и Теорема 6.2 (ii)).

Следствие 4.14. Нека G е n-върхов граф. Тогава за всяко ес-

тествено s ≥ 2,

ϕ(s)(G) ≥ n

n− d2(G)
.

Доказателство. Ако ϕ(2)(G) = 1, то E(G) = ∅, т. е. G = Kn и

неравенството е очевидно.

Ако ϕ(2)(G) ≥ 2,то ϕ(s)(G) ≥ 2, защото s ≥ 2. Следователно

Следствие 4.14 се получава от Следствие 4.12 б). �

Следствие 4.15 ([4]). За всеки n-върхов граф

ϕ(G) ≥ n

n− d2(G)
.
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Доказателство. Това неравенство следва от Следствие 4.14,

защото ϕ(s)(G) ≤ ϕ(G). �

Следствие 4.16 ([3]). Нека G е n-върхов граф. Тогава за всяко

естествено число k ≤ ϕ(G)

ϕ(G) ≥ n

n− dk(G)
.

Доказателство. Според Теорема 4.9 съществува естествено

число s, такова че ϕ(G) = ϕ(s)(G). Тъй като k ≤ ϕ(s)(G), от Следс-

твие 4.12 б) получаваме

ϕ(G) = ϕ(s)(G) ≥ n

n− dk(G)
. �

Следствие 4.17. Нека G е n-върхов граф. Тогава за всяко ес-

тествено число s ≥ 3

ϕ(s)(G) ≥ n

n− d3(G)
.

Доказателство. Тъй като s ≥ 3, то ϕ(s)(G) ≥ ϕ(3)(G). Следо-

вателно, достатъчно е да докажем неравенството

ϕ(3)(G) ≥ n

n− d3(G)
. (33)

Ако ϕ(3)(G) ≥ 3, то (33) следва от Следствие 4.12 б).

Ако ϕ(3)(G) = 1, то неравенството (33) е очевидно, защото d3(G) =

0. Нека ϕ(3)(G) = 2 и V(G) = V1 ∪V2, където Vi, i = 1, 2 са δ3-малки

множества. Нека ni = |Vi|, i = 1, 2. Тогава

∑
v∈V (G)

d3(v) =
∑
v∈V1

d3(v) +
∑
v∈V2

d3(v) ≤

≤ n1(n− n1)3 + n2(n− n2)3 = n1n2(n2 − 2n1n2) ≤ n4

8
. (34)

Следователно d3(G) ≤ n

2
и получаваме, че

n

n− d3(G)
≤ 2 = ϕ(3)(G). �
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Тъй като ϕ(G) ≥ ϕ(3)(G), от Следствие 4.17 получаваме

Следствие 4.18 ([3]). За всеки n-върхов граф G

ϕ(G) ≥ n

n− d3(G)
.

Следствие 4.19. Нека G е n-върхов граф и ϕ(4)(G) 6= 2. Тогава

за всяко естествено число s ≥ 4,

ϕ(s)(G) ≥ n

n− d4(G)
.

Доказателство. Тъй като ϕ(s)(G) ≥ ϕ(4)(G) за s ≥ 4, доста-

тъчно е да докажем неравнството

ϕ(4)(G) ≥ n

n− d4(G)
. (35)

Ако ϕ(4)(G) ≥ 4 неравенството (35) следва от Следствие 4.12 б).

Ако ϕ(4)(G) = 1 неравенството (35) е очевидно, защото d4(G) =

0.

Остава да разгледаме случая ϕ(4)(G) = 3. Нека V(G) = V1∪V2∪

V3, където Vi, са δ4-малки множества и нека ni = |Vi|, i = 1, 2, 3.

Тогава

∑
v∈V (G)

d4(v) =
∑
v∈V1

d4(v) +
∑
v∈V2

d4(v) +
∑
v∈V3

d4(v) ≤

≤ n1(n− n1)4 + n2(n− n2)4 + n3(n− n3)4. (36)

Нека βi = 1− ni
n
, i = 1, 2, 3. Получаваме

∑
v∈V (G)

d4(v) ≤ n5

(
3∑
i=1

(1− βi)β4
i

)
.

Тъй като
3∑
i=1

(1− βi)β4
i ≤

(
2

3

)4

(вж. Лема 3.1 или доказателството

на Теорема 5.4 (iii) в [3]), то

d4(G) ≤ 2

3
=
ϕ(4)(G)− 1

ϕ(4)(G)
.
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Като решим последното неравенство за ϕ(4)(G), получаваме (35).

�

Следствие 4.20. Нека G е n-върхов граф и ϕ(4)(G) 6= 2. Тогава

ϕ(G) ≥ n

n− d4(G)
. (37)

Забележка 4.21. Съгласно Теорема 3.2 в), неравенството (35)

е изпълнено ако ϕ(G) 6= 2 ([3]).

5. Максимални δk-множества

От Твърдение 4.6 лесно получаваме.

Твърдение 4.22. За всеки граф G

S(1)(G) ≥ S(2)(G) ≥ · · · ≥ S(k)(G) ≥ · · · ≥ S(G) ≥ α (G).

От Теорема 4.9 получаваме

Теорема 4.23. За всеки граф G съществува единствено число

k0 = k0(G), такова че

S(1)(G) ≥ S(2)(G) ≥ · · · ≥ S(k0)(G) = S(k0+1)(G) · · · = S(G).

Твърдение 4.24. Нека

V(G) = {v1, v2, . . . , vn} и deg(v1) ≤ deg(v2) ≤ · · · ≤ deg(vn).

Тогава

S(k)(G) = max {s | dk({v1, v2, . . . vs}) ≤ n− s} =

= max {s | {v1, v2, . . . vs} е δk-малко множество в G} .

Доказателство. Нека

s0 = max {s | {v1, v2, . . . vs} е δk-малко множество в G} .

Тогава s0 ≤ S(k)(G). Нека S(k)(G) = r и нека {vi1 , vi2 , . . . , vir} е

δk-малко множество. От dk({v1, v2, . . . , vr}) ≤ dk({vi1 , vi2 , . . . , vir})

следва, че {v1, v2, . . . , vr} също е δk-малко множество. Следователно

S(k)(G) = r ≤ s0. �
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Твърдение 4.25. За всяко естествено число k са в сила след-

ните неравенства

n−∆(G) ≤ S(k)(G) ≤ n− δ(G).

Доказателство. Лявото неравенство следва от неравенство-

то S(G) ≥ n−∆(G) от Твърдение 2.28 (вж. [3]) и Твърдение 4.22.

Нека r = S(k)(G) и deg(v1) ≤ deg(v2) ≤ · · · ≤ deg(vn) е редица

от степените на G. От Твърдение 4.24, имаме, че {v1, v2, . . . , vr} е

δk-малко множество. Така

δ(G) = deg(v1) ≤ dk({v1, v2, . . . , vr}) ≤ n− r = n− α(k)(G)

и, следователно, α(k)(G) ≤ n− δ(G). �

Забележка 4.26. Неравенството α(G) ≥ n−∆(G) не винаги е

вярно. Например, α (C5) < 5−∆(C5) = 3.

Теорема 4.27. Нека A ⊆ V(G) е δ1-малко множество на G и

s = d1(V(G) \ A). Тогава

|A| ≤

⌊
n− s

2
+

√
(n− s)2

4
+ ns− 2e (G)

⌋
(38)

Доказателство.

2e (G) =
∑

v∈V (G)

d(v) =
∑
v∈A

d(v)+
∑

v∈V (G)\A

d(v) ≤ |A| (n−|A|)+s(n−|A|).

Решавайки неравенството за |A|, получаваме неравенството (38).

�

Следствие 4.28 ([3]). За всяко естествено число k

S(k)(G) ≤

⌊
n−∆(G)

2
+

√
(n−∆(G))2

4
+ n∆(G)− 2e (G)

⌋
≤

≤

⌊
1

2
+

√
1

4
+ n2 − n− 2e (G)

⌋
. (39)
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Доказателство. Като вземем предвид Твърдение 4.22, доста-

тъчно е да докажем (39) само в слуая k = 1. Нека A е максимално

δ1-малко множество, т. е. |A| = S(1)(G), и s = d1

(
V(G) \ A

)
. От

Теорема 4.27 имаме, че е в сила неравенството (38). Тъй като дяс-

ната страна на (38) е растяща функция за s и s ≤ ∆(G) ≤ n − 1,

неравенствата (39) следват от (38). �

6. α-малки множества

Определение 4.29 ([3]). Нека G е n-върхов граф и нека W ⊆

V(G). Ще казваме, че W е α-малко множество, ако

CW(W ) =
∑
v∈W

1

n− d(v)
≤ 1.

Най-малкото естествено число r, за което V(G) се разлага на r α-

малки множества, ще означаваме с ϕα(G).

Идеята за α-малки множества произлиза от неравенството на

Caro-Wey (Следствие 1.21; вж. [41, 40] и [8])

ω (G) ≥
∑

v∈V (G)

1

n− d(v)
.

Твърдение 4.30. В граф G всяко малко множество е α-малко

множество и всяко α-малко множество е δ1-малко множество.

Доказателство. АкоA е малко множество наG, то n−deg(v) ≥

|A| за всеки връх v ∈ A и имаме, че∑
v∈A

1

n− deg(v)
≤
∑
v∈A

1

|A|
= 1.

Следователно A е α-малко множество (Твърдение 2.10).

Ако A е α-малко множество на G, то от неравенството на Jensen

получаваме

1 ≥
∑
v∈A

1

n− deg(v)
≥ |A|
n− d1(A)

и, следователно, d1(A) ≤ n−|A|. Така A е δ1-малко множество. �
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Имаме следното твърдение

Теорема 4.31 ([3]). Нека G е граф с n върха. Тогава

а) ω (G) ≥ ϕ(G) ≥ ϕα(G) ≥ ϕ(1)(G) ≥
⌈

n

n− d1(G)

⌉
;

б) ω (G) ≥ ϕ(G) ≥ ϕα(G) ≥ CW (G) ≥
⌈

n

n− d1(G)

⌉
.

Доказателство. Тъй като всяко малко множество е α-малко

множество и всяко α-малко множество е δ1-малко множество и по-

ради Теорема 2.8, получаваме веригата от неравенства

ω (G) ≥ ϕ(G) ≥ ϕα(G) ≥ ϕ(1)(G).

Сега ще докажем останалите неравенства.

а) Неравенството ϕ(1)(G) ≥ n

n− d1(G)
следва от Твърдение 4.5.

б) Нека V(G) = A1∪A2∪. . .∪At е разбиване на V(G) на t = ϕα(G)

α-малки множества. Тогава, неравенството на Jensen и определени-

ето за α-малки множества ни дава

n

n− d1(G)
≤ CW(G) =

∑
v∈V (G)

1

n− deg(v)
=

=
t∑
i=1

∑
v∈Ai

1

n− deg(v)
≤ t = ϕα(G). �

Пример 4.32. Нека G получен от две копия на Kn чрез съеди-

няване на един от върховете на едното копие с всички върхове на

другото копие. Тогава ϕ(G) = 3, CW(G) = 3− 2

n+ 1
и ϕ(1)(G) = 2.

В този случай ϕ(1)(G) ≤ CW(G).

Веригите от неравенства в Теорема 4.31 а) и б), заедно с 2e (G) =

n d1(G) ни дават следното следствие:
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Следствие 4.33. Нека G е граф с n върха. Тогава

а)

e (G) ≤ (ϕ(1)(G)− 1)n2

2ϕ(1)(G)
≤ (ϕα(G)− 1)n2

2ϕα(G)
≤

≤ (ϕ(G)− 1)n2

2ϕ(G)
≤ (ω (G)− 1)n2

2ω (G)
;

б)

e (G) ≤ (CW(G)− 1)n2

2 CW(G)
≤ (ϕα(G)− 1)n2

2ϕα(G)
≤

≤ (ϕ(G)− 1)n2

2ϕ(G)
≤ (ω (G)− 1)n2

2ω (G)
.

Както отбелязахме след Следствие 2.14, горните граници за

e (G) са по-добри от границата e (G) ≤ n2(ω (G)− 1)

2ω (G)
, която се по-

лучава от класическата теорема на Turán, защото

ω (G) ≥ ϕ(G) ≥ ϕα(G) ≥ CW(G) и ϕα(G) ≥ ϕ(1)(G).



Глава 5

k-малки и k-големи множества

1. Определение и основни свойства

Определение 5.1. Нека m и n са естествени числа. Нека

S = {0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ am ≤ n− 1}

е редица от m цели числа и

S = {0 ≤ bm ≤ bm−1 ≤ . . . ≤ b1 ≤ n− 1}

е допълващата редица, където bi = n − ai − 1 за 1 ≤ i ≤ m. Нека

k ≥ 0 е цяло.

Една подредица A на S се нарича k-малка ако за всеки член x

на A, x ≤ n − |A| + k. Една подредица B на S се нарича k-голяма

ако за всеки член x на B, x ≥ |B| − k − 1.

Определение 5.2. Нека G е граф с n върха. Едно множество

от върхове A ⊆ V(G) ще наричаме k-малко ако за всеки връх v ∈ A,

deg(v) ≤ n − |A| + k. Едно подмножество B ⊆ V(G) ще наричаме

k-голямо ако за всеки връх v ∈ B, deg(v) ≥ |B| − k − 1.

Когато k = 0, ще казваме, че A е малко множество (Определе-

ние 2.1; δ-множество в [36, 4]) и B е голямо множество. С Sk(G)

ще означаваме максималния брой елементи в k-малко множество

и Lk(G) ще означава максималния брой елементи в k-голямо мно-

жество в G. За граф G ще използваме ϕk(G) за минималното цяло

t, за което съществува разлагане на V(G) на t k-малки множества,

а Ωk(G) за минималното цяло t, за което има разлагане на V(G) на

t k-големи множества. Когато k = 0, ще използваме ϕ(G) вместо

ϕ0(G) и Ω(G) вместо Ω0(G).
43
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Забележка 5.3. От определението е ясно, че всяко k-малко

(k-голямо) множество е и (k + t)-малко ((k + t)-голямо) множест-

во за всяко естествено число t. В частност, всяко малко (голямо)

множество е и k-малко (k-голямо) множество

Определение 5.4. Една крайна редица от числа ще наричаме

графична, ако съществува граф, чиято редица от степени е тази

редица.

В сила е следната теорема , която дава необходимо и достатъчно

условие една редица да бъде графична.

Теорема 5.5 (Erdős–Gallai, [14]). Нека a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an,

n ≥ 2, е редица от цели неотрицателни числа. Тогава тази редица

е графична тогава и само тогава когато са изпълнени следните

две условия:

1)
n∑
i=1

ai е четно число;

2)

j∑
i=1

ai − j(j − 1) ≤
n∑

k=j+1

min{j, ak} (j = 1, 2, . . . , n− 1)

Твърдение 5.6. Нека n и m са две естествени числа. Нека

S = {0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ am ≤ n− 1}

редица и G граф.

а) A e k-малка подредица на S тогава и само тогава, когато

A е k-голяма подредица на S;

б) A e k-малко множество в G тогава и само тогава, когато

A е k-голямо множество в G;

в) Sk(G) = Lk(G) и Lk(G) = Sk(G);

г) ϕk(G) = Ωk(G) и Ωk(G) = ϕk(G).
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Доказателство. а) A е малка подредица на S тогава и само

тогава, когато ai ≤ n−|A|+k за всяко ai ∈ A, което е еквивалентно

на bi ≥ |A| − k − 1 за всяко bi = n− ai − 1 ∈ A, което означава, че

A е k-голяма подредица на S.

б) A е k-малко множество на G тогава и само тогава, когато

degG(v) ≤ n − |A| + k за всеки v ∈ A, което е еквивалентно на

degG(v) = n − 1 − degG(v) ≥ |A| − k − 1 за всеки v ∈ A, което

означава, че A е k-голямо множество в G.

в) и г) следват директно от б). �

Определение 5.7. k-независимо множество A в G е подмно-

жество от върхове на G, такова че |N(v) ∩ A| ≤ k за всяко v ∈ A.

Максималният брой елементи в k-независимо множество се оз-

начава с αk(G). Едно 0-независимо множество е точно независимо

множество и ще използваме обичайното означение α(G) за числото

на независимост вместо α0(G).

Свойствата на числото на k-независимост са изложени в обзора

[10].

С числото на независимост е свързана и границата от неравен-

ството на Caro-Wei (Твърдение 1.20)

α(G) ≥
∑

v∈V(G)

1

deg(v) + 1
.

Аналогично, ще наричаме едно подмножество B ⊆ V(G), тако-

ва че |N(v) ∩ B| ≥ |B| − k − 1 за всеки v ∈ B k-кликоподобно и

броят на елементите в максимално k-кликоподобно ще означаваме

с ωk(G). Едно 0-кликоподобно множество е клика и ще използваме

обичайното означение ω (G) за кликовото число, вместо ω0(G).

Връзката между k-независимите множества и k-кликоподобните

множества с k-малките и k-големите множества се дава със след-

ващото твърдение.
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Твърдение 5.8. В граф G, всяко k-независимо множество е k-

малко множество и всяко k-кликоподобно множество е k-голямо

множество;

Доказателство. Нека A е k-независимо множество и B е k-

кликоподобно множество на G. Тогава deg(v) ≤ n−|A|+k за всяко

v ∈ A и deg(v) ≥ |B| − k − 1 за всяко v ∈ B. Тогава, A е k-малко

множество и B е k-голямо множество. �

2. Граници за Sk(G) и Lk(G) с приложения за горни

граници за αk(G) и ωk(G)

Тъй като едно k-независимо множество на G е k-малко множес-

тво и едно k-кликоподобно множество на G е k-голямо множество,

можем да очакваме, че границите за Sk(G), Lk(G), ϕ(G) и Ω(G) мо-

гат да бъдат получени като се използват само техните аритметични

дефиниции и такива свойства ще бъдат полезни за получаването на

граници за много по-трудните за намиране αk(G) и ωk(G). Ще полу-

чим лесно няколко усилвания на неравенството на Caro-Wei [8, 41],

Теоремата на Turán [39] и Теоремата на Hansen-Zheng [21] от като

използваме оценките за k-малки множества и k-големи множест-

ва така, както и някои връзки между L0(G) и χ (G). Намирането

на долна граница за α(G) и ω(G) чрез Ω(G) и ϕ(G), съответно,

показват полезността на използването на малки и големи множес-

тва. Тези граници са получени като използваме основно идеята за

известния greedy MIN-type-algorithm за намиране на независимо

множество.

Теорема 5.9. Нека G е граф. Тогава

α(G) ≥ Ω(G) и ω(G) ≥ ϕ(G).

Доказателство. Нека G1 = G и нека x1 е връх от минимална

степен в G1. Нека сега xi за i ≥ 1 е връх от минимална степен в
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Gi и да дефинираме последователно Gi+1 = Gi − NGi
[xi] и Vi =

NGi
[xi], докато има останали върхове, до индекс q, например. Така

получаваме разлагане V1∪V2∪. . .∪Vq на V(G) на големи множества,

като за всяко v ∈ Vi,

deg(v) ≥ degGi
(v) ≥ degGi

(xi) = |Vi| − 1.

Следователно q ≥ Ω(G). От друга страна, {x1, x2, . . . , xq} е незави-

симо множество по конструкция и тогава α(G) ≥ q. Следователно,

α(G) ≥ Ω(G) и също α(G) = α(G) ≥ Ω(G) = ϕ(G). �

Така получихме друго доказателство на ω(G) ≥ ϕ(G) (Твърде-

ние 2.8; също и в [36]).

Една от най-точните оценки за числото на независимост на граф

е така наречената остатъчна редица от степени, която се означа-

ва с R(G) ([17, 38, 27]). Това е броят на оставащите нули, след

приключване на алгоритъма на Havel-Hakimi. През 1955 г. Havel

(([26]) и, по-късно, през 1962 г. Hakimi ([20]) доказват, че редицата

a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an

е графична тогава и само тогава, когато множеството

{a2 − 1, a3 − 1, . . . , aa1+1 − 1, aa1+2, aa1+3, . . . , an}

след, евентуално, пренареждане е графична редица. Това твърде-

ние ни дава алгоритъм за намиране на граф, на който редицата от

степени е отнапред зададена редица, която удовлетворява услови-

ето на теоремата на Erdős-Gallai (Теорема 5.5).

Както ще видим по-късно, изчисляването на Ω(G) е със слож-

ност O(|V(G)|), докато алгоритъмът на Havel-Hakimi с O(|E(G)|).

Въпреки, че R(G) дава по-добра оценка от всички долни грани-

ци представени в изследването [44], нека разгледаме следните два

примера. В единия R(G) е по-точна, а в другия Ω(G).
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Пример 5.10. Нека G = K1,n е граф-звезда, т. е. се състои от

клика и връх, който е свързан с всички върхове на кликата. Тогава

R(G) = n− 1 , докато Ω(G) ∼ n

2
.

Пример 5.11. Да разгледаме графа G с 6 върха и редица от

степени 1, 2, 2, 3, 3, 3. Такъв граф съществува (Теорема 5.5) и за

него Ω(G) = 3, докато R(G) = 2.

За разлика от Теорема 5.9, която дава долни граници за α(G) и

ω(G) изразени чрез Ω(G) и ϕ(G), следващата теорема дава горни

граници за αk(G) и ωk(G) изразени чрез Sk(G) и Lk(G).

Теорема 5.12. Нека G е граф със n върха и d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn

е неговата редица от степени. Тогава

а) Sk(G) ≥ αk(G) и Lk(G) ≥ ωk(G);

б) Sk(G) ≥ n

ϕk(G)
и Lk(G) ≥ n

Ωk(G)
;

в) Sk(G) = max{s | ds ≤ n − s + k} и {v1, v2, . . . , vSk(G)} е най-

голямо k-малко множество на G;

г) Lk(G) = max{t | t−k−1 ≤ dn−t+1} и {vn−Lk+1, vn−Lk+2, . . . , vn}

е най-голямо k-голямо множество на G.

Доказателство. а) Тъй като едно k-независимо множество

е и k-малко множество и едно k-кликоподобно множество е и k-

голямо множество, то Sk(G) ≥ αk(G) и Lk(G) ≥ ωk(G).

б) Нека V1∪V2∪. . .∪Vt е разлагане на V(G) на t = ϕk(G) k-малки

множества. Тогава

Sk(G) ≥ max
1≤i≤t

|Vi| ≥
n

t
=

n

ϕk(G)
.

Другото неравенство следва от

Lk(G) = Sk(G) ≥ n

ϕk(G)
=

n

Ωk(G)
.

в) Нека v1, v2, . . . , vn са върховете на G, подредени съгласно не-

говата редица от степени и нека A е произволно k-малко множество.
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Ясно е, че за всеки връх е в сила v ∈ A, deg(v) ≤ n− |A|+ k. Сега

да наредим степените на върховете от A в нарастващ ред, така че

да е изпълнено

deg(u1) ≤ deg(u2) ≤ . . . ≤ deg(u|A|) ≤ n− |A|+ k.

Тогава deg|A| ≤ deg(u|A|) ≤ n − |A| + k. Следователно, за всяко

k-малко множество A, deg|A| ≤ deg(u|A|) ≤ n−|A|+k. Нека s е най-

големият индекс в редицата от степени на G такъв, че degs ≤ n −

s+k. Тогава s ≥ Sk(G), тъй като това неравенство е в сила за всяко

k-малко множество. Но тогава {v1, v2, . . . , vs} е k-малко множество

по дефиниция. Следователно Sk(G) ≥ s, откъдето получаваме s =

Sk(G).

г) Нека d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn е редицата от степени на G зада-

дена с di = n − 1 − dn−i+1 за 1 ≤ i ≤ n. Тогава, съгласно в) и

Твърдение 5.6 в) получаваме

Lk(G) = Sk(G) = max{t | dt ≤ n− t+ k} =

= max{t | t− k − 1 ≤ dn−t+1} �

От предишната теорема забелязваме, че ако k ≥ ∆, то Sk(G) = n

и ϕk(G) = 1. Също така, ако k ≥ n− δ− 1, то Lk(G) = n и Ωk(G) =

1. Вземайки това предвид, условията k ≤ ∆ или k ≥ n − δ − 1,

необходими в някои от следващите теореми, са напълно естествени.

От Теорема 5.12, директно следва следното Твърдение.

Твърдение 5.13. Нека G е граф с минимална степен δ и мак-

симална степен ∆. Тогава

а) n−∆ + k ≤ Sk(G) ≤ n− δ + k за k ≤ ∆;

б) δ + k + 1 ≤ Lk(G) ≤ ∆ + k + 1 за k ≤ n− δ − 1;

в) Ако G е r-регулярен, то Sk(G) = n − r + k при k ≤ r и

Lk(G) = r + k + 1 при k ≤ n− r − 1.
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Доказателство. а) Нека δ = d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn = ∆ е реди-

цата от степени на G за k ≤ ∆,

dn−∆+k ≤ n− (n−∆ + k) + k = ∆.

Откъдето, n−∆ + k ∈ {s | ds ≤ n− s+ k} и следователно

n−∆ + k ≤ Sk(G).

Още повече, според Теорема 5.12 в), от Sk ∈ {s | ds ≤ n − s + k}

следва, че δ ≤ dSk(G) ≤ n− Sk(G) + k, т. е. Sk(G) ≤ n− δ + k.

б) Следва от a) приложено към графа G.

в) Директно следва от а) и б). �

Сега ще намерим връзка между L0(G) и хроматичното число

χ(G) засилваща L0(G) ≥ ω(G). Получава се и аналогичен резултат

за S0(G) и числото на кликово разбиване θ (G), получен по различен

начин в Твърдение 2.26.

Твърдение 5.14. Нека G е граф. Тогава

а) L0(G) ≥ χ(G) ≥ ω(G);

б) S0(G) ≥ θ (G) ≥ α(G).

Доказателство. а) Резултат на Powell и Welsh в [42] (вж.

също [24, стр. 148]) ни дава, че

χ(G) ≤ max{min{i, di + 1} | 1 ≤ i ≤ n},

където d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dn е редица от степени на G. Като обърнем

посоката на неравенствата за степените, получаваме, че за d1 ≤

d2 ≤ . . . ≤ dn имаме

χ(G) ≤ max{t : t ≤ dn−t+1 + 1} = L0(G).

Последното равенство следва от Теорема 5.12.
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б) Следва от а) и S0(G) = L0(G), θ (G) = χ(G) и α(G) = ω(G).

�

Сега ще докажем няколко твърдения за разлаганията на мно-

жеството от върхове на k-малки и k-големи множества.

Твърдение 5.15. Нека G е граф. Тогава V(G) може да се раз-

ложи на k-малко множество VS и на k-голямо множество VL.

Доказателство. Нека d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn е редица от степени

на G и нека j = Sk(G) е най-големият индекс, такъв че dj ≤ n−j+k.

Нека v1, v2, . . . , vn са върховете на G подредени, както редицата от

степени. Да положим VS = {v1, . . . , vj} и VL = V \ VS. Ясно е, че

|VS| = j и |VL| = n− j. Съгласно Теорема 5.12 в), VS е максимално

k-малко множество. Тъй като j е най-големият индекс, за който

dj ≤ n − j + k, то dj+1 > n − (j + 1) + k и dj+1 ≥ n − j + k. Но

тогава, за i ≥ j + 1, di ≥ dj+1 ≥ n− j + k = |VL| + k > |VL| − k − 1

и, следователно VL е k-голямо множество. �

Забележка 5.16. За да докажем горното твърдение беше дос-

татъчно да го докажем за k = 0, т. е. че можем да разбием множес-

твото от върховете на графа на малко и голямо множество, тъй

като малко множество е и k-малко и всяко голямо множество е и

k-голямо за k > 0 (Забележка 5.3).

Забележка 5.17. От Твърдение 5.15 лесно следва, че за всеки

граф с n върха съществува или k-малко множество с поне n/2 върха

или k-голямо множество с поне n/2 върха.

Твърдение 5.18. В сила са неравенствата n ≤ Lk(G)+Sk(G) ≤

n+ 1 + 2k, като и в двете е възможно равенство.

Доказателство. От Твърдение 5.15 директно следва долната

граница n ≤ Sk(G) + Lk(G).
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Нека сега A е k-малко множество, за което Sk(G) = |A| и B

е k-голяма множество, за което Lk(G) = |B|. Ако A ∩ B = ∅, то

|A| + |B| ≤ n. В противен случай, да допуснем, че вземем връх

u ∈ A ∩ B. Тогава deg(u) ≤ n − |A| + k и deg(u) ≥ |B| − k − 1.

Следователно |B| − k − 1 ≤ n− |A|+ k и |A|+ |B| ≤ n+ 1 + 2k.

За да видим точността на долната граница, да вземем графа G1

с n1 = 2q > 2(2k + 2) върха, чието множество от върхове може да

се разложи на независимо множество VS и клика VL, така че |VS| =

|VL| = q, така че техните върхове са свързани с k + 1 независими

ребра. Тогава, всички върхове на VS имат степен k + 1 и всички

върхове в VL имат степен q + k. Тогава за редицата от степени

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ d2q на G1 имаме

dq = k + 1 ≤ n1 − q + k = q + k

и

q + k = dq+1 > n1 − (q + 1) + k = q + k − 1,

откъдето следва, че VS е максимално k-малко множество (Теоре-

ма 5.12). А от

dq+1 ≥ n1 − q − k − 1 = q − k − 1

и

dq = k + 1 < n1 − q − k − 1 = q − k − 1

за q > 2k+2 следва, че VL е максимално k-голямо множество за G1.

Следователно, за този граф n1 = Sk + Lk и неравенството е точно.

За точността на горната граница, да разгледаме графа G2, за

който най-големите 2k + 1 степени в редицата от степените му са

равни на k. Лесно се проверява, че G2 прави неравенството точно.

�
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Твърдение 5.19. Нека G е граф с n върха и e (G) ребра. То-

гава съществува разлагане на V(G) на k-малко множество VS и

k-голямо множество VL, такива,че

|VL| ≤
1

2
(k + 1 +

√
(k + 1)2 + 8e (G))

и

|VS| ≥ n− 1

2
(k + 1 +

√
(k + 1)2 + 8e (G)).

Доказателство. Нека V(G) = VS ∪VL е разлагане на k-малко

и на k-голямо множество, каквото съществува според Твърдение 5.15

и нека p = |VL|. Тогава

2e (G) ≥
∑
v∈VL

deg(v) ≥ p(p− k − 1).

Като решим последното квадратно неравенство, получаваме

|VL| = p ≤ 1

2
(k + 1 +

√
(k + 1)2 + 8e (G)).

Другото неравенство следва от |VS|+ |VL| = |V(G)| = n �

3. Граници за ϕk(G) и Ωk(G)

Теорема 5.20. Нека G е граф с n върха и средна степен d1.

Тогава

а) ϕk(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

n− deg(v) + k
≥ n

n− d1 + k
;

б) Ωk(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

deg(v) + k + 1
≥ n

d1 + k + 1
.

Доказателство. а) Нека V1, V2, . . . , Vt е разлагане на V(G) на

t = ϕk(G) k-малки множества и |Vi| = ni за 1 ≤ i ≤ t. Тогава, от

deg(v) ≤ n− ni + k за всяко v ∈ Vi, имаме

∑
v∈V (G)

1

n− deg(v) + k
=

t∑
i=1

∑
v∈Vi

1

n− deg(v) + k
≤

t∑
i=1

∑
v∈Vi

1

ni
= t = ϕk(G).
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Сега, от неравенството на Jensen получаваме

ϕk(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

n− deg(v) + k
≥ n

n− d1 + k
.

б) Тъй като Ωk(G) = ϕk(G), от а) получаваме

Ωk(G) = ϕk(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

n− degG(v) + k
≥ 1

n− d1(G) + k
,

което е еквивалентно на

Ωk(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

deg(v) + k + 1
≥ n

d1 + k + 1
. �

Теореми 5.9 и 5.20 за k = 0 ни дават следното следствие.

Следствие 5.21. Нека G е граф с n върха и средна степен d1.

Тогава

а) ω(G) ≥ ϕ(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

n− deg(v)
≥ n

n− d1

;

б) α(G) ≥ Ω(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

deg(v) + 1
≥ n

d1 + 1
.

Първото експлицитно доказателство на α(G) ≥ n

d1 + 1
може

да бъде намерено в [15]. Няколко други доказателства има в [2].

Също така б) подточка на предишното следствие подобрява нера-

венството на Caro-Wei α(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

deg(v) + 1
от [8, 41]. Освен

това, неравенството ϕ(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

n− deg(v)
е доказано в [36] (вж.

също Твърдение 2.11).

Следствие 5.22. Нека G е граф с n върха и e (G) ребра. Тогава

а) e (G) ≤ 1

2

(
n2 − n2

ϕk(G)
+ nk

)
;

б) e (G) ≥ 1

2

(
n2

Ωk(G)
− n(k + 1)

)
.

Доказателство. а) От Теорема 5.20 а) и nd1 = 2e (G), следва,

че

ϕk(G) ≥ n

n− d1 + k
=

n2

n2 − 2e (G) + kn
.
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Решавайки неравенството за e (G), получаваме желаното неравен-

ство.

б) Подобно на а), от Теорема 5.20 б) и nd1 = 2e (G), следва,

че Ωk(G) ≥ n2

2e (G) + k(n+ 1)
. Решавайки последното неравенство

относно e (G), получаваме и б). �

В частния случай k = 0, от Следствие 5.22 получаваме e (G) ≤
n2(ϕ(G)− 1)

2ϕ(G)
(вж. 2.14).

Теорема 5.23. Нека G е граф с n върха минимална степен δ,

максимална степен ∆ и средна степен d1. Тогава

а)
⌈

n

n− d1 + k

⌉
≤ ϕk(G) ≤

⌈
n

n+ k −∆

⌉
;

б)
⌈

n

d1 + k + 1

⌉
≤ Ωk(G) ≤

⌈
n

δ + k + 1

⌉
;

в) Ако
r − 2

r − 1
n + k < d1 ≤ ∆ ≤ r − 1

r
n + k за някое цяло число

r > 1, то ϕk(G) = r. В частност за r = 2 имаме, че ако

1 ≤ δ ≤ ∆ ≤ n/2, то ϕ(G) = 2);

г) Ако
n

r
− k − 1 ≤ δ ≤ d1 <

n

r − 1
− k − 1 за някое цяло число

r > 1, то Ωk(G) = r;

д) Ако G е r-регулярен, то ϕk(G) =

⌈
n

n+ k − r

⌉
и Ωk(G) =⌈

n

r + k + 1

⌉
.

Доказателство. а) От Теорема 5.20 а), следва директно, че

ϕk(G) ≥
⌈

n

n− d1 + k

⌉
.

Ако k > ∆, то ϕk(G) = 1 и дясното неравенство е очевидно. Нека

k ≤ ∆ и A ⊆ V(G) е множество с n − ∆ + k елемента. Тогава, за

всяко v ∈ A,

deg(v) ≤ ∆ = n− (n−∆ + k) + k = n− |A|+ k

и, следователно, A е k-малко множество. Сега ще вземем разлагане

V1, V2, . . . , Vt на V(G) \ A на t =

⌈
∆− k

n−∆ + k

⌉
(да отбележим, че
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|V(G) \A| = ∆− k) k-малки множества, такива че |Vi| = n−∆ + k

за i = 1, 2, . . . , t−1 и |Vt| ≤ n−∆+k. Тъй като за всеки връх v ∈ Vi,

deg(v) ≤ ∆ = n− (n−∆ + k) + k ≤ n− |Vi|+ k,

то Vi е k-малко множество за 1 ≤ i ≤ t. Следователно A∪ V1 ∪ V2 ∪

. . . ∪ Vt е разлагане на V(G) на

1 + t = 1 +

⌈
∆− k

n−∆ + k

⌉
=

⌈
n

n−∆ + k

⌉
k-малки множества и тогава

ϕk(G) ≤
⌈

n

n−∆ + k

⌉
.

б) Теорема 5.20 б) ни дава

Ωk(G) ≥
⌈

n

d1 + k + 1

⌉
.

Другото неравенство се получава от а) чрез

Ωk(G) = ϕk(G) ≤
⌈

n

n+ k −∆(G)

⌉
=

⌈
n

δ + k + 1

⌉
.

в) Ако
r − 2

r − 1
n+ k < d1 ≤ ∆ ≤ r − 1

r
n+ k, то от а) получаваме

r − 1 =

⌈
n

n− r−2
r−1

n

⌉
<

⌈
n

n+ k − d1

⌉
≤ ϕk(G) ≤

≤
⌈

n

n+ k −∆

⌉
≤
⌈

n

n− r−1
r
n

⌉
= r

и тогава ϕk(G) = r.

г) Ако
n

r
− k − 1 ≤ δ ≤ d1 <

n

r − 1
− k − 1, от б) получаваме

r − 1 =

⌈
n
n
r−1

⌉
<

⌈
n

d1 + k + 1

⌉
≤ Ωk(G) ≤

⌈
n

δ + k + 1

⌉
≤
⌈
n
n
r

⌉
= r

и тогава Ωk(G) = r.
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д) От а) имаме
⌈

n

n+ k − d1

⌉
≤ ϕk(G) ≤

⌈
n

n+ k −∆

⌉
и тогава,

ако d1 = ∆ = r, то ϕk(G) =

⌈
n

n+ k − r

⌉
. Аналогично, б) влече

Ωk(G) =

⌈
n

r + k + 1

⌉
. �



Глава 6

Алгоритми за намирането на ϕk(G) и Ωk(G)

Тук ще представим два алгоритъма за намиране на ϕk(G) и

Ωk(G) за G. За целта ще разгледаме някаква редица от m цели

числа

A = {0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ am ≤ n− 1}

(не е задължително да е графична). Искаме да я разложим на

k-малки подредици. Ще приложим следния greedy MIN-type алго-

ритъм.

Алгоритъм 1

ВХОД: A

Стъпка 1: Нека i := 0, R0 := A.

Стъпка 2: Повтаряме

(1) ni := |Ri|

(2) pi := min{ni, n− ani
+ k}

(3) Ai+1 := {ani−pi+1, ani−pi+2, . . . , ani
}

(4) Ri+1 := Ri \ Ai+1

(5) i := i+ 1

докато Ri = ∅.

ИЗХОД: s := i, A1, A2, . . . , As.

Тук i е номерът на итерацията; Ri е множеството от оставащите

елементи и ni броят на елементите му; Ai+1 е подредицата, която

се конструира на i-тата стъпка. На изхода, s е броят на конструи-

раните подредици Ai.
58
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Теорема 6.1. Нека A = {0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ am ≤ n−1} е редица от

m цели числа. Тогава Алгоритъм 1 с вход A дава едно минимално

разлагане на A на s k-малки подредици A1, A2, . . . , As.

Доказателство. Ясно е, чеAi е подредица наA за i = 1, 2, . . . , s.

От конструкцията, на всяка стъпка i, Ai+1 ⊆ Ri = Ri−1 \ Ai и та-

ка Ai-тата са непресичащи се. Освен това, последната стъпка s се

достига, когато Rs = ∅, т. е., As = Rs−1 означава, че As се състои

от всички останали елементи на A. Следователно, A1, A2, . . . , As е

разлагане на A на подредици.

Сега ще докажем, че на всяка стъпка i ≥ 0, получената подре-

дица Ai+1 е k-малка. Имаме следните две възможни ситуации:

1. pi = ni ≤ n− ani
+ k: Тогава Ai+1 = {a1, a2, . . . , ani

} = Ri и за

всяко a ∈ Ai+1, имаме

a ≤ ani
= n− (n− ani

+ k) + k ≤ n− ni + k = n− |Ai+1|+ k.

Тогава, Ai+1 е k-малка подредица.

2. pi = n− ani
+ k ≤ ni: Тогава

Ai+1 := {ani−(n−ani+k)+1, ani−(n−ani+k)+2, . . . , ani
}

и за всяко a ∈ Ai+1, имаме

a ≤ ani
= n− (n− ani

+ k) + k = n− |Ai+1|+ k.

Тогава Ai+1 отново е k-малка подредица на A.

Накрая, ще докажем, че изходът s, който ни дава Алгоритъм 1

е минималният брой k-малки подредици, на които A може да бъ-

де разложено. Нека A′1, A
′
2, . . . , A

′
q оптимално разлагане на A на k-

малки множества, т. е. такива че q е минимално. Тогава, очевидно,

q ≤ s. Нека Ci = max{a | a ∈ A′i} и без ограничение на общността

да предположим, че C1 ≥ C2 ≥ . . . ≥ Cq.

Ще докажем по индукция по i, че ani
≤ Ci. От an1 = am = C1,

базата на индукцията е доказана.
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Да допуснем, че ani
≤ Ci за i = 1, 2, . . . , r и r < q. Понеже A′i е

k-малко множество, имаме, че от

n− |Ai|+ k = ani
≤ Ci ≤ n− |A′i|+ k,

следва |A′i| ≤ |Ai|, for i = 1, 2, . . . , r. Да допуснем, че anr+1 > Cr+1.

Тогава anr+1 ∈
r⋃
i=1

A′i. Така
r∑
i=1

|A′i| ≤
r∑
i=1

|Ai| и от anr+1 /∈
r⋃
i=1

Ai

по конструкция, то трябва да има елемент y, който се съдържа в
r⋃
i=1

Ai, но не се съдържа в
r⋃
i=1

A′i. Следователно, y ∈ A′j за някое

j ≥ r + 1 и y ≥ anr+1 . Тъй като Cj е най-големият елемент в A′j,

заключаваме, че Cr+1 ≥ Cj ≥ y ≥ anr+1 , което е противоречие с

допускането. Така anr+1 ≤ Cr+1 и по индукция следва, че ani
≤ Ci

за всяко i = 1, 2, . . . , q. Както преди, това влече, че |A′i| ≤ |Ai| за

всяко i = 1, 2, . . . , q. Следователно,

m =

q∑
i=1

|A′i| ≤
q∑
i=1

|Ai| ≤
s∑
i=1

|Ai| = m,

откъдето получаваме q = s. Така, Алгоритъм 1 ни дава разлагане

на A минималния възможен брой k-малки подредици A1, A2, . . . , As.

�

Твърдение 6.2. Алгоритъм 1 може да бъде записан рекур-

сивно чрез дефиниране на функция f , която ще дава разлагане на

произволна редица на на k-малки подредици:

1. f(∅) = ∅.

2. f({0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ am ≤ n− 1}) =

= {{am−min{m,n−am+k}+1, . . . , am}}∪

∪ f({0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ amin{m,n−am+k} ≤ n− 1}).

Когато m = n и d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn е редица от степени на граф

G, можем да използваме алгоритъм 1, за да намерим разлагане на

V(G) на минимално възможен брой k-малки множества.
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Следствие 6.3. Нека G е граф и d1 ≤ . . . ≤ dn е редицата

от степените му. Нека A = {0 ≤ d1 ≤ . . . ≤ dn ≤ n − 1} и

нека V1, V2, . . . , Vs е множества от върхове, съответстващи на

подредиците от степени A1, A2, . . . , As, получени чрез Алгоритъм

1 при вход A. Тогава V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vs е разлагане на V(G) на s =

ϕk(G) k-малки множества.

От връзката между k-малки и k-големи редици и от Ωk(G) =

ϕk(G), можем да модифицираме Алгоритъм 1 да е greedy MAX-

type алгоритъм, който намира точната стойност на Ωk(G). Много

подобен алгоритъм за случая k = 0 е предложен от Murphy в [35]

за получаване на долна граница за числото на независимост. Тази

долна граница е точно Ω(G) (както е показано в Теорема 5.9).

Нека отново да разгледаме редица от m цели числа B = {0 ≤

bm ≤ bm−1 ≤ . . . ≤ b1 ≤ n− 1} (не е задължително да е графична).

Алгоритъм 2

ВХОД: B

Стъпка 1: Инициализираме i := 0, S0 := B.

Стъпка 2: Повтаряме

(1) ni := |Si|

(2) qi := min{ni, bni
+ k + 1}

(3) Bi+1 := {bni
, bni−1, . . . , bni−qi+1}

(4) Si+1 := Si \Bi+1

(5) i := i+ 1

докато Si = ∅.

ИЗХОД: t := i, B1, B2, . . . , Bt.

Теорема 6.4. Нека B = {0 ≤ bm ≤ bm−1 ≤ . . . ≤ b1 ≤ n − 1} е

редица от m цели числа. Тогава Алгоритъм 2 с вход B дава едно

минимално разлагане на B на s k-големи подредици B1, B2, . . . , Bt.
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Доказателство. Нека A = B = {0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ am ≤

n−1} допълващата редица на B, където ai = n−bi−1. Тогава, след

прилагането на Алгоритъм 1 с вход A и на Алгоритъм 2 с вход B,

получаваме:

(i) R0 = A = B = S0

(ii) Ri = Si, |Ri| = ni = |Si|

(iii) qi = min{ni, bni
+ k + 1} = min{ni, n − (n − 1 − bni

) + k} =

min{ni, n− ani
+ k} = pi

(iv) Bi+1 = {bni
, bni−1, . . . , bni−qi+1} = {n − ani

− 1, n − ani−1 −

1, . . . , n − ani−qi+1 − 1} = {n − ani−qi+1 − 1, . . . , n − ani−1 −

1, n− ani
− 1} = Ai+1 и

(v) Si+1 = Si \Bi+1 = Ri \ Ai+1.

Освен това, Si = ∅ тогава и само тогава, когато Ri = ∅, както и бро-

ят на стъпките направени от Алгоритъм 1 с вход A е същият, както

броят на стъпките направени от Алгоритъм 2 с вход B. Така s = t.

Тъй като Алгоритъм 1 ни дава разлагане на A = B на k-малки

множества A1, A2, . . . , As, изходът B1, B2 . . . , Bt на Алгоритъм 2 е

разлагане на B на k-големи множества. �

Отново, когато m = n и dn ≤ dn−1 ≤ . . . ≤ d1 е редица от

степени на граф G, можем да използваме Алгоритъм 2 за намиране

на разлагане на V(G) на минимален брой k-големи множества.

Следствие 6.5. Нека G е граф и dn ≤ . . . ≤ d1 е редицата

от степените му. Нека B = {0 ≤ dn ≤ . . . ≤ d1 ≤ n − 1} и

нека V1, V2, . . . , Vt са множествата от върхове, съответстващи

на подредиците B1, B2, . . . , Bt получени от Алгоритъм 2 с вход B.

Тогава V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vt е разлагане на V(G) на t = Ωk(G) k-големи

множества.
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