EavH knac ot pekypcuBHU pyHKLMOHANM

Oumutsp Cropaes

Codouiickn yHuBepcuteT
@akynTeT No MaTemaTka n MHGOpPMaTMKa

skordev@fmi.uni-sofia.bg .

[MponeTHa Hay4Ha cecust Ha DMU
16 mapT 2019 1.



MNoceewasam Ha namMeTTa Ha

npod. B. A. YcneHcku
(1930-2018)




Pesiome

Bopxy dyHkuun, pecdunupann Haecskbae B N, BCEKN peKypCUBEH
dyHKUNOHAN CBbBMNAZA C HSAKOUW p-pekypcueeH. AKo pasrnexpgame
PyHKUNOHANANTE 1 BBPXY 4aCTUYHU DYHKLUN, TO [i-PEKYPCUBHMTE
hyHKUNOHANN CBCTABNABAT CHLUWHCKU NOAKNAC HA PEKYPCUBHUTE.

B HacToawums poknag ce pasrnexzga efuH Knac ot (yHKLMoHanm,
KOWTO € MpoOMEeXAyTbHeH MeXay Te3n ABa KJaca.



Hsakon geduruumn

LLle o3HayaBame ¢ P MHOXKECTBOTO Ha BCMYKM HaCTUHHN PYHKLWK

or N kbm N. MNpu n € N neka &, =P x N,

Egun enement (f,x1,...,X,) Ha &, LWie Hapu4ame ¢buHUTEH, aKo
dom(f) e kpaliHO MHOXeCTBO.

Ako e = (f,x1,...,xs) m € = (f',x],...,x;,) ca enemeHtn Ha &y,

TO We Ka3Bame, Ye € npeaxoxga e Torasa, korato f/ e pecTpukuns
! __ ) -

Ha flej—xj npu j=1,...,n.

Moa munumanen enemenT Ha egHO nNoaMHOXeCTBO D Ha &, we pas-
bupamMe TakbB eneMeHT Ha D, KOWTO He ce MpeaxoxkAaa OT HUKOI
Apyr enemeHT Ha D.

v

LLle ka3same, ye egHo nogmHoxecTso D Ha &, e 0TBOpEHO, ako 3a
NPUHAANEXHOCTTa KbM D Ha eauH enemeHT Ha &, e Heobxoanmo
N AOCTaTBHYHO TO3U ENEMEHT Aa Ce MPEAXOXAa OT HSAKOW puHUTEH
enemeHT Ha D.




EaHo oyeBuaHO TBbpAEHME U eaHa AedpUHMLNS

Tebpaerune

Ako D e OTBOpPEHO NOLMHOXECTBO Ha &,, TO BCEKN €/eMEHT Ha D
Ce npeaxoxga OT MOHE eAMH MMHWMAaJEH eleMeHT Ha D n Bcuykn
MUHUMaNHW eneMeHTU Ha D ca buHNTHY.

HedbuHnuyns
Heka ej = (fi,x1,...,xn), i =1,..., k ca enementn Ha &,, kouto
npeaxoxaar gageH enemeHt Ha E,. Monarame

erV---Vex=(f,x1,...,Xn),
KbaeTo f e 0bwoTo NpoabXKeHNe Ha f, ..., fx, 3a KOETO

dom(f) = dom(f) U - - - U dom(f).




PekypcrBHu dyHKLMOHaNN

Heka §, € MHOXECTBOTO Ha BCUYKM YacTu4HN n30bpaxkeHusi Ha &,

B N.

Mpn ® € §, kassame, ye ® e pekypcuseH PyHKLMOHA, aKO MHO-
xecteoTo ®1(t) e oTeBOpeHo npu Bcekn usbop Ha t B N u npu
edpeKTnBHaA HOMEpaLUWs €, €1, €2, ... Ha PUHUTHNTE eneMeHTn Ha &,
dyHkumsATa As.P(es) € HaCcTUYHO peKypcuBHa.

MHOXECTBOTO Ha BCUYKMN N306paXKeHns OT §,, KOUTO Ca PEKYPCUBHM
dyHKkunonanw, we o3Hadasame ¢ R,. Monarame

R = Umn.

neN

y

Mpoctn npumepu 3a pekypcueHu pyHKUNOHaAN ca basucHuTe npu-
MUTUBHO PEKYPCUBHU (PyHKLMOHANY, T.e. N300parkeHnsTa

f—0, (f,x)—x+1,
(fox1,...,xn) = xjnpu je{1,...,n},
(f,x) — f(x).



Hsakon onepauuu, 3anasBaliy pekypcuBHOCTTA

3anasBaT pekypCMBHOCTTA HaNpUMep CAeqHMTe Tpu onepauun (npm
X = X1,y Xn)-
o Cynepnosuuyusi — npn gagein &g € 5 u d1,.... 9, € F,
pecdurupamve ¢ € §, 4pe3 paBeHCTBOTO
O(f,x) = do(f, P1(f,X),...,d/(f,X)).

o [lpumutusHa pekypcusi — npu pgagein g € §,m &1 € Fopo
aecdpurupamve ® € §,.1 Ype3 paBeHCTBaTa

O(f,x,0) = Po(f,x), O(f,x,y+1)=(f,%,y,*(f,X,y)).

@ p-onepayms — npu gageHo $o € §F,11 aedunupamve $ € F,
4pes3 paBeHCTBOTO

®(f, %) = py[®o(f, %, y) = 0].



[1-PEKYPCUBHIN (DYHKLMOHANN

Mpn ®© € §, kazeame, ye ® e u-pexypcusen pyrHkymoran, ako e mo-
XKE Aa ce noayqn ot HazsMCHM NPUMNTUBHO PEKYPCUBHM PYHKLMOHA-
SN Ype3 HAKAKBbB Bpoii npuaaraHus Ha Cynepnosvuus, NPpUMUTUBHA
pekypcus n p-onepaunsi. MHOXECTBOTO Ha BCUYKU n3006pa>keHns oT
Sn, KOUTO Ca [-peEKYPCUBHU PYHKUMOHaNM, Lie o3HayaBame ¢ .

[Monarame
m= [ M.
neN

v

OueeungHo M, C R,. BcbyHocT BKIOYBAHETO € CTPOro. Toea MoXe
LA Ce BUAM HaNpUMep KaTo CE U3MNON3Ba CAEAHOTO TEBbPAEHUE, JIECHO
cnenBawo ot aechmHMLMATa No-rope:

Ako ® € 9, 1o 3a BCsiko e oT dom(P) m3mexay enemeHTUTE Ha
dom(®), npeaxoxaalum e, Ma efjiH, KOTO NPESXOXKAA BCUHKM TSIX.
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Mpumep 1 (dbyHkuymonan ot R, \ MNp)
Takbe e ® oT §,, KOITO € onpeaAeneH Ype3 eKBUBAJEHTHOCTTA
O(f,x) =t < dom(f) #2 & t=0.




[Mpeaxoxaalm MUHUMANHA €NEMEHTU HA AEPUHULUOHHUTE

obnactn Ha pekypcruBHUTE PYHKLIMOHANN

Ot peduHuumaTa Ha knaca R cnegga, ye ako ® € R, 1o dom(P) e
OTBOPEHO MHOXECTBO, CIEAOBATENHO BCEKM enemeHT Ha dom(P) ce
MPeaxoKAa OT NOHE eAnH MUHNManeH enemeHT Ha dom(®P) n Bcuykn
MUHUManHu enementu Ha dom(®P) ca puHUTHN.

Te morat ga 6baat muoro. Hanpumep ako dom(®) e dyHkunonanst
oT npumep 1, To muHumantute enementn Ha dom(P), npeaxoxaaLyn
(f,X), ca enementute (g,X) Ha &, 33 KONTO g € PeCTpUKUMS Ha [
BBpPXY €AHOTOHKOBO MHOXECTBO.

Mpn n € N ga o3nauum c I/, MHOXKECTBOTO Ha OHE3M PYHKLMOHAN
® ot R, 3a kouto BCcekn enemenT Ha dom(P) ce npeaxoxaa ot
TOYHO eanH MuHumanen enemenT Ha dom(®P).

Mpu ® € R, ycnosueto ® € M e ekBMBaNEHTHO Ha TOBA, LIOTO 3a
Bcsiko e oT dom(®P) namexgy enementute Ha dom(P), npeaxoxaa-
WM e, ga UMa eauH, KoiTo npeaxoxaa scnykn Tax. CnefoBaTenHo
M, C M. BCbLUHOCT BKAOYBAHETO € CTPOro.



Mpumep 2 (byHkymonan ot N, \ M)
TakbB e © oT §,, KOATO € ONpeAeneH 4pe3 eKBMBAJEHTHOCTTA
O(f,X) =t <
(f(1)=1(2)=0V f(2)=1(0)=1V f(0)=1(1) =2)
& t=0.

B cnyuas, korato n = 0, ToBa € nokasaHo Ha cTp. 32 B MOs CTa-
Tusi, nybnukyeana s /138. Ha MaT. uHcT. Ha BAH, 7, 1963. ObwusT
c/lyyaii cnepga JIECHO OTTYK.



OTHOCHO pekypcrBHUTE PYHKLMOHANN C eANHCTBEHOCT
Ha NPeaxoXKAalns MUHUMANEH eNeMeHT

Ha gedpuHULMOHHATA obacT

Heka

neN

m' = | J o, J

Torasa 91 C M C R. PascbxaeHuaTa, 4pes KOUTO ce BUXKAa,
ye M C M, BCHWHOCT NOKa3BaT, Y€ Cynepno3nunsaTa, NPUMUTUE-
HaTa peKypcus M p-onepaunsiTa 3anasgaT NMPUHAANEXHOCTTA KbM
M’. Nopaan Tosa MM’ e egnu npomexayTbyeH kaac mexay M n R,
KOWTO 3aC/yXaBa W3BECTHO BHMMaHuUe. 3a CbXKasneHue obaye u Toi
KakTo 1 He e 3aTBOpEH OTHOCHO MPWJAraHe HA MapafieneH YCAOBeH
onepaTop.



[lapaneneH ycnoseH onepatop

Ako ca JafeHn normyeckn U3pas p u ABa N3pasa r u 1), To npuaara-
HETO KBbM TsIX Ha OBMKHOBEHUS YC/IOBEH OnepaTop AaBa n3pa3 Dpry
CbC C/IefHaTa CEMaHTUKA: efMH ODEKT a e CTOMHOCT Ha D Pry TOYHO
TOraBa, KOraTo Wam P MMa CTOMHOCT UCTWMHA N 3 € CTOWHOCT Ha I,
AN P MMaA CTOMHOCT NbXKa N 3 € CTOHOCT Ha ).

MNapanentnst ycnoeen onepatop, BbeegeH oT [. [. lNnoTkun, npe-
obpasyBa p, r 1 ) B n3pas :D Pry CbC CAefHaTa CEMAHTUKA: EANH
0beKT a e CTOWHOCT Ha :D Prh TOYHO TOraBa, KOraTO a € CTOWHOCT
Ha DPry Wam a e CTOMHOCT KaKTO Ha I, Taka u Ha 1).

Mpumep 3 (pasnuyeH pesynTaTt oT ABATa YC/IIOBHN ONepaTopa)

MbpBusiT OT N3pasute

1 1
D (; IS N) $?s3 n D (; S N> 5253

3

MMa CTOMHOCT S° 33 BCSKO €CTECTBEHO YUCAO S, Pa3anNyHO OT 0, Ho

HAMa cToiiHocT npu s = 0, JOKaTO BTOPWUAT MMa CTOWHOCT s3 3a

BCAKO €CTECTBEHO HUNCNO S.




HesaTtsopeHocT Ha M n I’ oTHOCHO npunaraxe

Ha napaJiefieH YC/IOBEH onepaTop

Ako g, 1, D5 € €, kbgeto € = M, unn € =M, a nsobpaxeru-
eto ® oT §, ce gechbnHmpa 4pes paBeHCTBOTO

®(e) =D (Po(e) > 0)P1(e)P2(e),
Tonm & € € Toea e Taka, 3awoTo P mMoxKe Aa ce moay4m oOT
&g, P1, Os 1 6asncHU NPUMUTUBHO PEKYPCUBHIN PYHKLMOHANN Ype3
NpUAaraHus Ha Cynepno3vuus U NpUMUTUBHA pekypcusi. HewaTta
obaue ce NMPOMEHAT, aKO 3aMeHNM 3Haka D CbC 3HaKa :D.

Mpumep 4
Mpn kK = 0,1,2 Heka ®; € Ty ce peduHupa ype3 pPaBEHCTBOTO
Oy (f) = f(k), a ® € F1,0 ce aecbuHMpa Ype3 paBeHCTBOTO

O(f) =:D(Po(f) > 0)P1(F)Po(1).

Toraga ®g, P71, P2 € M, o & ¢ M (3aworo f € dom(P) un f
Ce NpeaxoXga oT fBa PasNuyHu MUHUManHW eneMenTa Ha dom(®P),
korato f e konctanTa u dom(f) D {0,1,2}).




PekypcrBHu dyHKLMOHaNN
C KpaeH Opoil npeaxoxaalun MUHUMANHU €JIEMEHTN

Hedunrnuymns
LLle o3Hauyasame ¢ £Q knaca Ha enemenTute ® Ha R cbe cnegHoTo

CBOWCTBO: 3a BCeKM enemeHT e Ha dom(®P) MHOXKECTBOTO HA MUHU-
ManHuTe enemenTn Ha dom(®P), KOUTO NpesxoXaat e, e KpaiiHo.

3abenexka. B ropunata gecduHuumnsa paspewasame yCNOBMETO 3a
KPallHOCT Ha MHOXECTBOTO Ha MUHUManHuTe enemenTn Ha dom(P),
KOUTO MPEAXOXAAT €, Aa ce pa3bmpa nNo HEKOHCTPYKTUBEH HAYMH.

Monexe M’ C 9, a dyHkynonanst ® ot npumep 4 npuHagnexn
Ha £, knaceT I e ChbLMHCKNM nogknac Ha 9.

Teopema

KnacbkT £Q e 3aTBOpPEH OTHOCHO Cynepno3nuusi, NPUMUTUBHA PEKYP-
cusl, p-onepauus n napanesieH yC/IOBEH OMepaTop.




EnHa xapakTepusauns Ha £, ynobHa 3a [OKa3aTeNCTBOTO

HedbnHnyus

Ako e € D C £", 1o we Hapudame 6a3080 noamHoxecTBo Ha D 3a e
TakoBa NoAMHOXECTBO B Ha D, ye BCekm eneMeHT Ha D, npenxox-
DAl €, Ce NPeaxoXaa OT HAKONR eneMeHT Ha B.

Jlema

| \

3a ga npuHagnexn Ha £ eaud cdynkunoHan ¢ ot R, Heobxognmo
N AOCTaTBYHO € Mpu BCeKM n3bop Ha enemeHT e Ha dom(P) aa
ChliecTByBa KpaiiHo 6bazoso nogmHoxecTeo Ha dom(®) 3a e.

v

Heobxogumoct. Ako @ € Q n e € dom(®P), To MHOXKeCTBOTO Ha
MUHUManHuTe enemenTn Ha dom(®P), npeaxoxpawm e, e KpailiHo
basoBo nogmHoxecTBo Ha D 3a e.

Hocratvunoct. Ako @ € R, e € dom(P) n B e basoso nogmHo-
xectBo Ha dom(®P) 3a e, To MuHUManHUTe enemenTn Ha dom(P),
MPeaxoXAaLlmM e, NpuHagnexaT Ha 5.



3aTBOPEHOCT Ha £ OTHOCHO Cymepno3nLus

Heka &g € §/n ®1,..., 9, € §F, caor knaca £, a ¢ € §, ce ge-
cduHmpa upes pasenctBoTo P(f, %) = Po(f, P1(f, %), ..., P/(f,X)).

Toraga ® € Q.

fAcio e, yve & € R,. Heka (f,x) € dom(®P), cnegosaTtenHo

(f,x) € dom(®k) npm k = 1,....01 n (f,y1,...,y)) € dom(Pg)

npu y1 = P1(f,x),...,y1 = ®/(f,X). Heka By e kpaiino 6asoso

nogmHoxectso Ha dom(®Pg) 3a (f,y1,...,y), anpn k = 1,...,/

By e kpaiino basoso nogmHoxecteo Ha dom(Py) 3a (f,X). [da no-

JNOXUNM

B = {(g,)'()\/el\/-~-\/e, | (g,yl,...,y/) € By, 61 € By,...,¢ € B/}.

Torasa B e kpaiito 6azoso nogmuoxectso Ha dom(®) sa (7, X).



3aTBOPEHOCT Ha £ OTHOCHO MPUMUTUBHA PEKYPCUS

Heka ®g € R, n &1 € R,yp caor knaca Q, a ¢ € Fpy1 e pedu-
HUpaH 4pe3 paBeHCTBaTa

¢(f7)_<7 0) - (DO(fa)_()a ¢(f7)_(7y + 1) = ¢1(f7>_<7y7¢(f7>_<7Y))

Torasa ¢ € 0.
Acho e, 4e ® € R,p1. Heka (f,x,y) € dom(P), cnepgosaten-
o (f,X) € dom(Pg) u cbulecTBYBaT Takmea Zzo,Zz1,...,Z,, 4e

70 =®o(f,x),anpu k=1,...,y (f,x,k —1,zx_1) € dom(P1) un
zg = P1(f, X,k — 1,2z¢_1). Heka By e kpaiiHo 6a3080 nogmMHoxecT-
Bo Ha dom(Pp) 3a (f,X), a npm k = 1,...,y By e kpaiito basoso
nogmHoxectso Ha dom(®q) 3a (f,X, k —1,z,_1). [a osnaunm ¢ B
MHOXECTBOTO Ha enemMeHTuTe Ha Epy1 OT BUAA
(80, %, y) V (81, %, ¥) V-V (8, %, y),

kbaeTto (go,X) € Bo v (gk, X,k — 1,zx_1) € By npn k =1,...
Toraea B e kpaiito basoso nogmHoxectso Ha dom(®P) 3za (f, )



3aTBOPEHOCT Ha ) OTHOCHO ji-OMepauns

Heka ®p € R 11 e or knaca 9, a & € §, e pedunnpan ypes
PaBEHCTBOTO

®(f,%) = py[®o(f, %, y) = 0].
Torasa ¢ € 0.
Acvo e, ve ® € M,y1. Heka (f,X) € dom(®P). B takbs cayuaii
(f,x,y) € dom(®g) npu y = 0,1,...,t, kbaeto t = O(f,X).
Mpn y = 0,1,...,t Heka B, e kpaiiHo 6a30BO NOAMHOXECTBO Ha
dom(®g) 3a (f,X,y). Ja 03Ha4um ¢ B MHOXXECTBOTO Ha €/EMEHTU-
Te Ha &, OT BUAa

(g0>)_<) ViV (gt,)_(),
kbaeto (g,,X,y) € By npu y = 0,1,...,t. Torasa B e kpaiito
basoso nogmHoxecTeo Ha dom(®) 3a (f, X).



3aTBOPEHOCT Ha $) OTHOCHO MapasesieH YC/IOBEH OnepaTop

Heka &g, ®1, ®;1 ca cbynkumoHanm ot §,, npuHagnexawm Ha Knaca
). Torasa Ha ) npuHagnexn u dyHkumoHanst S oT §,, seduHupan
4pe3 paseHcTBoTo P(e) =:D (Pg(e) > 0)P1(e)P2(e).

Mpu e € dom(P) ca BL3IMOXKHM Ca ClefHUTE TPU Ciyyas:

( ) e c dOm(q)o) U dom(Cbl), d>0(e) >0, <I>(e) = <D1(e).

(2) e € dom(®g) U dom(Py), ®o(e) =0, P(e) = da(e).

(3) e € dom(®1) Udom(Pz), d(e) = P1(e) = Pa(e).

Heka 3a pgagen enemenT e Ha dom(®P) nmame nanpnumep egHoBpe-
meHHo cnydas (1) n cayyvas (3). Mpu i = 0,1,2 Heka B; e kpaiiHo
basoBo nogmHoxecTo Ha dom(®;) 3a e. [la nonoxum

B:{eo\/e;[’eoGBo, eleBl}U{el\/ez’61681,62682}.

Toraea B e kpaiiHo 6a3oBo nogmHoxecTeo Ha dom(®P) 3a e. Ana-
JIOTUHHO C€ pa3rnexxaaTt n 0CTaHAANTE Bb3MOXKHOCTN.



EnHa Bpb3ka mexay N n R

3a pga npuHagnexu Ha R, eanH enemeHT P Ha F,, Heobxogumo un
0OCTaTBYHO e fa cbluecTByBa dyHkumoHan W ot Mi,11, ThKAECT-
BEHO YAOBJETBOPSIBALL, CJEAHOTO YCIAOBUE:

O(f, %) =t < Tk(V(F, %, k) = t)

HeobxogumocTTa n gocTaTb4HOCTTa CleABaT CbOTBETHO Hanpumep
oT TeopeMa 8 u nema 22 B MosiTa cTaTua B V3e. Ha MaT. nHCT. Ha
BAH, 7, 1963.



Eavn npyroside gecdbuHnpan knac ot yHKLUMOHANM,
npuTeXagall, 0TOenA3aHnTe CBONCTBA Ha L)

HedbnHnuus

LLle o3navaBame ¢ N, knaca Ha enementute ® Ha §, CbC CNEGHOTO
CBONCTBO: CcblyecTByBa pyHkumoHan WV ot Mi,1 1, yAOBNETBOPSABALL,
TBXKAECTBEHO YCNOBUETO

O(f, %) = t < Ik(V(F, %, k) = t),

3a koiito MHoxecTBoTO {k | (f, X, k) € dom(W)} pa 6bae kpaiiHo
npm Bcekn usbop Ha (f,X) B P x N” (paspewasa ce kpaiiHocTTa
Aa ce pasbupa HekOHCTPykTUBHO). ObeanHeHneTo Ha BCukM NN, Lwie
o3HavaBawme ¢ 1.

v

JNlecno ce Buxaa, 4e M C 9 C Q. Hokasea ce, 4e knacbT N
CbLO € 3aTBOPEH OTHOCHO CyNepnosvuns, NpUMUTUBHA PEKYPCUS,
[i-Onepauusi u napanenex ycnosex onepatop. Bvnpoc: ganu 91 # Q7



Bnarogapsi 3a BHuMaHueTo!



